Nom i cognoms Columna Fila
(en MAJUSCULES !) ,8,C...) || (1,2,3..) (Rl)
Equacions Diferencials (240131) Reavaluacié — 5 Jul 2022

Temps: 2h 30min

Puntuacié: respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts. Cal deixar ben clar quina resposta s’ha marcat, o si no se
n’ha marcat cap. Les respostes ambiglies es consideraran incorrectes.

Calculeu la coordenada y del centre geometric de I'arc de cicloide o(t) = (R(t—sint), R(1—cost)), 0 <t < 2.

Soluci6é:  Tenim o'(t) = (R(1 — cost), Rsint), il’element de longitud és

dl =o' (t)|| dt = R\/(l —cost)? +sin?t dt = 2Rsin(t/2) dt.

Hem de calcular el quocient de les integrals:
2T 2T 2m
/ ydl = / R(1 —cost) - 2Rsin(t/2) dt = 4R2/ sin®(t/2) dt = 4R2/ (1 — cos®(t/2)) sin(t/2) dt
o 0 0 0

R2

2cos®(/2)1°" 32
3 o 3

= 4R? {—2 cos(t/2) +
27
/ dl = / 2Rsin(t/2) dt = 2R[~2cos(t/2)]3™ = 8R (la longitud).
o 0

32 p2
=R 4R
Obtenim 7 = 38R =3

Donat el domini pla D = {(z,y) : R? < 2% 4+ y? < 2Rz} (essent R > 0), calculeu la circulacié del camp
vectorial F = (y? +Inz, x4+ 22y + cosy) al llarg de la frontera dD recorreguda en sentit antihorari.

[Ind.: Recordeu que una circumferéncia (z — R)? + 32 = R? es pot parametritzar, en coordenades polars,
per r = 2Rcos#.]

Solucié:  Aplicarem el teorema de Green. Per al camp vectorial F = (P,Q), tenim Q; — Py, =1, i per tant
només ens caldra calcular I'area de D. Aquest domini és la regié compresa entre dues circumferéncies, que en polars
sexpressen r = R i r =2Rcosf. Els punts de tall (R/2, +v/3 R/2) ens diuen a quin interval hem d’agafar ’angle:
—7m/3 <6 <m/3. Aixi doncs, tenim:

. N /3 2R cos /3 2qr=2Rcos @ R2 /3
/ (F, d¢) = Area(D) = / / rdrdf = / [ } df = — (4cos*0 —1)de
oD+ R r=R

—m/3 —m/3 2 —m/3
) R

vo| 3

R2 w/3

ol%

(1+2cosf)df = [0 + sin29]i/3/3 = (E +
2 —m/3 i 3




Considerem al pla X Z el rombe de vertexs (1,2), (2,0), (3,2) i (2,4), i el fem girar entorn de l'eix Z. Calculeu
I’area de la superficie de revolucié obtinguda.

*(a) 16v/5m (b) 167 (c) 457 (d) 4r (e) cap de les anteriors

Solucié:  La longitud del rombe és L = 41/5 i el seu centre geometric és el punt (2,2), que es troba a distancia D = 2
de Deix de gir. Pel teorema de Guldin, I’area de la superficie de revolucié és: A = L - 27D = 16v/5.

Considerem les superficies
51:{(33‘,3/,2) 1 z2=0, $2+y2§4}7 ng{(:v,y,z) P R= 4_:172_3/2}7

ambdues orientades pel vector normal que té la tercera component positiva.
Donat el camp vectorial F = (3z, —y, 1 + 2), calculeu els fluxos

[12/ (F, dS), 122/ (F, dS).
st s3

[Ind.: Considereu el solid compres entre les dues superficies. |

*(a) Il = 47‘1’7 IQ = 207 (b) [1 = [2 = 167 (C) Il = 0, IQ = 167 (d) [1 = IQ =47
(e) cap de les anteriors

Solucié:  Per a la superficie S1, que és un cercle de radi 2, el vector normal és N = (0,0,1) i tenim <ﬁ, ]\71) =1+z=1,
i per tant I; = Area(S;) = 4.

La superficie Sy és una semiesfera de radi 2, i amb S; tanca la semiesfera solida W. Pel teorema de Gauss, canviant
lorientacié de S; perque s’orienti per la normal exterior al solid, i tenint en compte que divF = 3, resulta Iro — I} =
3vol(W) =3-2m-2%=16m, iper tant I = 207.

El sistema autonom z’ = 2%(1 — ), v/ = y?(1 —y) té quatre punts d’equilibri: (0,0), (1,0), (0,1) i (1,1).
Esbrineu si sén: estables (E), inestables (I), atractors (A), repulsors (R).

*(a) el punt (1,1) és A, i els altres tres punts sén I no R
(b) el punt (0,0) és R, el punt (1,1) és A, i els altres dos punts sén I no R
(c) els quatre punts sén I no R
(d) els punts (0,0) i (1,1) sén I no R, i els punts (1,0) i (0,1) sén E no A
(e) cap de les anteriors

Solucié:

!
Es tracta d’un sistema 2D desacoblat, i per a cada coordenada tenim una EDO —
autonoma de primer ordre, que resulta ser la mateixa: 2z’ = f(z) = 2?(1 — x),
iy = f(y). Elszeros de f ens diuen que els punts d’equilibri d’aquesta EDO /
sén 0 i 1, i mirant signes que pren la funcié f veiem que el punt 0 és I no R, ;
iel punt 1 és A. En el sistema 2D, el punt (1,1) és A i els punts (0,0), (1,0) / / / t \ ‘
i (0,1) sén I no R ja que, al voltant de cadascun d’aquests tres punts, tenim 0.0 : (L0) '7
almenys una orbita que s’apropa al punt i una altra que s’allunya del punt. / / * M

/

g -




(a) < 4 ) (b) ( he ) (c) < _Z_eg_g ) *(d) ( g > (6) cap de les anteriors

Solucié:  La matriu té com a valors propis A\; = 0 i Ay = —9, amb vectors propis 7)) = (i) i 7@ = (_1 ),

. 6 . ., . .. =
respectivament. Com que el vector ( ) es troba sobre la direccié de valor propi 0, la solucié és constant: X (t) =

3

Trobeu tots els valors de p per als quals la solucié X (t) del PVI

= 2 — W W _. = 1

! __ —
X_< ; M_2>X, X(O)_<2>
tendeix a 'origen quan t — co.

(a) u>2 (b) per a cap valor de u (c) p=-2 *d) p<—2 (e) cap de les anteriors

Solucié:  El determinant de la matriu és D = —p? —4pu—4 = —(u+2)? < 0. Per tant, es tracta d’una sella per a tot u
excepte quan p = —2. Tenint en compte que la traga és 0, els valors propis sén A\ 2 = £vV—D = +(u + 2).

% Sip < —2, el valor propi negatiu és \; = p+ 2 amb vector propi 71 = (1,2), iper tant la solucié del PVI tendeix
a l'origen, ja que la condicié inicial es troba sobre la direccié atractora.

* Si p = —2, tenim el 0 com a valor propi doble i la solucié no tendeix a l'origen.
% Si p > —2, el valor propi negatiu és Ay = —(u + 2) amb vector propi 7(?) = (—p,4), que no és proporcional a la
condicié inicial (1,2) (ho seria si p = —2) i per tant la solucié del PVI no tendeix a 'origen.

Considerem I'EDO de segon ordre no lineal z” = 622. Dues de les solucions d’aquesta EDO sén:
()= i, 1€ (~1,00) ()= g, 1€ (~00,1)
€1 _(t+1)27 » )3 Z2 - (t_1)27 o0, 1).

Amb aquesta informacid, que podem dir de lestabilitat del (0,0) com a punt d’equilibri del sistema 2D associat
a 'EDO? [Ind.: Estudieu el limit d’aquestes solucions quan t — 0o o quan t — —oo, segons el cas. ]

(a) és estable no atractor (b) és atractor ~ *(c) és inestable no repulsor (d) és repulsor
(e) cap de les anteriors

Solucié
y=x
El sistema 2D associat a 'EDO és 2’ =y, y' = 622, que té l'origen (0,0) com
a punt d’equilibri. Entre les solucions del sistema, tenim:
(1), 5 (6) = (7 - e (~1,00);
1 5 L] - (t+1)27 (t+1)3 B ) )
L

(ea(t), 7h(t)) — ((t_lw , —(tfl)g) e (—oo).

La primera tendeix a l'origen quan t — oo, i la segona tendeix a l'origen quan t — —oo
(és a dir, prové de Vorigen). Per tant, origen és inestable no repulsor.




9]

Sigui u(z,t) la solucié del problema segiient, que correspon a ’equacié d’ones per a una corda vibrant infinita,

Ut — Mgy = 4cos2z, = €R, teR,

u(z,0) = %COS 2z, z € R,
1

1422’

Calculeu u(% ,%). [Ind.: Comenceu trobant una solucié particular up(z) de 'EDP (que no depengui de ?) i,

u(z,0) = z € R.

escrivint u(x,t) = up(x) + v(z,t), plantegeu el nou problema per a v(z,t). ]
1 t 1 2 t 1
(a) —w (b) 8 (c) arcsin 3 *(d) @ -3 (e) cap de les anteriors

1
Solucié:  La solucié particular ha de satisfer 'TEDO 0 — 9up(z) = 4 cos 2z, i una possible soluci6 és u,(x) = g cos 2z,

que també satisfa una de les condicions inicials. Llavors wv(z,t) = u(z,t) — up(x) ha de ser solucié del problema

Vet — YUz = 0, reR, teR,
v(z,0) =0, z € R,
1
’Ut(l',o):m 5 z € R.
. . . 1 [ dy 1
Aplicant la férmula de D’Alembert, obtenim v(x,t) = A T2 g(arctan(x + 3t) — arctan(z — 3t)).
x—3t z

arctanmt 1

Sumant-hi la solucié particular i substituint @ = 7/2 i t = 7/6, resulta u(5,§) = —% "9

Trobeu el valor de u(%,%) per a la solucié u(z,t) del problema segiient, associat a l’equacié d’ones amb

i
2
condicions de contorn de Dirichlet,

Uy — Upg = 0, x e (0,m), teR,

u(z,0) =0, x € (0,m),

ut(x,0) = 2sin 2z + 3sin 3z, = € (0,7),

u(0,t) = u(m,t) =0, teR.
(a) 5 (b) —2 *c) 1 (d) 0 (e) cap de les anteriors

Solucié:  Suprimint inicialment la condicié inicial sobre u:(z,0) (no homogenia), tenim un problema homogeni i en
busquem solucions per separacié de variables, u(xz,t) = X(x)-T(t). D’aquesta manera, obtenim 2 EDOs amb algunes
condicions addicionals:

X"(x) = AX(z) =0, ze€(0,n), T"(t) = A\T(t) =0, t>0,
X(0)=X(m) =0, T(0) =0,
En el primer cas tenim un PVF que té valors propis A, = —n?, n > 1, i funcions propies X, (z) = sinnx. Substituint \,,

a la segona EDO, resulta T,,(t) = sinnt. Els modes normals sén wu,(x,t) = X, (z) - T, (t), n > 0, i cal buscar la solucié

oo
com a combinacié d’aquests modes normals: u(x,t) = E dpun(x,t). Imposant la condicié inicial no homogenia,
n=1

uy(z.0) = Z nd, sinnx = 2sin 2z + 3sin 3z,
n=1

veiem clarament que es compleix amb ds = d3 =1 com a tnics coeficients no nuls. Aixi doncs, la solucié és
u(x,t) = ug(z,t) + us(z,t) = sin 2z - sin 2t + sin 3z - sin 3¢,

iper tant u(§,%)=1.




