Equacions Diferencials (240131) Reavaluacié — 7 Juliol 2020

Temps:

x(m/2) . . . 2\ ([ -3a—-1 —ba x
Calculeu < y(m/2) per a la solucié del sistema lineal ( g )= % 30— 1 Y amb la
condicié inicial = essent a # 0).
(5 )= (1) @senaro

Solucié:
El polinomi caracteristic és A2 + 2\ + (1 + a?), i els valors propis —1 £ ai. Un vector propi de valor propi —1 + ai és

-5 (0 . - )
v = 3 +1i 1) la solucié general és:
x(t) \ ot e —5cosat te —b5sinat
y(t) ) '\ 3cosat —sinat 2\ 3sinat 4 cosat '

C _ . . o(m/2) \ _ _ape —5sin(ma/2)
Imposant la condicié inicial, resulta ¢; =0, co = 1, i obtenim ( y(m/2) ) =e 3sin(ra/2) + cos(ra/2) )’

Donada 'EDO 2" — (k+ 1)z’ + kx = e™! (essent k > 0, k # 1), trobeu I'tinica solucié x(t) que tendeix a 0
quan t — 4o00.

Solucié:
L’EDO homogenia z” — (k + 1)a’ + kxz = 0 té com a polinomi caracteristic A2 — (k + 1)\ + k, que té arrels reals
simples 1 i k. Per tant, la solucié general de 'EDO homogenia és wy,(t) = cret + coek?.

Busquem una solucié particular de PEDO no homogenia de la forma z,(t) = u1(t) e’ + ua(t) e*, resolent el sistema

(& o) () -(2)

1 1 1
Obtenim v (t) = i e 2 uh(t) = ﬁe_(k+1)t7 i per tant podem escollir wy(t) = me_%, us(t) =
1 1
T e *HDt " que ens déna z,(t) = D) e '. La soluci6 general és z(t) = x,(t) + zn(t), iltnica solucié que

tendeix a 0 I'obtenim quan ¢; = ¢s = 0, és a dir, la solucié particular trobada.

a+o a—o
—a+o (a+0)/2
lineals a coeficients constants donats per aquestes dues matrius.

Considerem les matrius A, = ( ) per a 0 = +1. Estudieu ’estabilitat dels sistemes

Solucié:
Per a cada matriu, calculem la traga i el determinant: T, = 3 (a +0), D, = 2 (a®>+1) —ao. En tots els casos tenim
D, > 0, i per tant només cal mirar el signe de T,,. Deduim:

x sl a < —1, els dos sistemes soén atractors;

* si a = —1, el sistema és atractor per a ¢ = —1 i estable no atractor per a o = 1;
* si —1 < a < 1, el sistema és atractor per a ¢ = —1 i repulsor per a ¢ = 1;
x si @ =1, el sistema és estable no atractor per a ¢ = —1 i repulsor per a o = 1;

* sia > 1, els dos sistemes sén repulsors.




Considerem l'equacié del moviment d’un péndol amb friccié6 mlf’ = —mgsind — uld’, on m és la massa,
[ és la longitud, g = 10 és l'acceleracié de la gravetat, u és el coeficient de friccié, i la funcié incognita
0(t) és l'angle respecte la posicié vertical inferior. Trobeu la derivada temporal de l'energia total V(0,w) =

—mil?w? + mgl(1 — cosf), on w=4¢, quan A =7/3 i ¢ =a.

2

Solucié:

Passant 'EDO a sistema, el camp vectorial és F(0,w) = (w, f% sing — 1 w). Usant que VV (6, w) = (mglsin 0, mi*w),
m

calculem

W(r/3,a) = (VV(%/3,a), F(xw/3,a)) = —u12w2|(0w):(w/3 o) = —pl?a?.

Sigui u(z,t) la solucié del problema segiient,

Upt — gy, = 0, O<x<l, teR,
u(x,0) = 2sin((2i + 1)7wz), 0<z<l,
u(z,0) = sin((2j + 1)7x), 0<z<1,
u(0,t) = u(1,t) =0, teR.

Calculeu u(1/2,1/4).

Solucié:

Com que les dues condicions inicials sén no homogenies, escrivim la solucié com una suma u(z,t) = v(z,t) + w(x,t),
on v i w s6n solucié de dos problemes amb la mateixa EDP i mateixes condicions de contorn, perd amb una tinica condicid
inicial no homogenia:

v(z,0) = 2sin((2i + 1)7wz), ve(x,0) =0, per a v(x,y),
w(x,0) =0, we(z,0) = sin((27 + 1)7wz), per a w(x,y).

En ambdés casos, el PVF associat és

X"(x) = XX (z) =0, X(0)=X(1) =0,
que té com a valors propis A, = —n?w2, n >0, i funcions propies X, (z) = sinnmz. Amb aquestes A, laltra EDO
és T"(t) + 4n?7?T(t) = 0, en el primer cas amb la condicié inicial 7”(0) = 0, i en el segon cas amb la condicié inicial
T(0) =0, que ens donen 7T, él)(t) =cos2nmt i T2 (t) = sin2nmt respectivament. Aixi obtenim els modes normals dels
dos problemes:

O (1) = Xy () - T (t) = sinnaz - cos 2nrt,

wy(z,1) = X (z) - T2 (t) = sinnmz - sin 2nrt.

Finalment, hem de considerar combinacions lineals infinites d’aquests modes normals i imposar les condicions inicials no
homogenies, sobre v(z,0) i wi(x,0). Observem perd que aquestes condicions inicials ja es compleixen amb un sol mode
normal, multiplicat per un coeficient adequat. Aix{ doncs, obtenim com a solucié dels dos problemes v(z,t) = 2wva;11(x, t)

iw(z,t) = wajy1(z,t), 1la solucié que busquem és

2(2j 4 1)

u(z,t) = 2sin((2i + 1)7wz) - cos(2(2i + 1)wt) + sin((27 + 1)wz) - sin(2(25 + 1)wt).

1
2(2j+ )m
Finalment, avaluem:

1= () o (4 95) 4 05) s (04 05) =
=0 =(-1)7 =(~1)J




6]

Donat el problema

up — k2ugy =0, O<z<m t>0,
u(x,0) = ax + b, O<z<m,
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0,

oo
escrivim la solucié com una superposicié de modes normals, wu(z,t) = g dy, T, (t) - sinnz, on escollim les
n=1

funcions T),(t) de manera que T,,(0) = 1. Calculeu el coeficient day,1.

Solucié:
oo

Imposant la condicié inicial, tenim E dn sinnx = a+bx, ihem de trobar da,,4+1 com un dels coeficients d’aquesta serie
n=1

de sinus:

(ax + b) cos(2m + 1)x

2 (7 2 T T
domi1 = — / (ax +b)sin(2m + 1)xdx = — <— T / cos(2m + 1)z dx)
0 0

T ™ 2m +1 o 2m+1
2 2am + 4b
= Gmr s TN H0 =G

Calculeu la coordenada y del centre geometric de la part de l'astroide 22/3 + y2/3 = 42/ donada per les
restriccions = > a/8, y > 0.

Solucié:

La part de Pastroide sobre el primer quadrant ve parametritzada per o(t) = (acos®t,asin®t), amb 0 <t < /2. La
recta o = a/8 l'interseca a cos®t = 1/8, osigui cost =1/2, osigui t=7/3. Aixi doncs, tenim la corba C restringint
el domini a ¢ € [0,7/3]. Tenim ||o’(¢)|| = 3acost sint. Per trobar la coordenada § del centre geometric, calculem les
integrals segiients:

/3 3 3 3 5\" 9
long(C) = / 3acost sintdt = ?a [sin2 t}o/s = ?a (?) =3
0

w/3 /3 1 /3 2 5 2
/ydf:/ asin®t - 3acost sintdt:3a2/ sintt - costdt = 3a* [5sin5t] _ 3 <\/§> :EaQ.
c 0 0

(27v/3/160)a? _ 3\/§a

Obtenim y = 9/3)a 20

Calculeu la circulacié del camp F = (y, 22, x+2) alllargdela corba C = {(z,y,2) : 224+y?> =4, x+by—2z =
0, y > 0} orientada des del punt (2,0, 1) fins al punt (—2,0, —1).

Solucié:
Parametritzant la corba per o(t) = (2cost,2sint,cost + bsint), 0 <t <, calculem:

/(ﬁ,d&z/ ydo + 2% dy + (z + 2) dz
o+ c+

= / (—4sin®t + 8cos®t + (3cost + bsint)(—sint + beost)) dt

0
= / (—(44b)sin®t + 8cos®t + (b* — 3)sint cost + 3bcos? t) dt = (b — 2)7.
0




Solucié:
Parametritzem S per ¢(f,2) = (Rcosf, Rsinf,z) amb 0<6 <27 i 0<2z<a+ R%(cos?6 —sin?6) = a + R?cos 26.

2 a+R? cos 20 2
Llavors tenim |[j@g A ¢.|| = R iresulta: Area(S) = / / Rdzdf =R (a4 R?cos20) df = 27 Ra.
o Jo 0

També podem veure S com una tanca de base la circumferéncia C = {(x,y) : 22+ y? = R?} i altura donada per la

funcié f(x,y) = a + 2% — y?, i calcular la integral / fde.
c

Calculeu el flux del camp vectorial ﬁ(x, y,2) = (3 —siny,y® —sinz, 2) a través del cilindre S = {(z,y, 2) :

2?2 4+y%? = R?, 0< 2z <h} orientat per la normal exterior.

Solucié:

Afegim les tapes S; C {z =0} i S2 C {#=h} de manera que SUS; US;y sigui la frontera de W, el cilindre solid.
Clarament, amb 'orientacié exterior (]\71 =(0,0,-1)1 Ny = (0,0,1) per a Sy i Sy respectivament), el flux de F a través
de Sp és zero (ja que F és horitzontal sobre S1) i el flux a través de Sy és mR2h (el producte de la component normal
<ﬁ, N,) = h per l'area de Sa, que és mR2).

D’altra banda, la divergencia de F és 3(2% +y?) + 1, i la seva integral sobre W és

h p2r R 4p,
/ / / 3r?.rdrdfdz —i—/ ldzdydz = smht + 7 R?h.
o Jo Jo w 2

Usant el teorema de Gauss, el flux a través de S és aquesta integral menys els fluxs a través de les tapes S; i S3. Per

37 R4, 3R
il +7TR2h—O—7rR2h:7TT.

tant el resultat és




