Nom i cognoms: (fl)

Equacions Diferencials (240131) Reavaluacié — 6 Jul 2018

Temps: 3h

Nota important: respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts

Si C és la circumferencia (z — a)? + y? = a?, calculeu la mitjana sobre C' de la funcié que déna la distancia
de cada punt a 'origen.

(a) 2ma (b) V2a (c) a *(d) - (e) cap de les anteriors

Solucié:
Podem descriure C' en coordenades polars per r = g(f) = 2acosf, 6 € [-7/2,7/2], i hem de calcular la mitjana de r,
que és la distancia de cada punt a I’origen. Primer calculem:

w/2 /2
/ rdl = / 9(0)\/g(0)2 + g'(0)2 do = 4a2/ cos 0 df = 8a?,
C —m/2 —m/2
i llavors la mitjana és 7 = ;/ rdé = da .
long(C) Jo ™

També ho podem fer a partir de la parametritzacié o(t) = (a(l + cost),asint), on per simetria és suficient considerar
t €0, 7.

Sigui o(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € [0,1], la parametritzacié d’una corba C' de R? (orientada de ¢(0) a o(1)),
de la qual sabem que x(t)-y(t) =t i z(t) =t+1. Calculeu I :/ (F,dl}, on F(z,y,z) = (yze™,zz e, 0).
Cc+

[Ind.: Podeu calcular I directament o bé, abans de calcular I, escriure F=vV f+ G per una certa funcié
escalar f(x,y,z) i un camp vectorial de la forma G(x,y,z) = (0,0,g(x,y, 2)).]

(a) IT=e+1 (b) I=2e (¢c) I=1—-e *d) I=e (e) cap de les anteriors

Solucié:
Podem escriure F = V(ze™) 4+ (0,0, —e™), i per tant:

1!

1 1
I = 2(1)eWv) _ 5(0)e=(@v(O) / WY (1)dt = 2 — 1 — / eldt =2e—1—(e—1)=e.
0 0

Siguin

Sy ={(z,y,2) eR® : 2 + > + 22 =1, z,y,2 > 0}, orientada per Ni = (z,7, 2),
Sy ={(z,y,2) €ER® : 2=0, 22 +y*> <1, z,y > 0}, orientada per Ny = (0,0, —1),

i considerem S = S, U S,. Calculeu el flux de F = (zy,2yz, 2 — yz — 2%) a través de S.
(a) O (b) 327/3 (c) 4w *(d) 7/6 (e) cap de les anteriors

Solucié:
Afegim dues tapes per tenir una superficie tancada S =SUT; UTy, = 0W, on W és un octant d’esfera, definint

Ty ={(z,y,2) €eR® : =0, y> +22 <1, y,2 >0} i vector normal N3 = (—1,0,0),
Ty ={(z,y,2) €R® : y =0, 2* + 2> < 1, x,2 > 0} i vector normal Ny = (0,—1,0).



Apliquem el teorema de Gauss, tenint en compte que divF =1:

/~<ﬁ,d§):/ divﬁdxdydz:vol(W)zz.
g w 6
Aleshores,
— — T — =, = =, ™ ™
F.dS)= = — F.dS) — F.dSYy=—--0-0=—
[ s =G~ [ iFas)— [ (F.a8) = i

on hem usat que el camp F és tangent, en cada punt, a les tapes 71 i Ty, ja que ﬁ(O, y,z) L Nj i ﬁ(x, 0,2) L Ny

Sigui C' la corba obtinguda com a interseccié de les superficies z = (z — 1)2 4+ 32, 22+ y? = 1. Calculeu
la circulacié del camp vectorial F = (x3z, Yz, 522) al llarg de la corba C, orientada de manera que la seva
projeccio sobre el pla xy es recorri en sentit antihorari.

(a) 3/2 (b) —=m/3 *c) 0 (d) 2w (e) cap de les anteriors

Solucié:
La corba C' és la vora de la superficie (tros de paraboloide)

S={(z,y,2) : z=(x—-124+9% 22 +° < 1},

que parametritzem com una grafica, ®(z,y) = (z,y, (x —1)? +y?), amb domini D = {(z,y) : 2? +y? < 1}. El vector
normal associat és ®, A ¢, = (—2(z — 1), —2y, 1), compatible amb l'orientacié demanada per a la vora C. Apliquem el
teorema de Stokes, usant que rot F = (—y,23,0), iobtenim:

— -

(F,df = / (rot 7, dg) = / 2z — 1)y — 20°y) dzdy = 0
c+ S+ D

per simetria, ja que la funcié a integrar és senar en y, i el domini D és simetric respecte la recta y = 0.

/ _9 _
Donat el sistema d’EDOs < x, > = < 2-a 12 ) ( N > )
Yy 5o o Y
(

. . . 1 (W (t) 9 @ (t) .
i un conjunt fonamental de solucions XM () = st ) XA ) = Y2 ) definim W (t) com el

determinant wronskia d’aquestes solucions. Suposant que W (0) > 0, per a quins valors del parametre o podem
assegurar que W (t) és una funcié estrictament creixent?

(a) a<2 (b) a>0 ) a<—-1 0 a>2 d -l<a<?2 (e) cap de les anteriors

Solucié:
El wronskia W (t) de les solucions X (£), X @ (¢) compleix la férmula de Liouville: W (t) = W (0) et on sabem
que W(0) > 0, i tenim tr A = a? — a —2, que és positivasi a < -1 o a > 2.

a2 1—a

0 1 > . Per a quins valors del parametre a

Considerem el sistema lineal al pla donat per la matriu A = <
tenim un node impropi?
*a) a=—1 (b) a<0 (¢) a==+1 (d) a>1 (e) cap de les anteriors

Solucié:

Per tenir un node impropi, la traga, determinant i discriminant de la matriu han de complir: T'#0, D >0, A =0 ical
imposar, a més, que la matriu no diagonalitzi. En el nostre cas, tenim T = a?+1, D = a?, A = (a?+1)?>—4a? = (a®>—1).
Per tant, només per a a = 1 tenim un node amb un valor propi doble. Pero la matriu diagonalitza si a = 1 (de fet és
diagonal), i no diagonalitza si a = —1, tinic cas en qué tindrem un node impropi (repulsor).




El sistema no lineal { x, - (i — (@ : 2) té el punt (1,1) com a punt d’equilibri. Queé podem dir

de la seva estabilitat?
[Ind.: Podeu provar si V(x,y) = (z — 1)2+ (y — 1)? és adequada com a funcié de Lyapunov.|

(a) inestable (b) atractor *(c) estable no atractor (d) no ho podem determinar
(e) cap de les anteriors

Solucié:
El metode de linealitzaci6é no decideix, ja que la matriu del sistema linealitzat DF(1,1) ) correspon a un
centre (valors propis #i). Usant la funcié V(z,y) = (x — 1)2 + (y — 1)?> (que és definida posmva en (1,1)) com a funcié

de Lyapunov obtenim, com a derivada temporal, W(z,y) = (VV(x,y), F(z,y)) =0. Per tant, V(x y) = const és una
quantitat conservada i el punt (1,1) és estable no atractor (un centre no 1inea1).

Considerem el problema segiient, corresponent a una corda vibrant infinita:

Ut — gy =0
u(z,0) =sinx zreR, teR.
ut(x,0) = 2ccosx

Sabem que podem escriure la solucié com a superposisié de dues ones que viatgen amb velocitat ¢, en sentits
oposats: u(x,t) = p(z + ct) + q(x — ct). Quines sén les funcions p(x) i g(x)?

(a) p(x) =sinz, g(x) =0 *(b) p(z) = 3sinw, g(z) = —§sinx
(c) p(z) =Z%cosz, q(z) = —3sinz (d) p(z) =0, g(z) = Jcosx
(e) cap de les anteriors

Solucié:
Apliquem la férmula de D’Alembert amb les condicions inicials f(z) = sinz i g(z) = 2ccosz, amb la primitiva
z) = [g(x)dx =2csinz. Obtenim wu(x,t) = p(x + ct) + q(x — ct), essent

pl) = 3 (&) + 5-G(x) = 5 sin,
q(z) = %f() 2i (@Zf(@—p(a:)z—%sinx.




@ Sabem que els nombres A, = —n?, n > 1, sén valors propis del problema de valors a la frontera (PVF)

homogeni ’y” =y, y(0) =4/'(0), y(r)=1'(n) ‘ Si yn(x) és funcié propia associada a cada valor propi A,

quin és el valor del quocient y,(7)/yn(0)?
(a) 1/n (b) (=1)"n (c) n *d) (=) (e) cap de les anteriors
Solucié:
Fent A\ = —n?, n > 1, la solucié general de 'EDO 3" = —n?y és y(z) = Acosnz + Bsinnz, itenim y'(x) =

—nAsinnx + nBcosnz. Les condicions de frontera ens donen, totes dues, una mateixa igualtat: A = Bn. Obtenim
doncs, com a funcions propies, les funcions y,(xz) = ncosnz + sinnz (o qualsevol multiple), les quals compleixen

Yn(m)/yn(0) = (=1)".

[Nota: A més dels valors propis A, = —n?, el PVF té un valor propi addicional A\* = 1, amb la funcié propia y*(z) = e*.]

Considerem el problema segiient,

Upt — Uggy = 0

u(z,0) =0

ug(x,0) = cos 3z
uz(0,t) = ug(m,t) =0

x € (0,m), teR.

Quin és el valor de la soluci6 u(z,t) per a = = g it= % ?
1 1 ™ .
*(a) ~3 (b) 3 (c) O (d) 1 (e) cap de les anteriors

Solucié:
Prescindint inicialment la condicié no homogenia i aplicant separacié de variables w(z,t) = X (x) - T(t), obtenim els
problemes

X"(z) — AX(z) =0 T"(t) — NT(t) = 0
{ X'(0) = X'(7) =0 { T(0) =0

El primer és un PVF, que té els valors propis ), = —n?, n >0, amb les funcions propies X, (z) = cosnz. Llavors,

per al segon problema obtenim T,,(t) = sinnt. Els modes normals sén wu,(x,t) = X, (z) - T),(t) = cosnx -sinnt, n > 0.
Veiem facilment que uz(z,t) satisfa la condicié no homogenia que haviem suprimit, perd multiplicada per 3. Per tant, la
solucié és u(z,t) = fus(z,t), amb u(r/3,7/6) = —1/3.




