Nom i cognoms: <A>

Equacions Diferencials (240131) Reavaluacié — 4/VII/2017

Temps: 3h

Nota important: respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts

Sigui C' la intersecci6 del paraboloide z = x? 4 y? amb el pla —2y + z = 3, orientada al punt p = (0,3,9)

segons el vector tangent (1,0,0). Calculeu la circulaci6 ]{ ydr + zdy + xdz.
Cc+

(a) 3w *(b) —4r (c) 4m (d) —3m (e) cap de les anteriors

Solucié:
Observem que C' es la frontera de la superficie S, consistent en la part del pla limitada pel paraboloide:

S = {(x,y,z) : _2y+Z:31 z 2x2+y2} = {(.’E,y,Z) : _2y+Z:37 x2+(y—1)2 < 4}
L’orientacié de S compatible amb C ve definida pel vector normal unitari N = (0,2, —1)/+/5 al pla w. Apliquem el
teorema de Stokes: per al camp vectorial F = (y, z,x), tenim rot F = (—1,—1,—1), i aleshores

-1 1

127{ ydm+zdy+xdz=/ (rot F, N)dS = / —dS = ——— - Area(9).
o+ s+ s Vb V5

D’altra banda, com que la projeccié de S sobre el pla z = 0 és el disc D = {z? + (y —1)? < 4}, tenim |(k, N)| =1/V5
Area(S) = Area(D)/|(k, N)| = /5 - 47, i finalment [ = —4r.

Considerem la part de 'astroide 3%/% 4 22/3 =1 que es troba en el semipla definit per z = 0, y > 0, ila fem
girar al voltant de I’eix z. Calculeu I’area de la superficie obtinguda.

(a) 14w/5 *(b) 127/5 (c) 107/3 (d) 137/3 (e) cap de les anteriors
Solucié:

Anomenem C' el tros d’astroide i el parametritzem per o(t) = (0,cos®¢,sin®t), t € [-n/2,7/2]. Tenim |o'(t)|| =
3|cost-sint|. Llavors, per a la superficie de revolucié S obtinguda tenim:

/2 /2 12
Area(S) = 27T/ ydl = 27r/ cos®t - 3| sint - cost|dt = 127r/ cos*t -sintdt = Tﬂ-
C —7/2 0

Calculeu I’area de la porcié del pla y = z continguda dins de ’el-lipsoide solid 2—3 + 4L 4+ 5 <1,

7 abe TV 2 abe T abe

R (d) s

Solucié:
Podem parametritzar la porcié de pla S com una grafica: z = f(z,y) =y, amb (z,y) € D, on el domini ve donat per

22 2 2 22 y?
D=3 4+L YV 4\t Y
{a2+b2+02_ } {a2+b202/(b2+c2)_ }7
que és una el-lipse de semieixos a i bc/vb% 4+ ¢?. Per tant,

be
Area(S) = [ \J1+ f2+ f2drdy=+V2-Area(D)=V2 -1a ——— .
rea(.S) /D f2+f}drdy rea(D) Wa\/m

[Nota: A l'iltima igualtat hem usat que I’area d’una el-lipse és igual al producte dels semieixos multiplicat per 7. Aixo
també pot obtenir-se usant coordenades polars adaptades.]




Considerem el camp vectorial F= (14+z,1+y,1+2), isigui S la superficie definida per les quatre cares del
tetraedre de vertexs (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) i (0,0, 1), orientada segons la normal exterior al tetraedre solid.

Quant val I:/ (F,dS)?
S+

*a) I1=1/2 (b)y I=3 (c) I=3/2 (d) I=0 (e) cap de les anteriors
Solucié:
Sumem els fluxos sobre les quatre cares C7, Cy, C3, Cy de S. Tres sén triangles rectangles, tots ells d’area 1/2, que estan
contingudes en plans coordenats: C; C {x =0}, C2 C {y =0} i C3 C {z =0}. Laquartacara, Cy C {z+y+z =1},
és un triangle equilater d’area v/3/2 (costats de longitud v/2, altura \/%) Per a la cara C’f‘ , el vector normal unitari
és N = (—1,0,0) iper tant Fy = (F,N) = —(1+x) = —1. El flux corresponent és I; = Fy - Area(C;) = —1/2.
Analogament, els fluxs a través de C;r i C; sén I, = I3 = —1/2. Finalment, el vector normal unitari a la cara Cy és
N = (1,1,1)/v/3 i per tant Fy = (F,N) = (3+z+y+2)/v3 =4/v3. El flux corresponent és I, = Fy - Area(Cy) = 2.
El resultat final és I =1+ Ih + I3+ Iy =1/2.
[Nota: Alternativament es pot aplicar el teorema de Gauss, usant que la divergéncia del camp vectorial és constant,
divF = 3, i llavors només cal multiplicar-la pel volum del tetraedre solid que, via Cavalieri, és 1/6.]

Donada ’'EDO de primer ordre 2’ = x(x + 1)(z — 1)?, esbrineu si els seus punts d’equilibri sén: estables (E),
inestables (I), atractors (A), repulsors (R).
(a) el punt —1 és R, el punt 0 és A, iel punt 1 ésIno R
(b) el punt —1 és R, el punt 0 és A, iel punt 1 és E no A
) el punt —1 és A, el punt 0 és R, iel punt 1 ésIno R
d) el punt —1és A, el punt 0 és R, i el punt 1 és E no A
e) cap de les anteriors

lucio:
Ei)s lzlgrc?s de la funcié f(x) = z(z + 1)(z — 1)? sén els punts d’equilibri: —1, 0 i 1. Deduim la seva estabilitat estudiant
el signe de f als diferents intervals:

* flx) >0 si z<—1;

x f(r) <0 si —1<z<O0;

x fz) >0 si 0<z<1l o z>1

Obtenim que el punt —1 és atractor (també podem usar que f/(—1) < 0), el punt 0 és repulsor (també podem usar
que f'(0) > 0), ique el punt 1 és inestable no repulsor (com que és degenerat, no podem usar f'(1) = 0).

@ Donat el sistema lineal
2\ (20 x
y/ - 2 O y )

*(a) estan contingudes a les rectes y=x+C, C €R, i lim ( (t),y(t )) (O C)

podem dir que les solucions:
b) estan contingudes a les rectes y =Cz, C € R, i hm ( ( ),y(t)) =

(
(c) estan contingudes a les rectes y =Cx, C € R, i 1thm( x(t),y(
(d) estan contingudes a les rectes y=x+C, C €R, i hm ( (t)
(

e) cap de les anteriors

Solucié:
El sistema lineal és un cas degenerat, on la matriu del sistema té valors propis 0 i 2 i vectors propis v; = (0,1)
i vy = (1,1), respectivament. Per tant, les érbites estan contingudes a les rectes de vector director vq, és a dir, de la



forma y=ax+C, C € R, amb l'eix y com a recta de punts d’equilibri. Com que el valor propi no nul és positiu, resulta
que lim (z(t),y(t)) = (0,C).
——00

" = f(t)

2(0) = 2/(0) = 0 [Ind.: variacié de constants.]

Donada una funcié f(t), trobeu la solucié del PVI {

(a) /0 (t—9)f(s)ds  (b) /O sf)ds (@ /O (t+9)f(s)ds () ¢ /0 £(s) ds
(e) cap de les anteriors

Solucié:

., N . 1 ¢ . .
La soluci6 general de la part homogenia és xy,(t) = ¢1 + cat, i per tant P(t) = < 0 1 ) és una matriu fonamental
del sistema homogeni associat. Aplicant el metode de variacié de constants, trobem una solucié particular z,(t) =

u1(t) + u2(f)t resolent el sistema ®(¢) ( Z:lgg ) = ( f?t) > , que ens déna uj(t) = —tf(t), uh(t) = f(t). i per
2
tant podem escollir u;(t) = —/ sf(s)ds, us(t) = / f(s)ds. Amb aix0 obtenim z,(t) = / (t—s)f(s)ds, que ja
0 0 0

satisfa les condicions inicials de enunciat. [Nota: També és possible comprovar directament quina de les opcions satisfa
el PVL]

Considereu el sistema d’EDOs al pla

o' = —(2 +y?) (y + f(z,9)),

y =@+ ) (z + g(z,y)),
on les funcions f i g sén les que s’indica en cada cas. Si apliquem el metode de Lyapunov amb V(z,y) =
(22 4+ y?)/2, podem garantir que el punt d’equilibri (0, 0) és:

(a) inestablesi f=uz, g=—1° *(b) establesi f=y+axy?, g==x
(c) atractor si f =uxy, g= 2> (d) establesi f=vy, g=—=x
(e) cap de les anteriors

Solucié:
Calculem oy av
_ = 2 2 _
Wr,y) = 5- 2"+ 5y = (@ +y°) (=2 f(z,9) +yg(z,y)).
Llavors:

x si f=uxy, g=2a% llavors W =0 i (0,0) és estable no atractor;
xsi f=x, g=—y3 lavors W = —(2% +14?)(2® + y*) és definida negativa i (0,0) és atractor;

xsi f=y+ay?, g=ux, lavors W = —2%y?(2? + 3?) és semi-definida negativa i podem garantir que (0,0) és
estable (pot ser atractor o no);

xsi f=vy, g=—x, llavors W = —2zy(2? + y?) té canvis de signe entorn de (0,0) i no podem decidir res.




9]

Donada u(x, t) solucié del problema

U — k2 Ugy =0 xe(0,L), t>0
w@,0)= f(z) e (0,L)
u(0,t) =u(L,t) =0 t>0

L
considereu la funcié6 E(t) = 5/ u(z,t)? dz, icalculeu E'(t).
0

L L L
(a) —k:2/0 u(z,t)? dx (b) 0 *(c) —k:2/0 ug(x,t)? d (d) —k2/0 u(z, t) ugy(z,t) de
(e) cap de les anteriors

Solucié:
Primer usem que u(x,t) és solucié de 'EDP, després integrem per parts i finalment apliquem les condicions de contorn:

L L
E'(t) = /0 u(z, t) u(z,t) doe = kg/o w(z, t) Uy (x, t) dz

L L
= k2 [u(:mt) g (2, 1) 2= —/ ug(x,t)? dx] = —k2/ ug (2, t)? da.
0 0

Sigui u(z,y) la solucié del segiient problema al quadrat € = [0, 7] x [0, 7], consistent en ’equaci6é de Laplace
Ugz + Uyy = 0

amb condicions de contorn de Dirichlet: u(z,0) = u(0,y) = u(m,y) =0
u(z,m) =sinz

Quant val wu(mw/2,7/2)7

[Ind.: cosha = (e*4e%)/2, sinha = (e* —e~?)/2, cosh(2a) = cosh? a+sinh? a, sinh(2a) = 2 sinha-cosha]

1 sinh 2
2 cosh(7/2) sinh(7/2)

(a) sinh(7/2) *(b) (e) cap de les anteriors

Solucié:

Suprimint la darrera condicié de contorn (la no homogenia) i aplicant separacié de variables u(x,y) = X(z) - Y(y),
obtenim el PVF X"(z) — AX(z) = 0, X(0) = X(7) = 0, més 'EDO Y"(y) + A\Y(y) = 0 amb la condici6
Y (0) = 0. El PVF té com a valors propis A, = —n?, n > 1, i les funcions propies associades sén X, (z) = sinnz.
Substituint a laltra EDO i imposant la condicié corresponent, obtenim Y, (y) = sinhny. Amb aix0 obtenim els modes

o0
normals u,(z,y) = sinnz -sinhny, i qualsevol série convergent wu(z,y) = Z dpun(x,y) és també solucié del problema
n=1
homogeni. Imposant ara la condicié no homogenia w(z,7) = sinz que haviem suprimit, obtenim dy = 1/sinh7 i d,, =0
sinh sinh(m/2 1
per an > 2. Amb aixd, la solucié és u(x,y) =sinz - Y (r/2)

i tant 2,m/2) = = .
N u(r/2,m/2) sinh 2 cosh(7/2)




