Re-avaluacié d’Eqs diferencials, ETSEIB, Perm. A
8 de Juliol de 2015, temps: 2 hores

1. El canvi w(z,t) = u(z,t) — v(x,t) transforma les condicions de frontera mixtes no ho-

mogenies u(0,t) = f(t) y uz(L,t) = g(t) en les condicions de frontera mixtes homogenies
w(0,t) =0y w,(L,t) =0 quan:

a) v(z,t) = wf(t) + (x/L = 1)g(t).
b) v(x,t) = (x/L = 1)*f(t) + zg(t).
) v, t) = (x = 1*f(t) + (z/L)g(1).
)

)

o

d) v(x,t) = (z/L = 1)°f(t) + 2%g(t).

e) Cap de les anteriors.

Solucid: b)
Imposant w(0,t) = 0 = u(0,t) — v(0,t) = f(t) — v(0,t), we(L,t) = 0 = u,(L,t) —
Ve (L, t) = g(t) — va(L,t), es té v(0,t) = f(t),,v.(L,t) = g(t) (satisfeta per b))

2. Siguin X (x) i T'(¢) tals que u(z,t) = X (x)T'(t) és solucié de 'equacid uy+us —tyz,+u = 0.
Llavors X (x) i T'(t) satisfan les equacions diferencials lineals :

a) T"(t)+T'(t)+ (1+NT(t) =0y X"(z) + AX(x) = 0, per certs X € R.
b) T"t)+T'(t)+ (1= NT({#) =0y X"(x) + AX(z) = 0, per certs A € R.
c) T"(t) + XT(t) =0y X" (x) — X'(z) — (1 + \) X (z) =0, per certs A € R.
d) T"(t)+ XT(t) =0y X"(x) — X'(x) + (A= 1)X () =0, per certs A € R.
e) Cap de les anteriors.

Solucid: a)

XT'+ XT' — X"T'+ XT =0, és a dir, Xy”:wz_)\

3. Sigui C la corba que s’obté com a la interseccié de las superficies z = 22 i 22 + y? = 4.
Calculeu l'integral

/zdz+mdy+ydz.
C

Nota: la corba esta orientada de tal manera que la coordenada z es creixent al primer
quadrant.

a) 4w

b) —

c) —4rw

d) 0

e) Cap de les anteriors.

Solucio: c)
Considerem primer la corba

v(t) = (2cost,2sint, 4cos*t), t€0,2x].



Aleshores,

2m 2m 2m
/zdx—l—xdy—i—ydz:—S/ c0s2tsintdt+4/ cos2tdt+16/ costsin®tdt = 4,
gl 0 0 0

ja que la primera i la tercera integral son zero.
Finalment, notem que no hem orientat la corba de la manera indicada, aleshores, el
resultat correcte es —4m.

4. El cilindre 22 + y? = z divideix la superficie de I’esfera unitaria (de centre 'origen i radi
1) en dues uperficies S, Sz, on S; és a dins del cilindre i Sy fora. Calculeu el quocient

de les arees A(S2)/A(Sy).
a) (2 +3)/(2m — 3)
b) (2m +6)/(2m — 3)
c) (m+4)/(m=2)
d) (m+2)/(r—2)
) C

e) Cap de les anteriors.

Solucw d) La superf1c1e de mitja esfera vé donada en forma de grafica per z =

V1—a%—y?= f(z,y). L’element de superficie és, doncs,

48 = \[1+ (f2)? + (f,)? dudy = % dzdy.

— 22— 2
Sigui
D={(z,y) eR*: (z -1+ <

Aleshores, passant a polars,

}

N[ =

A(S)) =2 4.

cos 0
dxdy = 2/ / ———rdrdf =27 —
/\/1—x2—y —7/2 V1-—r?

Com que l'area total de l'esfera es 4w, A(Ss) = 27 + 4, i el quotient és A(Sy)/A(S)) =
(2r+4)/(2m —4).

5. Considereu el sistema

/

y = —a
Quina de les segiients afirmacions és certa:

{ ¥ = zy— 231 —xy)

a) L’origen és un repulsor
b) L’origen és un atractor.
c¢) L’origen és inestable pero no repulsor.

d) L’origen és estable pero no atractor.

e) Cap de les anteriors.

(Hint: useu V(z,y) = 5(2® + ¢?) i mireu si hi ha altres punts d’equilibri)

Solucid: d) Prenem com a funcié de Liapunov V(z,y) = 5(2? + y?), llavors W (z,y) =
—z'(1 — xy)



que és semi-definida negativa. Finalment, observem que 'eix OY és una recta de punts
critics.
Per tant, 'origen és estable pero no és atractor.
)

6. Donat el sistema lineal homogeni amb matriu

a b
AZ(O 1+b)‘

que depen dels parametres a i b
Una condici6 suficient per a que el sistema sigui un node impropi inestable és:

a)b=0ia=1
b)b=—-1lia=
c)b=-3ia=-2
d)b=1ia=2

e) Cap de les anteriors

Solucid: d) Apliquem el criteri traa-determinant: T = a+b+1, D =a+abi A =
(b —a+ 1)2. Per tant:

a) és un node propi inestable.

b) és un cas degenerat.

¢) és un nodi impropi estable.

d) és la que busquem. Un node impropi inestable.

7. Calculeu el flux del camp vectorial F' = (0,0,1) a través de la superficie de revoluci6 S
obtinguda en girar, al voltant de ’eix z, la corba del pla y = 0 donada per x = f(z) > 0,
a < z < b. Suposeu que S esta orientada per la normal exterior.
(a) (f(a)2 — f(0)%)
(b) 5(f'(b) = f'(a))
(c) %( (@) f'(a) = f(b)f'(b))
Ed) (%j( 0)2f'(b) — f(a)*f'(a))

e) Cap de les anteriors

>]

@]

Solucio: a)

La superficie S admet la parametritzacié ®(6,z) = (f(z)cos8, f(z)sind, z), (0,z) €
D = [0,27] X [a,b], amb vector normal Py A P, = (f(z)cosl, f(2)sind,—f(z)f'(2)).
Aleshores, el flux és

b
| @.d8) = [ (F(@(6.2).00 n 0 oz = 21 [ (21 dz = w(Fla) - S0
S D a
8. Sigui (x(t),y(t)) la solucié del problema de valors inicials

()= G) GR)-(2)

on u € R ésun parametre. Per a quins valors de p la solucié tendeix a (0,0) quan t — oo ?
() p<0ip=20d)pu=2C)p>0ipu=-2(d) p=-2 (e) Cap de les anteriors

Solucio: a)



La matriu té com a valors propis —1 i u, amb vectors propis (1, u) i (0,1) respectiva-
ment. Per a u < 0, tenim un node atractor i tota solucié tendeix a (0,0) quan ¢ — oc.
Per a > 0, podem tenir un sistema degenerat (si g = 0) o bé una sella (si 4 > 0). En
(1,2) és un vector propi de valor propi negatiu, és a dir, de valor propi —1, la qual cosa
només es compleix per a pu = 2.

9. Sigui F' = (zy%,y + x,0). Calculeu el flux del rotF a través de la superficie S plana
limitada en el pla zy, > 0, y > 0 per les corbes y = 2% i y = . Suposeu S orientada
pel vector (0,0, 1).

(a) 1/6

(b) —1/6

(c) 1/12

(d) —1/12

(e) Cap de les anteriors

Solucid: c)

O bé es calcula rotF = (0,0,1 — 2zy) i calculem el flux directament

1 T
flux = / / (1 = 2zy)dydr = 1/12
0 Jz2

o bé pel teorema de Stokes (amb C' = §5)

flux:/s(rotF,dS>:/C<F,dl>:1/12

10. Sigui S =S 1USy amb S) =22 +y2=1,0<2<1,i Sy = {(2,9,2) | 2> +9y* + (2 —1)? =
1,z > 1}. Calculeu el flux de F = (y,x,z — 1) a través de S orientada per la normal
interior.

(a) —27/3

Solucio: a)
Pel teorema de la divergencia afegint la tapa T definida per z = 0,22 + > < 11
orientada per (0,0, 1), tenim

2
fluz = —/ dz’deq:dydz—/ (F.dS) = — (= + 1) —/ (F.dS) =
w T 3 T
-5 5 2

3 Jiereen 3 3



