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Les equacions classiques

2

1. Proveu que el canvi de funcié u = e* transforma I’EDP no lineal de segon ordre wy = Wy + (wy)" en

una equacio de calor 1D homogénia.

Solucié: Necessitem relacionar les derivades parcials de la funcié u(z,t) amb les derivades parcials
de la funci6é w(z,t). Aplicant repetidament la regla de la cadena, veiem que

Uy = wge”,
Upy = (w:c:c + ('w:c)z)ewa
u = we' = (w:c:c + (wx)2)ew = Ugy-

A la darrera igualtat hem usat 'EDP w; = wyy + (w,)?. Aixi doncs, la funcié u(x,t) compleix una
equacié homogenia de la calor 1D amb k£ = 1.

. Sigui u(z,t) una solucié del segiient problema de calor 1D, amb condicions de Dirichlet homogénies:

up = k2 Ugpg O<x<L t>0
u(z,0) = f(zr) 0<z<L

u(0,t) = t>0
u(L,t) =0 t>0

Proveu que la funcié E(t) = % 0 u?(x,t)dz no és mai és creizent. Quan és constant? I quan és

estrictament decreizent? Interpreteu fisicament el resultat en termes de “dissipacié” de la calor.

Solucié: N’hi ha prou amb provar que la derivada de la funcié F(t) mai no és positiva:

L L
E'(t) = /Ou(x,t)ut(x,t)dx:k2/0 u(, t)ugy (z,t)da

L L
= i [u(m,t)ux(w,t)]zzg — /<;2/0 ul(z,t)de = —k2/0 ul(z,t)dx < 0.
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Les propietats que hem usat sén: derivada sota el signe d’integral (primera igualtat), ’equacié de la
calor (segona igualtat), una integracié per parts (tercera igualtat) i les condicions de frontera tipus
Dirichlet homogenies (quarta igualtat). A més, E'(t) = 0 & uy(z,t) = 0 < u(z,t) = 0, ja que
w(0,t) = u(L,t) = 0. Es a dir, la funcié E(t) és estrictament decreixent, excepte quan ens trobem a
Pequilibri térmic del problema: v(x) = 0.

La interpretacio fisica és que, donat que la calor flueix lliurement i la temperatura es manté igual a
zero als dos extrems, la temperatura tendeix al equilibri termic v(z) = 0.

3. Donada una solucid u(x,t) de l'equacid puy = Tug, per a una corda vibrant, definim la seva densitat
d’energia i el seu flux d’energia com les funcions

pui(z,t) | Tuy(z,t)

t) =
e(x7 ) 2 )

f(z,t) = —1up(z, t)uy(z,t),
respectivament.

(a) Proveu que e; + f, = 0.
(b) Suposem ara que u(x,t) és solucio del problema segiient, amb condicions de Neumann homogénies,
PULE = Ty O<x<L teR

u(z,0) = f(z) O0<z<L
u(x,0) =g(x) 0<z<L

u,(0,8) =0 teR
uy(L,t) =0 teR
Proveu que [’energia total de la corda vibrant, definida per E(t) := fOL e(z,t)dxz, és constant

(conservaci6 de Ienergia en ones 1D ).

(c) Trobeu unes altres condicions de frontera, que no siguin les de Neumann homogénies, que també
conservin l’energia.

(d) Expresseu l'energia inicial en funcid de la posicid i velocitat inicials.
Solucié: Recordem que p és la densitat lineal de la corda, mentre que 7 és la tensié a la qual esta
sotmesa. Aix0d permet interpretar el primer sumand de l'energia F(t) com energia cinetica i el segon
com l’energia elastica (també anomenada energia potencial).

(a) Derivem la densitat d’energia: e; = pugtyy + Tuzlzt = T(Uttgy + Uglpy) = — [z

(b) N’hi ha prou amb provar que la derivada de E(t) és igual a zero:

L L
E) :/0 er(x,1)da = —/0 Folwat)dz = £(0,4) — (L, 1) = 0.

(¢) E'(t) = f(0,t) — f(L,t) =0 < u(0,)u,(0,t) = ug(L, t)uy (L, t). Per tant, una altra posibilitat
és posar condicions de Dirichlet constants, ja que aleshores u:(0,t) = w(L,t) = 0. I una altra
més son les condicions periodiques, ja que u(0,t) = u(L,t) implica que u;(0,t) = ug(L,t).

(d) L’energia inicial és E(0) = %fOL pg(x)*dz + % fOLT(f’($))2dx.

4. Considerem el problema segiient, associat a l’equacid d’ones i amb condicions de contorn periodiques,

Ut — gy = 0, x € (—L,L), teR,
u(z,0) = f(x), xz e (—L,L),
ug(x,0) =0, x € (—L,L),
u(—L,t) = u(L,t), teR,
Ug(—L,t) = uz (L, t), teR.



L
Si u(z,t) n’és solucid, calculeu la seva mitjana h(t) = i/ u(x,t)dx a partir de la funcic f(x)
-L

donada. [Ind.: Comenceu calculant h'(t).]

Solucié: Usant 'EDP, la regla de Barrow i les condicions de contorn,

Bt = = ' AL e = & (Lt L) =0
_E _Lutt(:Ev ) :E_E _Luww($v ) :E_E(ur( 7)_u$(_ 7))_ :

Aixd implica que h/(t) és constant i, com que u(z,0) =0,

Llavors h(t) és també constant, i val

L L
h(t) = h(0) = %/ (@, 0) da = % /_Lf(:n) da.

—L

5. Resoleu el problema segiient, que correspon a una corda vibrant infinita sota [’accid d’una forca ex-

terna:
U — gy = F(x,t) 2€R tER

u(z,0) = f(x) reR

u(z,0) = g(z) zeR
amb F(z,t) = (2 +2)sinz, f(z) = sinz, g(z) =1 i c = 1. Proveu que la solucié obtinguda no és
igual a la superposicio de dues ones viatjant en sentits oposats a velocitat ¢ = 1.
Solucié: Aplicant la férmula de D’Alembert veiem que u(z,t) = (sin(z—t)+sin(z+t))/2+t+t*sinz.

A continuacié, suposem que existeixen unes funcions p,q : R — R tals que u(x,t) = p(z+1t) + q(x —t).
Avaluant aquesta identitat (i la seva derivada respecte t) a l'instant ¢ = 0, veiem que

p(z) 4+ q(z) = sinz, p(z)—q () =1,

i deduim que p(z) = (x +sinz)/2+ ki ¢(x) = (—x +sinz)/2 — k, amb alguna constant de integracié
k € R. Pero hem arribat a una contradiccid, ja que aquestes funcions no compleixen la identitat que
estavem suposant.

6. Volem resoldre el problema

Upp — Uge = Sint+cosz zE€R tER
u(z,0) =0 reR
ug(x,0) =0 reR

(a) Trobeu una solucid particular z(t), que no depengui de la posicid, de l'equacié uy — Uz, = sint.
Trobeu una solucid particular w(zx), que no depengui del temps, de 'equacid uy — Uy, = coS .

(b) Proveu que el canviv(z,t) = u(z,t)—w(x)—z(t) ens permet homogeneitzar 'EDP. Concretament,
transforma el problema original en el problema segiient:

Vg — Uz =0 xR telR
v(z,0) = f(z) zeR
v(z,0) =g(z) x€R

Calculeu les funcions f(x) i g(x).



(¢) Resoleu el nou problema, aplicant la férmula de D’Alembert i, a continuacid, recupereu la solucid
del problema original.

(d) Resoleu el problema directament, aplicant la formula de D’Alembert per al cas no homogeni.

Solucié: D’una banda, homogeneitzant I'EDP ens queda z(t) = —sint, w(z) = cosz, f(x) = —cosz,
g(x) =1, v(x,t) =t —costcosz i u(x,t) = u(x,t) +w(x) + 2(t) =t —sint + (1 — cost) cos z. D’altra
banda, aplicant directament la férmula de D’Alembert obtenim

B 1 t z+c(t—s) . . 1 t . . y=x+t—s
WD = G Uy e Teoswdypds =5 o lysinatsing],_, -y, ds

t
= / ((t— s)sins +sin(t — s)cosz)ds =t —sint + (1 — cost) cos z.
0
Separaci6é de variables

7. Sigui u(x,t) una solucié del segiient problema de calor 1D amb condicions de frontera mixtes:

Ut = Uy xe(0,m) t>0
u(z, )=f() xz € (0,m)

u(0,t) = t>0
Uy (m,t) =0 t>0

(a) Trobeu una expressid de la derivada de la funcié

que només depengui de uy(0,t).

(b) Calculeu la solucid u(x,t) quan la temperatura inicial és f(x) = 2sin(z/2)cosz. [Ind.: Podeu
usar la féormula trigonométrica 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b)./

(¢) Proveu que la funcié T(t) obtinguda per a f(x) = 2sin(xz/2)cosx té un minim global a l'instant
t« = (In3)/2, i tendeiz a zero quan t — oo.

Solucio:

(a) T'(t) = L [Fw(z, t)da = L [[uge(z, t)da = L(uy(m,t) — up(0,8)) = —ug (0, 1) /7.

(b) Buscant w(z,t) = X(x)T(t) obtenim les equacions X" (x) = AX(z) i T'(t) = AT'(t) amb les
condicions homogenies X (0) = X'(7) = 0. Les condicions de Neumann donen els valors propis
An = —(n+ 3)? i les funcions propies X (z) = sin((n + 3)x), n > 0. Aplicant aquests valors
propis a la segona equacié tenim: T}, (t) = —(n + £)*T},(t) amb solucié T, (t) = e~ (nt3)%
La soluci6 general és u(z,t) = > <, anXp(x)T,(t). Imposant el valor de la temperatura inicial
tenim

u(z,0) = 2sin(z/2) cos x = sin(3z/2) — sin(x/2) = Zan sin((n + 1) )
n>0

i per inspeccié directa surt ag = —1,a; = 1,a,, = 0 si n > 1. Per tant,

u(z,t) = e 94 sin(3z/2) — e /* sin(z/2).



()

Per I'apartat (a) sabem que T"(t) = (e_t/4—3e_9t/4)/27r = (1—3e_2t)e_t/4/27r. Llavors, s’anul-la
per a t = (In3)/2, és negativa si t < (In3)/2 i positiva si t > In3/2. Aix0 ens diu que és un
minim global.

Finalment, limy_,o0 T'(t) = limy_oo 2 (e7%/4 [ sin(32/2)dz — e=¥/4 [ sin(z/2)dz)) =0

8. Volem comparar els métodes de D’Alembert i de separacio de variables, en resoldre un problema d’ones
1D amb condicions de frontera de tipus Dirichlet homogénies.

(¢)

(b)

Calculeu, aplicant la formula de D’Alembert, la solucid del problema

Uy = gy reR teR
u(z,0) = f(z) ze€R
u(z,0) =g(z) z€R

quan la posicid inicial ve donada per la funcid f(x) = 2sinx i la corda esta inicialment en repos.
Comproveu que la solucid obtinguda compleix les condicions

u(0,t) =0, u(m,t) =0, vVt € R.

Continuant amb una corda inicialment en repos, quines propietats ha de tenir la posicid ini-
cial f(z) per assegurar que la solucié obtinguda mitjancant la formula de D’Alembert compleizx
aquestes dues condicions de frontera de tipus Dirichlet?

Calculeu, aplicant el métode de separacio de variables, la solucié del problema

U = gy xe(0,m) teR
u($70) = f($) LS (077)
ut(z,0) =0 x € (0,m)
w(0,8) = 0 teR
u(m,t) =0 teR

quan la posicié inicial ve donada per la funcié f(x) = 2sinx

(c) Comproveu que les solucions obtingudes als apartats anteriors coincideizen.

Solucio:

(a)

Segons d’Alembert, la solucié és u(z,t) = sin(x + ct) + sin(x — ¢t) = 2cos(ct)sinz. En ser
sin(0 = sin = 0, és obvi que u(0,t) = u(mw,t) =0, Vt € R.

Aplicant altra vegada la férmula d’Alembert, per assegurar que la solucié compleixi aquesta
ultima condicid, la posicié inicial ha de satisfer que f(ct) + f(—ct) =0, Vt € R i que f(7m + ct) +
f(mr —ct) =0, Vt € R. La primera igualtat diu que f(z) és senar i la segona, usant que és senar
(f(mr—ct)=—f(ct — 7)) diu que f(x) és 2m-periodica.

Buscant u(z,t) = X(x)T(t) obtenim les equacions X”(x) = AX(x) i T"(t) = AT (t) amb
les condicions homogenies X (0) = X (7) = 0, 77(0) = 0. Les condicions de Dirichlet donen

els valors propis A, = —n? i les funcions propies X (z) = sin(nz), n > 1. Aplicant aquests
valors propis a la segona equacié tenim que T (t) = —n?c?T},(t) amb solucié general T}, (t) =

1 cos(ent) 4 co sin(ent). Imposant que T7(0) = 0 resulta ¢y = 0.
tenim u(z,0) = 2sinz = 3 -, a,sin(nx) i per inspeccié directa surt a1 = 1,a, = 0sin > 1.
Per tant, u(z,t) = 2sin(z) cos(ct).

9. Considerem el segiient problema de calor 1D amb condicions de frontera periodiques:

up = k*Uyy xe€(—=L,L) t>0
’LL(QZ‘,O) = f(:E) x € (_LvL)

u(—L,t) = u(L,t) t>0
Ugp(—L,t) = ug(L,t) t>0



(a)

(b)
(c)

(d)

Donada una solucid u(z,t), calculeu la derivada de la funcid

L
T(t) = %/_L u(z,t)dz.

Trobeu els equilibris termics del problema, és a dir, les temperatures que compleizen ’EDP i les
condicions de frontera, pero que no depenen del temps.

Calculeu tli}m u(z,t) en funcid de f(x).

o

[Ind.: Suposant que coneizem el desenvolupament de Fourier f(z) = a0/2+2[an cos(nmx/L)+
n=1

by sin(nmx/L)] de la temperatura inicial a linterval [—L, L], imposeu directament que la série

formal w(z,t) = ap(t)/2 + Z[an(t) cos(nma /L) + B, (t)sin(nmx/L)] és solucid del problema,

n=1
sense sequir al peu de la lletra el metode de separacié de variables.]

Interpreteu fisicament els resultats obtinguts. Es tendeix més rapidament al limit anterior quan
la longitud L del filferro és gran o petita? I s’hi tendeiz més rapidament quan la constant k* és
gran o petita? I s’hi tendeiz més rapidament quan 'index n del mode normal és gran o petit?

Solucié:

(a)
(b)

T'(t) = 5 f_LL u(z,t)dr = % f_LL Ugz(x,t)da = k? (uy (L, t) — up(—L,t)) /2L = 0.

Les solucions que no depenen del temps compleixen u,, = 0 i, per tant u(x) = ax + b. Les
condicions frontera son, llavors, u(—L) = —aL +b = u(L) = aL +biu/(-L) =a = u/(L); la
primera condicié ens diu que a = 0 i la segona no diu res. Per tant, els Uinics equilibris térmics
sén les temperatures constants (u(z) = b).

Imposant que la serie formal wu(z,t) = agp(t)/2 + Z[an(t) cos(nmz /L) + B, (t)sin(nmx/L)] és
n=1

solucié del problema, tenim que u(x,t) = o (t)/2+ Z[a;(t) cos(nmx/L)+ B, (t) sin(nwz/L)] ha
n=1

de ser igual a k*ug,(z,t) = —(knn/L)?>.°%  [an(t) cos(nma /L) + B, (t) sin(nra/L)]. D’aqui surt

n=1
que ap(t) = ag, an(t) = ane=*™/L*t B (1) = pe~*T/L)%t § 1a goluci6 formal és

u(z,t) = % + Z e~ (kmn/L)%t (an cos(nmx/L) + by sin(nmz/L)).
n=1

1 L
Per tant, lim u(z,t) = ag/2 = — f(x)dz, ja que les exponencials tendeixen a zero.

Interpretacions:
La temperatura mitjana es manté constant, ja que els fluxs de calor pels extrems es com-
pensen.
La calor tendeix a distribuir-se uniformement i per aixo la temperatura tendeix a un valor
constant (equilibri térmic).
Aquest valor constant coincideix amb la mitjana de la temperatura inicial.

Els exponents —(kmn/L)? de les exponencials sén més negatius, i per tant es tendeix més
rapidament al limit, com més grans sén la constant k2 i 'index n, i com més petita és la longitud L.



10. Considerem una corda vibrant, de longitud L i densitat lineal constant p, sotmesa a una tensio cons-
tant T 1 que es mou en un medi amb friccid de coeficient p, 1 amb extrems fixats de manera que
u(0,t) =0 =wu(L,t). Es deiza anar la corda des d’una posicio inicial f(x) en estat de repos. Suposem
que no actuen forces externes sobre la corda.

(a) Escriviu les equacions que modelitzen la vibracid de la corda.

(b) Calculeu la vibracid de la corda quan no hi ha friccid, suposant que el desenvolupament de Fourier

de la temperatura inicial és f(x) = an sin(nwrz/L).  Apliqueu el resultat al cas L = 7 i
n>1
f(z) = sin® .

(c) Calculeu la vibracid de la corda quan existeiz una petita friccio: 0 < p < 1. Comproveu que, si
hi ha friccio, la corda tendeix al equilibri elastic quan t — oo.

(d) Qué passa quan p — 0T ¢ Interpreteu fisicament la relacié entre les freqiiéncies de vibracid de
la corda i la seva longitud L, la seva densitat lineal p, la tensio T, el coeficient de friccio p i
Uindex n que enumera els modes normals.

Solucié:
(a) La velocitat inicial és g(x) = 0, ja que la corda esta inicialment en repos. Per tant,

PUy = —pU +TUy, 0<z <L t>0

u(z,0) = f(z) 0<z<lL
ug(x,0) =0 0<z<L
u(0,t) =0 t>0
u(L,t) =0 t>0

(b) Quan p = 0, la vibraci6 de la corda és

v(x,t) = Z by, cos(wpt) sin(nma /L),

n>1

on ¢ = 7/piw, =nme/L és la freqiiéncia de vibracié del mode normal n-esim. Quan L = 7 i
f(x) = sin®x = (3sinx — sin 3z) /4, obtenim

3 1
v(z,t) = 1 sin z cos ¢t — 1 sin 3z cos 3ct.
(c) Quan 0 < p < 1, la vibracié de la corda és

u(x,t) =e M Z 3_" (vn cos(vpt) + ksin(vyt)) sin(nrz/L)
n>1 "

on ¢ =17/p, 2k = p/p, w, = nwc/L i v, = /w2 — k? és la “freqiiencia de vibracié” del mode
normal n-ésim. Aquesta expressié és correcta si i només si k < w, per a tot n > 1. Per tant,
necessitem que Lyu,/p < 2m\/7, i per tant el coeficient de friccié no pot ser massa gran.

Aquesta vibracié compleix que tlim u(z,t) =0 per atot x € [0, L], a causa del factor e ¥,
— 00

(d) lim wu(z,t) = v(x,t). Les freqiiencies wy, = nar/2p~ 2L i v, = /w2 — k2 s6n més grans

u—0t
quan la corda és curta (L petita), lleugera (p petita), tibant (7 gran), o I'index n és gran. A més,
vy, decreix quan la friccié augmenta.



11. Considerem el problema segiient, corresponent a l’equacio de Laplace amb condicions de frontera de
tipus Dirichlet al rectangle Q = (0,m) x (0,27) :

Upy +Uyy =0 € (0,7m) ye(0,2m)
u(z,0) = f(x) xz € (0,m)

u(zx,2mr) = xz € (0,m)
w(0,y) = o y € (0,2m)
u(m,y) = y € (0,2m)

Calculeu la solucio formal d’ aquest problema suposant que el desenvolupament de Fourier en sinus
de f(x) a linterval [0,7] és f(x Zb sinnz.

n>1
Solucié: Buscant u(z,y) = X(x)Y (y) obtenim les equacions X" (z) = AX(x) i Y"(y) = =AY (y)
amb les condicions homogenies X (0) = X (7w) = 0, Y (27) = 0. Les condicions de Dirichlet donen

els valors propis A\, = —n? i les funcions propies X (z) = sin(nx), n > 1. Aplicant aquests valors
propis a la segona equaci6 tenim que Y;”(y) = n?Y,,(y) amb solucié Y;,(y) = c¢1 cosh(ny) + ¢z sinh(ny).
sinh(27n
Imposant que Y (27) = 0 resulta ¢; = —czﬂ.
cosh(27mn)

Podem prendre Y,,(t) = sinh(27n) cosh(ny) — cosh(27n) sinh(ny) = sinh(27n — ny).
La soluci6 general és u(x,y) = ), 5 ansin(nz) sinh(2mn — ny).

Imposant u(z,0) =}, -, ap sin(nz) sinh(27n) = > -, b, sin(nx) resulta que

B sinh(n(2m —y)) .
u(z,y) = ; bn Sinh(27n) sinnx.




