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Nota: Tot el text subratllat son enllacos a pagines web que poden ajudar a entendre millor cada problema, o bé

ampliar informacié.
Conceptes i teoremes generals sobre sistemes d’EDOs

1. Sigui F: U C R® — R™ un camp vectorial de classe C'.

(a) Quina relacid existeiz entre les orbites dels sistemes @' = F(x) i ' = —F(x)? I entre les seves

trajectories ?
(b) Mateiza qiiestid per als sistemes ©' = F(x) i ' = 2F(x).
Solucio:

(a) En cada punt els vectors tangents ' d’un sistema i de Daltre son iguals perd amb sentit oposat,
per tant les orbites son les mateixes i les trajectories oposades (una en sentit contrari de laltra i
amb la meteixa velocitat)

(b) En cada punt el vector tangent del segon sistema és el doble del vector tangent del primer, per
tant les orbites son les mateixes i son recorregudes en el mateix sentit i amb doble velocitat en el
segon cas.

2. Considerem el camp de vectors associat al sistema
{ ¥ = z(l-y),
y = yl@-1).

En quins punts el camp de vectors és horitzontal? I vertical? Sabent que totes les trajectories con-
tingudes al primer quadrant donen voltes entorn del punt (1,1), determineu el sentit de gir (horari o
antihorari) d’aquestes trajectories.
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Solucié: El camp és horitzontal quan ' = 0, és a dir si y = 0 o z = 1. El camp és vertical quan
' =0,ésadirsiz=00y=1. Sitotes les trajectories del primer quadrant donen voltes entorn del
punt (1,1), com que el vector tangent en el punt (2,1) és F(2,1) = (0, 1), resulta que el sentit de gir
és antihorari.

3. Considerem les trajectories del segiient sistema no lineal 2D,

=y,
vy = (1—-2%y—a.
(a) Veient que la velocitat a lorigen és nul-la, pot passar una trajectoria per 'origen sense quedar-
s’hi? Per qué?
(b) Si una trajectoria parteiz d’un punt de la recta x = 1, inicialment es mourda cap amunt o cap
avall?

(¢) Descriviu el lloc geométric dels punts (x,y) en els quals el modul de la velocitat de la trajectoria
coincideix amb la distancia a l'origen.

Solucio:

(a) No. Com que la trajectoria (z(t),y(t)) = (0,0) és una solucié del sistema, pel teorema d’existéncia
i unicitat de solucions no pot existir una altra solucié que passi per 'origen.

(b) Si x =1, aleshores ¢ = —1 < 0, i per tant la trajectoria es mou inicialment cap avall.

¢) El modul de la velocitat en un punt (z,y) és
(c) Y
V)2 + ()2 = Va2 +y? +y(1 - 2?)((1 - 2?)y - 22).

La distancia del punt (z,y) a Porigen és \/x? 4+ y2. Per tant, hem de resoldre 1'equaci6

y(1 —2?)((1 — 2%)y — 22) = 0.

El lloc geometric dels punts que compleixen ’equacié anterior esta format per la recta horitzontal
y = 0, les dues rectes verticals z = £1 i la grafica de la funcié y = 2z/(1 — 22).

4. Sigui x(t) la solucid del problema de valor inicial (PVI) segiient, associat a una EDO de primer ordre
no autonoma:
= (t — )z, x(tg) = xo.

Per a quines condicions inicials (to, o) és constant la funcié x(t); és a dir, z(t) = xo? Per a quines
condicions inicials t€é x(t) un mazim local estricte en t = to? I un minim?

Solucio:

(a) Siz(t) = xo per a qualsevol valor de ¢, la derivada 2/(t) = 0, V¢; aix0 vol dir que (t—xg)xo = 0, Vi,
és a dir que: zg = 0.

(b) Perque la solucié z(t) tingui un extrem local en t = ty és necessari que z’(to) = (to — xo)zo = 0.
Com que xg # 0 (sind, per I'apartat anterior la solucié seria constant), resulta que z¢g = to. En
aquest cas, per veure si és un maxim o un minim, estudiem la segona derivada en ty; derivant
l'equacié en el punt: z”(tg) = (1 — 2/(to)zo + (to — x0)2'(ty) = x¢. En resum, si zp > 0 tenim un
minim i si g < 0 un maxim.

5. Siguin x,y,z : R = R les solucions del PVI segiient, associat a un sistema no lineal 3D autonom:



Alguna de les tres funcions té un minim local estricte en t = 02 I un maxim?

Solucié: En primer lloc, avaluem les primeres derivades usant el sistema:

2(0) = y(0)2(0) =1£0,  y'(0) = —w(0)z(0) =0,  2/(0) = —2(0)y(0) = 0.

Aixi doncs, la funcié z(t) no té un punt critic en ¢ = 0. Derivem el sistema per tal de calcular les
derivades segones de les funcions que tenen un punt critic en ¢t = 0:

y"(0) = =2/(0)2(0) — z(0)2'(0) = -1 <0,  2"(0) = =2’ (0)y(0) — z(0)y'(0) = —1 < 0.
Deduim xz(t) és creixent en t = 0, mentre que y(t) i z(¢) tenen un maxim local estricte en t = 0.

6. Dibuizeu el retrat de fase de la segiient EDO de primer ordre autonoma:
' =sinz, z € R.

(a) Calculeu tots els seus punts d’equilibri i determineu la seva estabilitat.
(b) Ezisteiz alguna solucié que escapi a £00? Raoneu la resposta.
(c¢) Ezisteiz alguna solucid 2m-periodica no constant? Raoneu la resposta.

(d) Donades dues solucions arbitraries no constants x1(t) i x2(t), considerem els limits

x1(00) = tlggo x1(t), x9(00) = tliglo xo(t).

Quins possibles valors pot tenir la diferéncia x1(00) — xe(00)?

Solucio:

(a) Els punts d’equilibri compleixen sinz = 0, i per tant sén x,, = nw, n € Z. La solucié creix quan
x' = sinx > 0 i decreix quan 2’ = sinz < 0. Per tant, si denotem I,, = (2, Zn+1) els intervals
delimitats pels punts d’equilibri, veiem que la solucié x(t) creix quan esta continguda en I, amb
n parell, pero decreix si n és senar. Aleshores els punts d’equilibri z,, sén repulsors si n és parell
i atractors si n és senar.

(b) No, ja que qualsevol solucié no constant esta confinada entre dues posicions d’equilibri.

(¢) No, ja que qualsevol solucié no constant esta confinada entre dues posicions d’equilibri, tendint
a una d’elles quan ¢ — oo i a 'altra quan ¢t — —oo.

(d) Muiltiples enters de 27, ja que x1(00) i x2(00) sén punts d’equilibri atractors, és a dir, z1(c0) =
(2k1 + 1), 22(00) = (2ke + 1) i 21(00) — xa(00) = 2(k1 — ko).

7. Dibuizeu el retrat de fase del segiient sistema desacoblat 2D,

/

{x’ = —x+ 322 — 223,
y = 2

Per a cada punt d’equilibri atractor, determineu la seva conca d’atraccid.

Solucié: Hi ha tres punts d’equilibri (els punts solucié del sistema 2’ = ¢’ = 0): (0,0), (1/2,0) i
(1,0). El segon és inestable no repulsor, els altres dos sén atractors. Com que les equacions estan
desacoblades, les podem estudiar per separat.
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Per exemple, lim y(t) = lim ype ** =0 per a qualsevol condicié inicial .
t—ro0 t—o0
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Figura 1: Retrat de fase de x’

L’equacié de la component x(t) s’estudia com 'equacié logistica.
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Figura 2: Trajectories rectilinies

Les conques d’atraccié dels punts (0,0) i (1,0) sén els semiplans {(z,y) € R? : < 1/2} i {(z,y) €
R?: 2 > 1/2}, respectivament. Els punts situats sobre la recta z = 1/2 sén els tinics que tendeixen al
punt d’equilibri intermedi.

Sistemes d’EDOs lineals

8. Calculeu una matriu fonamental i la solucio general del sistema lineal homogeni a coeficients cons-
tants @' = Az, per a cadascuna de les matrius segiients:

wa=(5 ) wa=(75 1) wa=(1 )



Solucié: Si X (t) = (x1(t), x2(t)) és una matriu fonamental qualsevol, aleshores la solucié general és
@y (t) = X(t)e. Per tant, és suficient calcular matrius fonamentals:

(a) El polinomi caracterfstic és Q(A) = A2 +3X+2 = (A + 1)(A + 2).

/\1_—1,A+I_<2 3), ker(A+ 1) = ( 2) t<_32>
= avar= () eten=(( 4 ) mo=en( L)

Se—t —2t
Per tant, una matriu fonamental és X (t) = < oot _ >
(b) EI polinomi caracterfstic és Q(\) = A2 + 2\ + 5 i les arrels son A\ = —1 = 2i.

A (=1 +20)T = ( 2o _4>, ker(A—i—I):[( _12>+z‘<(1))]

x1(t) :et(cos2t< _12 > —sin2t< (1] )), x5 (t) :et(sin2t< _12 ) +cos2t< (1] ))

2cos2t 2sin 2t ¢
sin 2t — cos 2t —(sin 2t 4 cos 2t) ’

(c) El polinomi caracteristic és Q(\) = A2+ 2\ +1 = (A +1)2. X\ = —1 és arrel doble i 4 no és
diagonal.
1 -1 1
A—i—I:( ), ker(A—I—I):[(l)].

Prenem vy ¢ ker(A + I), per exemple vy = < (1) >, vy =(A+1)v = < 1 ) Llavors,

X(t)z(m,m)e‘“z(é })e_t<1 ?):ﬁ(ljt })

(On J és la forma de Jordan de A)

Per tant, una matriu fonamental és X (t) = <

9. Calculeu la solucid del PVI ' = Az, x(0) =xq, essent

-2 3 0 3
A= 0101, =x=]2
00 1 1

Té el sistema ' = Az alguna solucié fitada per a tot t € R?

Solucié: El polinomi caracteristic és Q(\) = (A + 2)(\ — 1)2. Considerant els valors propis A\ = —2
i Ay = 1 tenim, respectivament,

0 3 0 1 1
A+2I=1 0 =1 0 |, ker(A+2D)=[[ 0 |], xt)=e2| 0
0 0 3 0 0
-3 3 0 1 0 1 0
A—TI=1 0 00 |, ker(A+2)=[[ 1 |, 0 |], x(@)=e"[ 1 |,z3(t)=¢"[ O
0 00 0 1 0 1



10.

cle_% + Cget
Llavors, la solucié general del sistema és xy(t) = c1x1(t) + coma(t) + c3x3(t) = coe! ,
c;;et
amb c1, ca, c3 € R lliures. Per tant, 1'inica solucié del sistema fitada per a tot ¢t € R és x(t) = 0 ja que

limy 400 e 2 =limy,_oo el =0 perd limy_,_ e 2 = limy_s 4 oo €f = +00 .

La solucié del PVI s’obté resolent el sistema

1+ ¢ 3
x(0) = €2 =1 2
C3 1
idonac; =c3g=11cy=2;ésadir, x(t) = 2¢’
t
e

Resoleu els PVIs donats per cadascuna de les EDOs lineals de segon ordre segiients,

(a) 2"+ 42’ =0, (b) 2"+ 42’ + 4z =0, (¢c) '+ 42" + 52 =0,
amb les condicions inicials x(0) =1, 2/(0) = —2.
Solucio:

/
., . '\ _ (0 1 x
(a) Fem el canvi y = 2’ i resulta el sistema ( ' ) = ( 0 _4 > ( Y >
., , z(t)\ (1 e ¥ c1
La solucié general és < y(#) ) = ( 0 _de—4t o )

.. .. . . JI(O) . 1 1 C1 . 1
Imposant les condicions inicials tenim el sistema ( (0) > = < 0 —4 ) < e > = ( 9 > que
dona ¢; = ca = 1/2 i la soluci6 és z(t) = 1/2(1 + e~4.

! 1
(b) Fem el canvi y = 2’ i resulta el sistema ( z/ ) = ( _04 4 > < Zj > El polinomi caracteristic
1 2

té 'arrel doble A\ = —2, una base de Jordan és (vi,v2) = 0 —4

x(t) \ _ o[ 1 0 c1
()= ( 1) (30)
Imposant les condicions inicials tenim el sistema ( ‘;(0) > = < L2 ) < “ > = ( ! > que

2t

i la solucié general és

dona ¢; = 0,c9 = 1/2 i la soluci6 és z(t) = e~

/
(c) Fem el canvi y = 2/ i resulta el sistema < J ) = < 5 4 > < y >

El polinomi caracteristic té arells complexes A = —2 4+ ¢. Un vector propi de valor propi —2 + ¢

cveuriwe | L )il ©
eSSV =Uu 1w = _9 1 1 .

La solucié general és < ;Eg > = (costu — sintw,sintu + cost w) ( 21 >
2

Imposant les condicions inicials tenim el sistema < :;Eg; ) = ( _12 (1) > ( 2 > = ( _12 ) que

2t

dona ¢; = 1,c2 = 0 i la solucié és z(t)e™ " cost.

Observacio: També el podem fer usant el Lema de la pagina 43 dels apunts fent el plonomi caracteristic
de I’equacié que ens dona directament la forma de la solucié general, derivem aquesta solucié general
i imposem les condicions inicials de la funcié i la seva derivada per obtenir el valor de les constants
C1,C2.



11. Resoleu, aplicant el métode de variacié de les constants, els sistemes no homogenis @' = Ax + b(t),
essent

@A:(i

3
2

(b)A:(_? §>¢b(t):<_§>.
1
1

(C)A:<

—_ =

Solucio:

(a) El polinomi caracteristic és Q(\) = A — X\. Un vector propi de valor propi 0 és < 1 > iun de

valor propi 1 és ( ; >

¢ _
Una matriu fonamental i la seva inversa sén: X(t) = ( } git > ., X() = < 3 _37,5 >

Busquem u(t) tal que u/(t) = X (t)~!b(t):

wi(t) (-2 3 4
uh(t) )~ et —et -1 )
Resolent el sistema d’equacions tenim que wuy(t) = —11¢, ug(t) = —5e ™.

La solucié general és x(t) = X (t)c+ X (t)u(t) sent ¢ = < 21 ) amb ¢, co € R lliures:
2

(1 3\, (15411t
mg(t)‘“( 1>+C2<2>e _<10—|—11t>'

(b) El polinomi caracteristic és Q(A) = (A — 1)(A — 2). Un vector propi de valor propi 1 és < i ) i

1
un de valor propi 2 és ( 1 )

2¢t e et —e !
Una matriu fonamental i la seva inversa sén: X (t) = < of o2t > X)) = ( o2t g2t >

Busquem u(t) tal que u'(t) = X () 'b(¢):

(i )= (S 2t ) ()

Resolent el sistema d’equacions tenim que uj(t) = 2t,ug(t) = 3e™ L.

C2

. 2 " 1 2 344t ¢
:ng(t)_cl< 1 >e +02< 1 >e +<3+2t>e,
(c) El polinomi caracteristic és Q(\) = A? — 2\ + 2.Les arrels son complexes: A = 1 £4. Un vector
propi de valor propi 1 + ¢ és ( _01 ) +1 < (1) >

Una matriu fonamental i la seva inversa sén:

X(t)—et<COSt sint) X(t)_l—e_t< cost sint)

La soluci6 general és x(t) = X (t)c + X (t)u(t) sent ¢ = < “ ) amb ¢y, co € R lliures:

sint cost —sint cost



12.

13.

14.

Busquem u(t) tal que u/(t) = X (t)~!b(t):
wi(t) \ ;[ cost sint el cost
( ub(t) ) - ° ( —sint cost ) ( elsint )
Resolent el sistema d’equacions tenim que u;(t) = ¢, ua(t) = 0.

La soluci6 general és x(t) = X (t)c + X (t)u(t) sent ¢ = < ) amb cq1, co € R lliures:

c1
C2
cost ‘ —sint " cost "

t) = . . te’.
Zg(?) cl<smt>e+cz( cost>e+<smt)e

1
Resoleu el sistema lineal segiient, amb terme no homogeni constant: x’ = < 1 _(1) ) T+ < (1) >

Solucié: Busquem una solucié particular constant (punt d’equilibri): xp(t) = v, la qual cosa ens

porta al sistema, ( 1 _(1] ) v=— ( (1] ), i obtenim v = ( (1) > La soluci6 del sistema homogeni

2
és xy(t) = 1 ( 1 ) ) < (1) ) e”! amb ¢, ¢y € R lliures. Finalment, la solucié general és x4 (t) =
xy(t) +v.

Trobeu la solucié general de ’EDO de segon ordre " 4 2x' +x =te !,

/
Solucié: Fem el canvi y = 2’ i resulta el sistema x, = 0 1 T+ O_t El
Y -1 -2 Y te
polinomi caracteristic té I’arrel doble A = —1, una base de Jordan és (v1,v2) = < (1) 11 ) Una ma-
1+t 1

triu fonamental i la seva inversa sén: X (t) = (vy,v9)e™? < Lo > =et ( o > . X(t)7l =

t 1
1 1
t
© <—t —l—t)'

Busquem wu(t) tal que u/(t) = X (t)~!b(t):

uy(t) ) _ ot 1 1 0 _ t
() —t —1—t te”! —t—t2 )
Resolent el sistema d’equacions tenim que uj (t) = t2/2,ua(t) = —t2/2 — 3/3.

C1

La soluci6 general del sistema és x(t) = X (t)c + X (t)u(t) sent ¢ = ( .
2

) amb cq, co € R lliures.

Aleshores, la solucié general de '’equacié donada s’obté amb la primera coordenada:

t3
z4(t) = e H(er(1+1t) + 2+ x

.- s . s y _1
Calculeu la solucié general real del sistema lineal homogeni ' = Ax, essent A = ( (2) 9 ),

x = < il ) Per a quins valors L > 0 el problema
2

' = Az, 21(0) =0, x2(L) =0

té solucions no trivials? [Obs.: Es tracta d’un problema de valors a la frontera (PVF) ja que les
condicions sobre x1(0) i x2(L) s’imposen en punts diferents.]

cipcost + cosint

i !, amb R lliures.
ci(sint — cost) — ca(sint + cost) ) e’,ambcy, 2 € iures

Solucié: La solucié general és oy, (t) = <
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16.

Si imposem les condicions de frontera: z1(0) = 0 implica que ¢; = 0 i x2(L) = 0 implica que
CQQL(SiHL+ cos L) = 0. Com que ¢y # 0 siné seria la solucié trivial, resulta sin L = — cos L i, per tant,
existeixen solucions no trivials si i només si L = L,, = 3w/4 4+ nz, per an > 0.

Sigui b : [0, L] — R? una funcié continua qualsevol. Proveu que el PVF segiient té solucid tinica:

x = ( i _11 ) x + b(t), 21(0) =22(L) =0

(aqui, les funcions x1(t) i x2(t) son les components del vector solucié x(t)). [Ind.: No cal que calculeu
una solucié particular.]

Solucié: El polinomi caracteristic és Q(A) = (A — 7)(A + 3). Un vector propi de valor propi 7 és

( f > i un de valor propi -3 és < _12 )

2e7t efSt
Una matriu fonamental és: X (t) = < R Y >

La solucié general és x(t) = X (t)(c + u(t) sent u(t) una funcié vectorial que dona lloc a una solucié

particular.

Imposant les condicions de frontera: el sistema z1(0) = z2(L) = 0 equival a:
2c1 +co = —2uy (0) — U2 (O)
elep —2e73ey = —e™uy(L) — 2e3Luy (L)

Que té solucié tnica (c1, c) per a qualsevol valor dels termes independents perque el determinant de

. . 2 1 (o1
la matriu del sistema < 7L 9—3L > és diferent de zero.

Per a cadascun dels sistemes lineals del pla donats per les matrius segiients,

W (37) w(5%) @)
W (13) ©(i) o)

classifiqueu-lo i dibuizeu un croquis aproximat del seu retrat de fase, tot determinant-ne:
- $i expandeix, contrau o preserva area;
— direccions d’entrada i/o sortida, si n’hi ha;
— direccio d’entrada (o sortida) més rapida, si n’existeir més d’una;
— sentit de gir de les trajectories, si €s el cas;

— recta de punts d’equilibri, si n’hi ha.
Solucio:
(a) El polinomi caracteristic és Q(\) = (A — 4)(A — 2). Com que els valors propis son diferents i

positius, el sistema és un node propi repulsor. Un vector propi de valor propi 4 és v; = < 1 > ila

recta [v1] és la recta invariant de sortida rapida. Un vector propi de valor propi 2 és vy = ( ;) )
ila recta [vs] és la recta invariant de sortida lenta. L’tinic punt d’equilibri és 'origen. Expandeix
arees perque la traca de la matriu del sistema és positiva (tr A = 6). La solucié general és
x(t) = cretv; + coe®lvs.

Les trajectories x(t) quan ¢ — +oo tendeixen a posar-se “paralleles” a [vi] (rapida) i quan
t — —oo tendeixen a l'origen asimptoticament a [vs].
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Figura 3: Croquis del retrat de fase [16{(a)

(b) El polinomi caracteristic és Q(A\) = (A+1)(A—2). Com que els valors propis tenen signe diferent,

el sistema és una sella. Un vector propi de valor propi -1 és v; = ( 1 ) ila recta [vi] és la

recta invariant d’entrada. Un vector propi de valor propi 2 és v = i la recta [vg] és la

0
1
recta invariant de sortida. L’inic punt d’equilibri és ’origen. Expandeix arees perque la traca de
la matriu del sistema és positiva (tr A = 1). La solucié general és z(t) = cie tv1 + coevs.

Les rectes invariants son asimptotes de les trajectories x(t).

L~
05+ \
A
A5
-2 ! ! ! ! ! !
£ 1.5 & 0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 4: Croquis del retrat de fase [I6|b)

(c) El polinomi caracteristic és Q(\) = A2 — 2\ + 5. Els valors propis son complexos: 1 + 2i.

10



(d)

Com que la part real és positiva, el sistema és un focus repulsor. Un vector propi de valor

propi 1+ 2i és u + tw = ( 1 ) + z( _01 > L’ Gnic punt d’equilibri és l'origen. Expandeix

arees perque la traga de la matriu del sistema és positiva (tr A = 2). La solucié general és
x(t) = e'(c1(cos 2t u — sin 2t w) + co(sin 2t u + cos 2t w)).
El sentit de gir és antihorari perque el vector tangent en un punt a la dreta del centre, per exemple

1 1
en el punt < 0 > és A( 0 ) = ( i > i té la segona component positiva.

06
0.4 r 73
0.2 /
D
0r @/
»
A
02} /
/
-0.4 {
1
L
06 —— | I I I I |
-0.4 -0.2 0] 0.2 0.4 06 0.8 1

Figura 5: Croquis del retrat de fase [16{c)

El polinomi caracteristic és Q(\) = A2 + 1. Els valors propis son complexos: A = +i. Com que
la part real és nul-la, el sistema és un centre i totes les trajectories son periodiques de periode
2
Y
d’equilibri és l'origen. Conserva arees perque la traga de la matriu del sistema és nul-la. La
solucié general és x(t) = ci(costu — sint w) + co(sint u + cost w).

. C . 2 1 -
= 2m. Un vector propi de valor propi ¢ és u + jw = < 1 ) +1 < 0 ) L inic punt

El sentit de gir és antihorari perque el vector tangent en un punt a la dreta del centre, per exemple
en el punt < (1) > és A( (1) ) = < % > i té la segona component positiva.

El polinomi caracteristic és Q(\) = (A+3)2. El valor propi és doble i negatiu, per tant, el sistema
és un node impropi atractor. Una base de Jordan és v; = < (1) > , 9 = (A4 31)v; = ( i ), la

recta [vg] és la inica recta invariant i és d’entrada. L’inic punt d’equilibri és l'origen. Comprimeix
arees perque la traca de la matriu del sistema és negativa (tr A = —6). La solucié general és

1
x(t) = (v, v9)e™3 ( ; (1) > c = e 3tcivy + (1t + c2)vo.

Les trajectories (t) quan ¢ — 400 tendeixen a l'origen asimptoticament a la recta invariant [vg]
i quan t — —oo tendeixen a posar-se “paralleles” a [vs].

Observacid: Per veure que les orbites son aquestes i no les simetriques respecte de la recta
invariant n’hi ha prou en calcular el vector tangent en un punt a la dreta de ’origen, per exemple

11
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Figura 6: Croquis del retrat de fase [I6{d)

en el punt < (1) ) és A( (1) ) = < i ) i té la segona component positiva.

1.9 3

Figura 7: Croquis del retrat de fase [16{e)

(f) El polinomi caracteristic és Q(A) = (A — 1)A\. Com que un valor propi és 0 i laltre positiu, el

sistema és un degenerat inestable. Un vector propi de valor propi 1 és vy = < 1 > ila recta [v1]

12



0. .
A la recta [vg] és
la recta de punts d’equilibri. Expandeix arees perque la traca de la matriu del sistema és positiva
(tr A =1). La soluci6 general és x(t) = crelv] + covs.

és la recta invariant de sortida. Un vector propi de valor propi 0 és vy =

Totes les trajectories x(t) son semirectes obertes amb origen la recta de punts d’equilibri [vs] i
paral-leles a la recta invariant [v].

Observacié general: En tots els casos (c1,c2) son les coordenades del punt inicial x(0) en la base
de Jordan (vi,v2).

B | a ] | I I | |
-2 -1.5 -1 -0.5 0] 05 1 1:5 2

Figura 8: Croquis del retrat de fase f)

17. Reescrivint I’EDO lineal de seqon ordre z” + 2x' +x = 0 com un sistema lineal 2D, classifiqueu
aquest sistema i dibuizeu-ne un croquis aproximat del seu retrat de fase. Interpreteu les seves orbites
en termes de les solucions de ’EDO original.

/
Solucié: Fem el canvi y = 2’ i resulta el sistema ( :;/ ) = < _01 _12 > ( 5; >

Es la part homogenia del problema [13 i la solucié general és: @(t) = e !(civy + (c1t + ¢2)v2) sent

= (D)o ()

El valor propi és doble i negatiu, per tant, el sistema és un node impropi atractor. La recta [vg] és la
Unica recta invariant i és d’entrada. L’inic punt d’equilibri és I'origen.

Les trajectories x(t) quan t — +oo tendeixen a l'origen asimptoticament a la recta invariant [vs] i
quan t — —oo tendeixen a posar-se “paral-leles” a [vsg].

Observacid: Per veure que les érbites son aquestes i no les simetriques respecte de la recta invariant
n’hi ha prou en calcular el vector tangent en un punt a la dreta de 'origen, per exemple en el punt

< (1) ) és A( (1) ) = ( _01 ) i té la segona component negativa.

Per a cada valor de ¢, ’abscissa és el valor de z(t) i ordenada és la seva velocitat z'(t).

13



18.

19.

20.

3 1 | I
2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 9: Algunes trajectories del problema

Si A és una matriu real 2 X 2 amb valors propis complexos conjugats, doneu una condicid suficient
perqué el sentit de gir de les trajectories del sistema ' = Ax sigui horari. En el cas que el sistema
vingui associat a una EDO lineal de segon ordre, quin és el sentit de gir?

a

Solucié: Escrivint A = , per veure el sentit de gir n’hi ha prou en calcular el vector tangent

b
d

1 b . . o
en ( 0 ) 0 en < (1) >; aquest vector és < CCL ) 0 en ( d ) respectivament. Si ¢ > 0 el sentit és
antihorari i si ¢ < 0 és horari. Si ¢ = 0, com que b # 0 perqué A no és diagonal, resulta que si b > 0

és horari i si b < 0 és antihorari.

Sigui A una matriu real 2 X 2 amb un valor propi doble no nul. Doneu una condicid necessaria 4
suficient perque el sistema ' = Ax sigui un node impropi.

Solucié: Que no sigui diagonalitzable i que el valor propi no sigui 0.

Si x(t) és la solucid del PVI o' = Az, x(tg) = xo, determineu en cadascun dels casos segiients els
valors del parametre per als quals la solucié x(t) tendeix a 'origen quan t — oo:

(G)A=<1;HM2 M22/il)iw0=<?>,
was(l )i
Dt

(a) El polinomi caracterfstic és Q(A) = A? — (1 + p?)2. Com que els valors propis £(1 + u?) tenen
signe diferent, el sistema és una sella i "inica opcié perque la trajectoria tendeixi a (0,0) és que
el punt x( estigui en la recta invariant d’entrada:

—_

)
)

T T -

(c)A_<

Solucié:

™ R

2 2 2
(A+(Q+p®)Dxg=0 <& <2H 2:2><1>:0 & pu=-2
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Un procediment alternatiu, que ens evita calcular explicitament els valors propis (sobretot quan
la seva expressié en funcié del parametre és complicada) és imposar directament que x( sigui
vector propi de valor propi negatiu, és a dir, que els vectors Axg i xg siguin proporcionals amb
un factor de proporcionalitat negatiu. Calculant

(2-2u%+2u
Am0_<4u+u2_1>7

2
veiem que és proporcional a xg = < 1 ) si 2—2u? +2u = 2(4p + p? —1). Resolent aquesta

equacié obtenim els valors p; = 1/2 i pe = —2, que sén els unics casos en queé @ és vector
propi. El valor propi associat és el factor de proporcionalitat: A\; = 4uj + uf — 1 = 5/4
i Ay =4us + u22 — 1 = —5 respectivament. Descartem el primer cas ja que el valor propi és
positiu (el punt xg es trobaria sobre la recta invariant de sortida). i per tant 'inic cas en que x
es troba sobre la recta invariant d’entrada és p = —2.

(b) EI polinomi caracterfstic és Q(\) = A2 — (1 + p2). Com que els valors propis 4-4/1 + u? tenen
signe diferent, el sistema és una sella i "inica opcié perque la trajectoria tendeixi a (0,0) és que
el punt x( estigui en la recta invariant d’entrada:

2
A+ VT2 Da=0 « [ 1TVITH p <1>:0
m —1+ 1+ p? 1

i aquest sistema és incompatible perque restant les dues equacions que surten dona 2 = 0. Per
tant, la resposta és mai.

Com hem vist a 'apartat (a), també podem imposar directament que x( sigui vector propi de
14+ p

valor propi negatiu: calculant Axg = <H 1

) , veiem que només pot ser proporcional al vector

1
Xy = ( 1 > si 1+ pu=p—1, cosaimpossible.

(c) El polinomi caracteristic és Q(A) = A? — (1 + p?). Com que els valors propis £4/1 + 2 tenen
signe diferent, el sistema és una sella i "inica opcié perque la trajectoria tendeixi a (0,0) és que
el punt xq estigui en la recta invariant d’entrada:

V 2 1 a
A+/T+ 2Dy =0 ptvitp ( >:0
At VIl =0 = ( v i Js )T
ésadir, B=—(u+Vp?+ 1)

21. Determineu el diagrama de bifurcacions corresponent a l’estabilitat i classificacid del sistema lineal

associat a la matriu
(o op—1
A_<1 i ), weR.

Quines bifurcacions comporten un canvi d’estabilitat?

Solucié: Primer, calculem els zeros dels tres valors que classifiquen: el determinant D = p? —p+1 (en
aquest cas, sempre és positiu), la traga T'= 2u i el discriminant A = 4p — 4; segon, fem un esquema
segons els signes d’aquests valors:

pw <0 uw=20 O<pu<l1 uw=1 n>1
D>0 D>0 D>0 D>0 D>0
T <0 T=0 T>0 T>0 T>0
A <O A <O A <O A=0 A>0
Focus atractor Centre Focus repulsor | Node impropi repulsor | Node repulsor
Estable Estable no atractor Inestable Inestable Inestable
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22. Determineu el diagrama de bifurcacions corresponent a la estabilitat i classificacié del sistema lineal

associat a la matriu
0 4-—3u°

A_(—1 241

Quines bifurcacions comporten un canvi d’estabilitat?

>, uweR.

Solucié: Primer, calculem els zeros dels tres valors que classifiquen: el determinant D = 4 — 32,
la traca T = 24 i el discriminant A = 16u? — 16; segon, fem un esquema segons els signes d’aquests

valors.

2

< —= p=-2 | -F<pn<-1] p=-1 [ -1<u<0 nw=0 O<p<l1
D <0 D=0 D>0 D>0 D>0 D >0 D >0
T<0 T<0 T<0 T<0 T<0 T=0 T>0
A>0 A>0 A>0 A=0 A <0 A <0 A <0
Sella Degenerat Node Node Focus Centre Focus
Inestable Estable atractor impropi atractor Estable repulsor
no repulsor | no atractor (Estable) atractor (Estable) no atractor | (Inestable)
(Estable)
p=1 l<u< n= n> 7=
D >0 D>0 D=0 D <0
T>0 T>0 T>0 T>0
() A=0 A>0 A>0 A>0
Node Node Degenerat Sella
impropi repulsor Inestable Inestable
repulsor (Inestable) | no repulsor | no repulsor
(Inestable)
23. Calculeu la solucid general i dibuizeu un croquis detallat del segiient sistema lineal 3D:
¥ = 2z+4+y+z,
y = —y+4z,
2 = z.
Solucié: Els valors propis son reals: A\; = —2, Ao = —1 i A3 = 1. El sistema és inestable peroc no
repulsor, ja que A3 > 0 pero A1 2 < 0. A més, contrau volum ja que A\ + Ay + A3 = —2 < 0. Els vectors

propis sén v1 = (1,0,0), vo = (1,1,0) i v3 = (1,2,1). Per tant, la solucié general del sistema és

cle_zt + CQe_t + 03et
coe™t + 2czet ,
03et

on els coeficients c1, ¢, c3 € R sén lliures. Sigui 7; = [v;] la recta que passa per I'origen amb direccié
v;. Com que A1 < A2 < 0 < A3, sabem que 71 és la recta d’entrada rapida, ry és la recta d’entrada
lenta i r3 és la recta de sortida. El pla horitzontal II = {z 0} conté les dues rectes d’entrada,
és per tant un pla invariant d’entrada i el sistema 2D sobre II és un node propi atractor, ja que té
dues rectes d’entrada de valors propis diferents. Les trajectories sobre II no contingudes en les rectes
d’entrada tendeixen a l’origen tangencialment a la recta d’entrada lenta ro. Existeixen uns altres dos
plans invariants: els determinats per la recta de sortida r3 i qualsevol de les rectes d’entrada. Sobre
aquests plans el sistema inicial és una sella, ja que té una direccié d’entrada i una altra de sortida.

25. Considerem un sistema lineal al pla, *’ = Az, on la matriu A depén d’un paramtere:

_( w1
A_<—1 —,u)’ weR.

(a) Calculeu la seva estabilitat i classifiqueu-lo en funcid de p.
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(b) Dibuizeu un croquis de les seves trajectories en el pla * = (x1,x2) per a cadascun dels segiients

valors del parametre: p=0, p=11pu=2.

— En un dels tres casos anteriors hi ha una recta d’entrada i una altra de sortida. En aquest
cas, €s possible que una trajectoria que comenca al primer quadrant arribi al tercer quadrant?

Per que?

— En un altre cas totes les trajectories son periodiques. De quin periode?

— En un altre cas el sistema és degenerat. Es inestable? Per que?

Solucié:

(a) Primer calculem els zeros dels valors que classifiquen: el determinant D = 1 — y2, la traca 7' = 0
i, en aquest cas, no necessitem el discriminant; segon, fem un esquema segons els signes d’aquests

(b)

valors.
n< -1 w=-1 -l<pu<l1 uw=1 pw>1
D <0 D=0 D >0 D=0 D <0
Sella Degenerat Centre Degenerat Sella
Inestable Inestable Estable Inestable Inestable
no repulsor | no repulsor | no atractor | no repulsor | no repulsor

e 1 = 0. El polinomi caracteristic és Q(A) = A2 + 1. Els valors propis son complexos: A = i.

Ja hem vist que el sistema és un centre i totes les trajectories son periodiques de periode

2
= ﬁ (1) ) La solucié

c1cost + cosint
—c1sint 4+ cocost J°
El sentit de gir és horari perque el vector tangent en un punt a la dreta del centre, per

exempleenelpun‘c<(1))ésA<(1)>—<_01

Com que els dos vectors de la base son ortogonals i de la mateixa longitud, les trajectories
son circumferencies centrades a l'origen i recorregudes en sentit horari.

= 27. Un vector propi de valor propi ¢ és u +itw = < (1) > +1 (

general és x(t) = c¢y(costu — sintw) + ca(sintu + costw) = <

) i té la segona component negativa.

p = 1. El polinomi caracteristic és Q(\) = A?. El valor propi és 0 i doble. Ja sabem que el

sistema és degenerat inestable. Una base de Jordan és v; = < (1] > , V9 = Avy = ( _11 >, la

10 B
t 1 ) €=
c1v1 + (e1t + c2)va.
Les orbites no trivials x(t) son rectes paral-leles a [vs] recorregudes en el sentit de vq si la
coordenada ¢; és positiva i en el contrari si és negativa. (Recordeu que x(0) = c1v1 + cove,
per tant, (c1,c2) son les coordenades de x(0) en la base de Jordan (v1,v2)).
El sistema és inestable perque les trajectories no estan acotades quan t — +o0.

recta [ve] és una recta de punts d’equilibri. La solucié general és x(t) = (v1, v2) (

p = 2. El polinomi caracteristic és Q(\) = A2 — 3. Ja sabem que el sistema és una sella. Un
vector propi de valor propi v/3 és v; = < V32 > i la recta [v1] és la recta invariant de

1

sortida. Un vector propi de valor propi —v/3 és vy = < 9.3 ) i la recta [vg] és la recta

invariant d’entrada. La soluci6 general és x(t) = creV3tyy + coe™V3ty,,

Les rectes invariants son asimptotes de les trajectories x(t).

Les trajectories que comencen al primer quadrant no poden passar pel tercer com es veu en
el croquis.
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Figura 10: Croquis del retrat de fase [25[(u = 0)

Figura 11: Croquis del retrat de fase [25[(n = 1)

26. Donada I’EDO lineal de segon ordre x" = —ax —bx', estudieu la seva estabilitat i classifiqueu-la en
funcid dels parametres, que suposem a >0 i b > 0 (oscil-lacions lineals).

/
Solucié: Fem el canvi y = 2/ i resulta el sistema < x, > = ( 0o ) ( y )
Y —a —b Y

D=a, T=-b A=0>—4a.

18



Figura 12: Croquis del retrat de fase [25[(p = 2)

e a < 0. Sella. Inestable no repulsor.
e a=0
— b < 0. Degenerat inestable no repulsor. Recta de punts d’equilibri i trajectories no trivials
que son semirectes amb origen un punt d’equilibri.

— b = 0. Degenerat inestable no repulsor. Recta de punts d’equilibri i trajectories no trivials
que son rectes paral-leles a la recta de punts d’equilibri.

— b > 0. Degenerat estable no atractor. Recta de punts d’equilibri i trajectories no trivials que
son semirectes amb final en un punt d’equilibri.
e a>0.
— b < —2y/a. Node propi repulsor.
— b= —2y/a. Node impropi repulsor.
— —2y/a < b < 0. Focus repulsor.
— b= 0. Centre (estable no atractor).
— 0 < b < 2y/a. Focus atractor.
— b = 2y/a. Node impropi atractor.
— b > 2y/a. Node propi atractor.

Sistemes dA’EDOs no lineals

27. Calculeu els punts d’equilibri dels sistemes no lineals segiients,

¥ = zy+12, ¥ = y-—a?
(a’) r_ 2 2 . (b) A
y = z°+y°— 25 y = z+y-—2.
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28.

Per a cada sistema, estudieu pel metode de linealitzacié ’estabilitat dels seus punts d’equilibri. A qui-
nes zones del pla (x,y) s’expandeizen o es contrauen drees?

= xy+ 12,

Solucio: El sist
olucié: (a)El sistema 24?25,

restant 1 sumant la primera equacié a la segona és
(z+y)? = 1,

(1’ - y)Q = 49a .

Els punts d’equilibri (solucions del sistema) son (4, —3), (—3,4), (3, —4), (—4, 3).

equivalent a {

La matriu del sistema linealitzat en un punt d’equilibri (xg,yo) és
A(zo,y0) = % (10,90) G (20.30) = ( o 2 )
’ % (20-y0) %%(950, Yo) 2z0 2y
Els punts (+4, F3) sén inestables (perque el sistema linealitzat és una sella), el punt (3, —4) és atractor
(perque el linealitzat és un node atractor) i el punt (—3,4) és repulsor (perque el linealitzat és un node

repulsor). D’altra banda, la divergencia del camp vectorial és %—QZ + %—Z = 3y, i per tant les arees
s’expandeixen al semipla superior (y > 0) i es contrauen al semipla inferior (y < 0).

0 = y—a? 2+z-2 = 0,
(b) yor és equivalent a v 5 -

0 = z+y—2. Y = x5
Els punts d’equilibri (solucions del sistema) son (1,1), (—2,4).

La matriu del sistema linealitzat en un punt d’equilibri (x,yo) és

Q

Z'/

92 (20,10) (%0,y0) —2z9 1
Alzo,yo) = | 957 7 = ( 0 > :
% (xo-y0) % (wo, o) 11

Q
e

Els punt (1,1) és inestable (perque el sistema linealitzat és una sella), el punt (—2,4) és repulsor
(perque el linealitzat és un node repulsor).

!
D’altra banda, la divergencia del camp vectorial és %—‘g—l—% = —2x+1, i per tant les arees s’expandeixen

al semipla < 1/2 i es contrauen al semipla = > 1/2.

Apliqueu el metode de Lyapunov, usant la funcié V(z,y) = (2 4+ y?)/2, per estudiar Uestabilitat de
Uorigen com a punt d’equilibri dels sistemes segtients:

@) = y— 323 ) ¢ = —x+(z+y)ie,
y = —x— Ty Yy o= -y + (@ +y)%yP

¥ = —a 4+ dxy?, ¥ = 223 — 23,
(c) o 3. (d) ;o 2 2 3
y = —4dy°; Yy = 2zy° +4xcy 4+ 2y°.
En algun cas es pot determinar 'estabilitat de 'origen pel métode de linealitzacio?
Solucié: La derivada temporal de V(z,y) = (22 + y2)/2 és W (z,y) = x2’ + yy'. Fent operacions,
obtenim:
(a) Atractor, ja que W (z,y) = —3z* — Ty* és definida negativa a 'origen (maxim local estricte).

(b) Atractor, ja que W(z,y) = ((z +y)? — 1)(2? + y*) és definida negativa a l'origen (minim local
estricte) perque a prop de l'origen el primer factor sempre és negatiu i el segon positiu.

(c) Atractor, ja que W(z,y) = —(2? — 2y?)? és semi-definida negativa (maxim local no estricte) a
l'origen perqueé s’anul-la quan z2 = 2y? i, a més, el camp de vectors és transversal al conjunt

20



29.

30.

22 = 2y% (W(z,y) = 0) perque si una trajectoria compleix aquesta igualtat, derivant, tenim que
xx' = 2yy’ i, substituint 2/, 4y’ pel seu valor, resulta y = 0,2 = 0 i 'inica trajectoria continguda
al conjunt W8z, y) = 0 és la trivial.

(d) Repulsor, ja que W (z,y) = 2(z? + 3?)? és definida positiva a l'origen.

La linealitzacié no decideix 'estabilitat en cap d’aquests casos: en (a) el sistema linealitzat és un
centre, i en (b,c,d) obtenim sistemes linealitzats degenerats sense valors propis positius. Justament
son els dos casos en que el linealitzat d’un sistema 2D no decideix I'estabilitat. De fet, la matriu del
sistema linealitzat per a (c,d) és la matriu zero.

D D=T%/4
a) h
0 2 L ‘(b JC L 1 L T

- -3 -2 -1 0 1 2 3
Les semirectes vermelles son la frontera dels sistemes estables

Figura 13: Diagrama bifurcacions problema

Estudieu [’estabilitat de l’origen per al sistema

{m’ = ay’ + pa’,
/

y = 22+ py’

[Ind.: Useu una funcié del tipus V(x,y) = ax® + by?.]

Solucié: Derivant, W (z,y) = 2azz’ + 2byy’ = (2a — 4b)x%y? + 2u(ax* + by*). Si prenem a = 2 i
b =1, ens queda W(x,y) = 2u(az* + by?). Deduim: si p > 0, W (z,y) és definida positiva i 1'origen
és repulsor; si p < 0, W(z,y) és definida negativa i l'origen és atractor; i si p = 0, W(x,y) = 01
Porigen és estable pero no atractor, ja que V(z,y) és una integral primera del sistema (V' (z,y) és una
quantitat conservada). No és possible aplicar el metode de linealitzaci, ja que la matriu del sistema
linealitzat és nul-la.

Considerem I’EDO no lineal de segon ordre 2’ = —asinz—bz’, ona > 01ib > 0 sén parametres (cor-
respon a I’equacié del pendol, vegeu el problema @) Estudieu ’estabilitat dels seus punts d’equilibri
aplicant el métode de linealitzacio (podeu usar el resultat del problema @) i, quan Sigui necessari, el
meétode de Lyapunov usant la funcié V(x,y) = y?/2 + a(l — cosz).

Solucié: El cas b = 0 és el cas del pendol sense friccid i esta estudiat en els apunts de teoria de
I'assignatura (pag 36). El cas b > 0 és el cas del pendol amb friccié (problema [39).
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31. L’origen és un punt d’equilibri del sistema no lineal

¥ = y+ a3,
Y = —x/4+ py+ 2015,

(a) Calculeu i classifiqueu el sistema linealitzat a l'origen en funcid dels parametres.

(b) Estudieu, quan p # 0, Uestabilitat del sistema no lineal pel métode de linealitzacid.

(¢) Estudieu, suposant p = 0, lestabilitat del sistema no lineal pel métode de Lyapunov usant una

funcié de la forma V(z,y) = ax® + by?.

Solucié:

0
—1/4
D=detA=1/4i A =T?—4D = ;> — 1, obtenim el diagrama de bifurcacié que podem veure

a la figura. Els valors = +1 corresponen a nodes impropis. El color blau/verd/vermell denota
un sistema linealitzat atractor/estable/repulsor.

1
(a) La matriu del sistema linealitzat a l'origen és A = < B > Com que T' = trA = p,

Node propi Focus Centre Focus Node propi

-1 0 1
Figura 14: Diagrama de bifurcacié del sistema linealitzat del problema [31] per a u € R.

(b) En aquest sistema no lineal, l’origen és atractor /repulsor quan el parametre p és negatiu/positiu,
independentment del valor de a. La linealitzacié no decideix ’estabilitat quan p = 0.

(c) La derivada temporal de la funcié V(z,y) és W(z,y) = (2a — b/2)zy + 2a(ax? + by®), ja que
estem suposant = 0. Si prenem a = 11 b = 4, ens queda W (z,y) = 2a(z* + 44%), i per tant: si
a > 0, W(z,y) és definida positiva i 'origen és repulsor; si a < 0, W(x,y) és definida negativa
i Porigen és atractor; i si @« = 0, W{(z,y) = 0 i l'origen és un centre (de fet, un centre lineal),
estable pero no atractor.

32. Considerem la segiient EDO no lineal de segon ordre,
" 2 /
2+ (p+3z%)2" + 2 =0, > 0.
(a) Proveu que si definim y = x’ + px + 23, aleshores l’equacid es pot reescriure com el segiient
sistema 2D,
= y—pr—ad
y = —x.

(b) Determineu, quan sigui possible, ’estabilitat de l’origen pel métode de linealitzacio.

(c) Usant la funcio V(x,y) = (2? + y?)/2, estudieu lestabilitat de ’origen pel métode de Lyapunov
per a p = 0.

(d) Qué es pot deduir sobre l’equacié original?
Solucié:

(a) La primera equacié del sistema s’obté aillant 2’ de la definicié de y. La segona equacié és
y ="+ (u+32%)2’ = —a.
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(b)

Node propi Focus Centre Focus Node propi
-2 0 2

Figura 15: Diagrama de bifurcacié del sistema linealitzat del problema [32| per a i € R.

. . . . . , !
La matriu del sistema linealitzat a l'origen és A = ( _’lf 0 > Com que T = trA = —pu,

D =detA =1iA = T? —4D = p? — 4, obtenim el diagrama de bifurcacié que podem
veure a la figura. Els valors p = £2 corresponen a nodes impropis. El color blau/verd/vermell
denota un sistema linealitzat atractor/estable/repulsor. Per tant, l'origen és un punt d’equilibri
repulsor/atractor quan el parametre u és negatiu/positiu. La linealitzacié no decideix 'estabilitat
quan p = 0.

Derivant, W (z,y) = —pz? — 2* = —z%, ja que u = 0. Per tant, W(x,y) és semidefinida negativa

i Porigen és estable. De fet, podem afirmar que 'origen és atractor, ja que el camp de vectors és
transversal a la recta {y = 0} on s’anul-la W (z,y) (no hi ha cap trajectoria no trivial amb =z = 0
perque derivant surt 2’ = 0 i com que 2’ = y — 2% = y resulta que I'inica trajectoria continguda
a W(x,y) =0 és la trivial.

Si p > 0, aleshores l'origen del sistema 2D és atractor i tlim (z(t),y(t)) = (0,0) per a tota

—00
trajectoria que comenci suficientment a prop de lorigen. Aixi tenim tlim z(t) =0 i podem dir
— 00

que Dorigen és atractor també per a I’equacié original. Un raonament analeg s’aplica en el cas
w<0.

33. Considerem el sistema de Lorenz (vegeu Wikipedia i YouTube):

¥y = oz — 1),
mIQ = xl(p_li?))_zv%
rh = xim9 — Pas,

on g, p, 8 >0 son parametres. Per simplificar, suposarem que p > 1.

(a)
(b)
(¢)
(d)

Calculeu els seus tres punts d’equilibri.
Estudieu [’estabilitat de [’origen per al sistema de Lorenz.
Quin aspecte tenen les seves trajectories prop de l'origen?

Aquest sistema, expandeiz o contrau volums?

Solucié:

(a)
(b)

Els tres punts critics sén l'origen i (+a,+a,b), amb a = /B(p—1)ib=p—1.
La matriu del sistema linealitzat a ’origen és
-0 o 0
A= p —1 01,
0 0 -8

que té els valors propis segiients:

—(c+1) £/ (c+1)2+40(p—1)
2 9

A2 =

Com que A1 > 01 Ag, A3 < 0, l'origen és inestable pero no repulsor.
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(¢) L’origen és una sella, amb una dimensié inestable (de sortida) i dues dimensions estables (d’en-
trada). El eix vertical és una recta invariant d’entrada. Les trajectories prop de l'origen no giren,
ja que tots els valors propis sén reals.

(d) La divergencia del camp vectorial és sempre negativa, i per tant contrau volums.

34. Considerem el sistema de Rossler (vegeu Wikipedia i|YouTube):

xry = —T2 — T3,
rh = 1+ axy,
zh = (z1—brz+ec,

on a, b i c son parametres.

(a) Calculeu els punts d’equilibri del sistema quan a # 0.

(b) Calculeu "inic punt d’equilibri del sistema quan a = ¢ =0 i b # 0. Estudieu, per als valors de
b # 0 en que sigui possible, la seva estabilitat pel métode de linealitzacio.

(c) Calculeu els punts d’equilibri del sistema quan a = b = c = 0. Estudieu l’estabilitat pel meétode de
linealitzacio en tots els punts d’equilibri on sigui possible.

(d) Suposem que a > 0 i b = c. Si una trajectoria parteiz d’un punt del pla x1 = b tal que xo # 0,
inicialment s’apropa o s’allunya de lorigen?

Solucié:

(a) Els punts d’equilibri compleixen 21 = —axs, 13 = —x2 i a(x2)? + bwy +c = 0.

(b) Quan a = ¢ =01 b # 0, 'origen és I"inic punt d’equilibri i el polinomi caracteristic de la seva
matriu linealitzada és Qa(\) = —(A + b)(A\%2 + 1). Si b < 0, tenim un valor propi positiu i dos
valors propis impaginaris purs, i deduim que l'origen és inestable per al sistema no lineal; pero si
b > 0, la linealitzacié no decideix l'estabilitat de ’origen.

(¢) Quan a = b = ¢ = 0, existeixen infinits punts d’equilibri: (0, za, —x3), x2 lliure. El polinomi
caracterfstic de la matriu del sistema linealitzat és Qa(\) = —A(A? + 1 — x3). Per tant, si 2o > 1
tenim un valor propi positiu, un valor propi negatiu i un valor propi nul, i deduim que el punt
(0, z2, —x2) és inestable pero no repulsor en el sistema no lineal. En cas contrari, la linealitzaci6
no decideix 'estabilitat del punt (0, z2, —z2) en el sistema no lineal.

(d) V(x) = ||z||?> quantifica la distancia a l'origen. Com que z1 = b = ¢ veiem que la derivada

temporal d’aquesta funcié és W(x) = a(x3)? > 0, i per tant la trajectoria s’allunya de 1'origen.

35. El punt (1,1) és d’equilibri per al sistema

(a) Classifiqueu el sistema linealitzat en aquest punt. La linealitzacid decideix ['estabilitat?

(b) Proveu que la funcid V(x,y) = = +y — In(xy) té un minim local estricte en (1,1) i calculeu la
seva derivada temporal.

(¢) Deduiu que el sistema té un centre no lineal al punt (1,1). Com es comporten les trajectories al
seu voltant?

(d) A quines zones del pla (x,y) s’expandeizen arees? I a quines es contrauen?
Solucié:

(a) El sistema linealitzat té valors propis Aj 2 = =i, i per tant la linealitzacié no decideix I’estabilitat.
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(b) N’hi ha prou amb observar que V(z,y) = h(x) + h(y), essent la funcié h(s) = s — In s decreixent
a l'interval (0,1) i creixent a l'interval (1,00). La derivada temporal de la funcié V(z,y) és
identicament nul-la.

(c) El punt (1,1) és un centre no lineal, ja que el sistema linealitzat és un centre i V(x,y) és una
integral primera. Per tant, totes les trajectories del sistema no lineal properes al punt (1,1)
giren al seu voltant (en sentit antihorari, vegeu problema |2)) i sén periodiques. A més, el periode
d’aquestes trajectories periodiques tendeix a 7" = 27/|Im A1 2| = 27 quan ens apropem al punt
(1,1).

(d) La divergencia del sistema és %—Z/ + %’;/ = x — y. Aixi doncs, les arees s’expandeixen al semipla
{(z,y) € R? : y < x} i es contrauen al semipla {(z,y) € R?: y < x}.

36. L’origen és un punt d’equilibri del sistema

) = pzd—2xg + zoms,
/I 3

Ty = pITy+ 21— 213,
/I 3

x3 - /,L:CS + r1T2,

essent | un parametre real.

(a) Estudieu, si és possible, lestabilitat de l’origen pel métode de linealitzacid.

(b) Estudieu l’estabilitat de l’origen per Lyapunov, usant una funcid de la forma

clx% + 02:175 + c;:,x%
2 ?

V(x) =

amb valors adequats per a c1, co 1 c3.

(c) Sigui x(t) = (z1(t), x2(t), x3(t)) la solucid que s’obté amb la condicid inicial
331(0) = -1, xQ(O) =2, 1‘3(0) =L

Per a quins valors de p és decreizent la funcid xo(t) per at = 0% I per a quins és creizent? Per
a quins valors de p té un minim local estricte la funcid xo(t) per a t = 02 I per a quins té un
maxim local estricte?

Solucié:

(a) Els valors propis de la matriu del sistema linealitzat sén A\j o = +v/211 A3 = 0. Per tant, la
linealitzaci6 no decideix l’estabilitat de l'origen per al sistema no lineal, ja que tots els valors
propis tenen part real nul-la.

(b) Prenent c3 = 2¢1, c3 = ¢1 i ¢; > 0 arbitrari, la derivada temporal W (x) = ucy(x} + 225 + x%) és
definida positiva si g > 0, definida negativa si p < 0, i identicament nul-la si 4 = 0. Per tant,
Porigen és un repulsor si p > 0, un atractor si p < 0 i estable perd no atractor si p = 0.

(c) Com que z5(0) = px3(0) + x1(0) — 21(0)23(0) = 8y, distingim tres casos.

e 1 >0= 24(0) >0 = x2(t) és creixent en t = 0;
e 1< 0= 25(0) < 0= z9(t) és decreixent en t = 0; i
(0

e 11 =0= 24(0) =0, i per tant necessitem més derivades:
77(0) = —229(0) + 22(0)23(0) = —2
5(0) = 21(0)z2(0) = -2

(0) = 21(0) = 21(0)23(0) — z1(0)z5(0) = —2.

8
SN

Com que z4(0) < 0, resulta que x2(t) té un maxim local estricte en ¢t = 0.
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37. A la figura podem veure el retrat de fase d’un sistema autonom 2D, amb tres punts d’equilibri: A, B

i C.

(a)
(b)

(c)

(d)

Classifiqueu els tres punts d’equilibri.

Hi ha algun punt d’equilibri atractor? En cas afirmatiu, digueu quin i assenyaleu la seva cuenca
de atraccid o la figura.

Hi ha algun punt d’equilibri repulsor? En cas afirmatiu, digueu quin i expliqueu si les trajectories
que comencin prop d’aquest punt poden aproximar-se als altres dos punts d’equilibri. Justifiqueu
les respostes.

Ezisteix alguna solucid periodica no constant? En cas afirmatiu, digueu si és atractora, estable o
repulsora.

Figura 16: Retrat de fase d’un sistema autonom 2D.

Solucio:

(a)
(b)

()

(d)

A és un focus atractor, B és una sella i C és un focus repulsor.

Linic punt d’equilibri atractor és A, i la seva conca de atraccié és la regié a 'esquerra de la
corba invariant estable de la sella B.

El punt de sella B no és un repulsor, ja que existeixen trajectories que tendeixen a aquest punt
quan t — oo. Per tant, 'inic repulsor és C. Pel teorema d’existéncia i unicitat, les trajectories
que comencen prop de C' no poden superar la barrera que representa la trajectoria marcada en
trag gruixut que el rodeja completament. Per tant, les trajectories que comencin prop de C' no
poden aproximar-se ni a A ni a B.

La trajectoria marcada en trac¢ gruixut és I'tinica trajectoria periodica no constant que apareix a
la figura. Es atractora, ja que totes les trajectories properes hi tendeixen quan ¢ — oo.

Modelitzacié (aplicacions de les EDOs)

38. Hom suposa que la friccid que frena la caiguda d’un paracaigudista €s proporcional al quadrat de la
velocitat. Si k és la constant de proporcionalitat, g l'acceleracié de la gravetat i m la massa del
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paracaigudista, escriviu l’equacid diferencial que compleiz la velocitat v(t), prenent el sentit de caiguda
com a positiu ( equacié del paracaigudista). Calculeu la velocitat terminal vy, del paracaigudista; és
a dir, la velocitat de caiguda per a la qual les forces de friccié i gravetat es compensen.

Solucié: L’equacié és mv’ = mg — kv?. Resolent 'edo de variables separables i posant a = %
m 1 1 m v+a

tenim ——— — dv =t + c. Integrant queda: — In =t+ciquant — 400
Qak/(v+a v—a) + & d 2ak (v—a) teid oo,

la velocitat ha de tendir a a i, per tant, la velocitat terminal és voo = v/mg/k .

39. Tenim un pendol de longitud [, del qual penja una massa m, sota un camp gravitatori d’intensitat g,
i suposem que la friccié és proporcional a la velocitat, amb coeficient k.

(a) Justifiqueu que el moviment del péndol ve modelitzat per la segiient EDO no lineal de segon ordre:

0" +m ko + 1 tgsind = 0,

on (t) és langle que forma el péndol amb la vertical inferior. Quines dades necessitem per
plantejar un PVI?

(b) Escriviu aquesta equacid com un sistema d’EDOs no lineal (de primer ordre), introduint la ve-

locitat angular w = 0.

(c) Estudieu, si és possible, l'estabilitat de les dues posicions de equilibri del péndol pel meétode de

linealitzacio.

(d) Comproveu que l’energia mecanica total

V(0,w) = %l%u? + mgl(1 — cos @)

no creix al llarg de les trajectories. Al llarg de quines trajectories es manté constant ’energia?

(e) Proveu que el péndol amb friccié no té cap trajectoria periodica no constant.

Solucié:

(a)
(b)

Es una conseqiiéncia de la segona llei de Newton. Angle inicial 8y = 6(0) i velocitat inicial
wo = 0/(0).

Introduint la velocitat angular w = €', reescrivim I’EDO de segon ordre com el segiient sistema
autonom no lineal:

0 = w,

W' = —aw—csinb,
ona=k/mic=g/l.
Busquem els punts d’equilibri del sistema:

9 = w =0

/

W~ —aw— esing — O}:>(9,w):(mr,0),n€Z.

Aquests punts d’equilibri corresponen a les posicions de equilibri inferior (si n és parell) i superior
(si n és senar) del pendol. La matriu del sistema linealitzat en el punt d’equilibri (0, w) = (n7,0)

és igual a
ccos @ ) (0.w)=(nm,0) c —a

Sin és senar, det A, = (—1)"c = —c < 0 i el sistema linealitzat és una sella. Per tant, la posicié
de equilibri superior del péndol és inestable. En canvi, si n és parell, aleshores det A,, = (—1)"c =
¢>0itrA, =—a <0. Per tant, la posicié d’equilibri inferior és un atractor, per al pendol amb
friccio.
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(d)

()

La derivada temporal de ’energia mecanica total és

W(l,w) = ?0/(0, w)o + ZZ(H, w)w' = mglwsin @ — mi*cwsin @ — mifaw?® = —ki*w? <0,

on hem usat que a = k/m, ¢ = g/l'i k > 0. Aquesta derivada temporal és nul-la si i només si
w = 0. Per tant, 'energia només es manté constant sobre les posicions d’equilibri.

La divergencia del camp vectorial associat al sistema és sempre negativa.

40. Tenim una particula de massa 1 que es desplaca sense friccid sobre una recta sota l’accié d’una forca
conservativa F(x). Es diu que aquesta forca prové d’un potencial U(x) quan

F(x) = —%(m)

D’acord amb la segona llei de Newton, la particula compleiz I’EDO de segon ordre

(a)
(b)

(d)

(¢)

7" = F(x), z € R.

Introduint la velocitat v = x’, escriviu aquesta EDO de segon ordre com un sistema d’EDOs de
primer ordre (sistema conservatiu amb 1 grau de libertat ).

L’energia (cinética+ potencial) de la particula és
E(z,v) =v*/2+ U(z).

Calculeu la derivada temporal de l’energia. Quina relacid existeir entre les solucions del sistema 4
les corbes de nivell de l’energia? Quina relacio existeix entre la grafica del potencial i el croquis del
sistema? Deduiu que, si en algun momento la particula té energia Eq, aleshores la seva energia
potencial mai no supera el valor Ey.

Proveu que (x4,0) és un punt d’equilibri del sistema quan . és un punt critic del potencial, és a

dir, quan %(x*) = 0. Proveu que, a més, (x,0) és un punt d’equilibri inestable o un centre no

. 2 , . ) )
lineal quan %(m*) és positiva o negativa, respectivament.

Considerem la for¢a que prové del potencial U(z) = (x? —1)2. Calculeu les posicions d’equilibri i
Uestabilitat de cadascuna. Dibuixeu un croquis de les trajectories. Pot escapar-se la particula cap
a oo ? Per a quins valors de ’energia existeizen solucions fitades?

Feu el mateiz per a la forca que prové del potencial U(x) = 23/3 — 22 /2.

Solucié:

(a)

(b)

Introduint la velocitat v = z/, obtenim el segiient sistema autonom no lineal

= v,
vo= F(x).
La derivada temporal de I'energia és idénticament nul-la:

_0E , OE , AU B
W(z,v) = 9 (z,v)x" + 5 (z, )0 = . (x)v+vF(z) =0.

Per tant, les trajectories del sistema estan contingudes en les corbes de nivell
C(Ey) = {(x,v) € R*: B(z,v) = By} = {(x,v) €R?:v=42/Ey — U(x)} .

L’arrel quadrada només esta definida quan U(z) < Ej i el signe £ que la precedeix implica que
totes les corbes de nivell sén simétriques respecte 1’eix horitzontal. Per saber en quin sentit es
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mou la particula sobre cada corba de nivell, notem que la velocitat 2’ = v és positiva en el semipla
{v > 0} i negativa en el semipla {v < 0}. Per tant, la particula es mou cap a la dreta/esquerra
en el semipla superior/inferior.

Si en un instant t = ¢ tenim E(z(to),v(ty)) = Eo, aleshores

E(z(t),v(t) =v(t)?/2 +U(x(t)) = By,  VteER.

En particular, U(z(t)) = Eq —v(t)?/2 < Ey per a tot t.

La condicié necessaria i suficient per tal que (., v,) sigui un punt d’equilibri del sistema és:

= Vs =0 dU B B
S o= F(r) = 0} = FE=0wn=0

La matriu del sistema linealitzat en el punt d’equilibri (z,v) = (x4, 0) és:

0 1 0 1
A :L'* g pry .
() < G (@) 0 >(1"U):(x*’0) < —%’{ () 0 >

Si %(x*) < 0, aleshores det A(z,) < 0 i el sistema linealitzat és una sella, i per tant la posicié
d’equilibri x = x, és inestable.

Si ‘éig (zx) > 0, aleshores det A(zy) > 01 tr A(x,) = 0, i per tant el sistema linealitzat és un
centre i la linealitzacié no decideix l’estabilitat en & = x,. Per tant, usem l’energia com a funcié
de Lyapunov. Com que sabem que el potencial U(z) té un minim local estricte en z = x,, resulta
que Uenergia F(x,v) = v?/2 + U(x) té un minim local estricte en (z,v) = (74,0). A més, la seva
derivada temporal és idénticament nul-la. Per tant, la posicié d’equilibri £ = z, correspon a un
centre no lineal, estable pero no atractor.

El potencial U(x) = (22 — 1)? té minims globals en # = 41, un maxim local estricte en z = 0,
i lim U(x) =o00. Amés, U(0)=11iU(£l) =0. Per tant, el sistema té 3 punts d’equilibri:

xr—*+00
(+1,0) que sén centres no lineals, i (0,0) que és inestable.

Dibuixem les corbes de nivell C'(Ep). Mirant la grafica del potencial U(z) distingim 4 casos:
(1) si Ep = 0, aleshores C(Ep) = {(£1,0)}; (2) si Ep € (0, 1), aleshores C(Ey) conté dues corbes
tancades al voltant dels punts (+1,0); (3) si Ey = 1, aleshores C(Ey) té la forma del signe ‘oco’,
amb el punt d’equilibri inestable situat a ’encreuament, ja que

C(1) = {(rc,v) ER?:v=+2,/1— (1—952)2} - {(m,i2|m|ﬂ) V2 <z < \/5};

i(4)si Ep > 1, aleshores C(Ep) és una corba tancada al voltant del llag anterior. La particula
mai no pot escapar a 0o, ja que cap de les corbes de nivell ho fa. Aixi doncs, totes les solucions
son fitades.

El potencial U(z) = 23/3 — 22/2 té un minim local estricte en x = 1, un maxim local estricte en
x =0, i tenim lilil U(x) = £oo. A més, U(0) =01U(1l) = —1/6. Per tant, el sistema té
T—r00

2 punts d’equilibri: (0,0) que és inestable i (1,0) que és un centre no lineal.

Mirant la grafica del potencial U(x), veiem com sén les corbes de nivell de l'energia E(z,v):
(1) si Eyp € (—o0,—1/6] U (0,00), aleshores C(Ep) és una corba oberta que escapa a oo quan
xr — —o0; (2) si Ey € (—1/6,0), aleshores C'(Ep) conté una corba tancada al voltant del punt
(1,0) i una corba oberta que escapa a oo quan x — —oo; i (3) si Ey = 0, aleshores C(FEy) té
forma d’un llag (semblant a una ‘o’ invertida) al voltant del punt d’equilibri estable (1,0), amb
una autointerseccié al punt d’equilibri inestable (0, 0).

Finalment, existeix alguna solucié fitada d’energia Ej si i només si la corba de nivell C(Ep) conté
alguna corba tancada, és a dir, quan —1/6 < Ey < 0.
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42. (a)

(b)

(¢)

(d)

Resoleu ’EDO lineal no homogénia de primer ordre a coeficients constants
c(t) +pe(t) = q,
onp>0iqgeR. Calculeu tli)rgo c(t) en funcié depiq.
Resoleu ’EDO lineal no homogénia de primer ordre a coeficients constants
¢ (t) + pe(t) = pe ",
onl,p>01iB€R. Distingiu els casos | #p il = p. Calculeu tlggo c(t).

Estudiem [’evolucio de les concentracié de sal en tres diposits connectats com s’indica a la figura,
suposant que els seus volums Vi, Vo, V3 (en m?®) es mantenen constants, i les entrades a els dos
primers diposits tenen cabals r1, ro (en m>®/h) i concentracions ey, ea (en kg/m?). Quins sén els
tres cabals de sortida? Siguin c1(t), ca(t), c3(t) les concentracions de sal a linstant t (en kg/m3).
Plantegeu el sistema d’EDOs lineals no homogénies de primer ordre a coeficients constants que
compleixen aquestes concentracions.

Usant els apartats anteriors, calculeu els limits de les tres concentracions quan el t — oo, en

funcié dels cabals i concentracions d’entrada, tot comprovant que aquests limits no depenen de
les concentracions inicials a cada diposit. Interpreteu fisicament aquests limits.

Figura 17: Tres diposits connectats.

Solucié:

(a)
(b)

()

La solucié general és cg(t) = q/p + ke P, amb k € R lliure, i veiem que tlim ce(t) = q/p.
—00

Si I # p, lavors cy(t) = ke P + Be™*/(p — ). Sil = p, lavors cg(t) = (k + Bt)e P!. En ambdds
casos, k € R és lliure i lim ¢y (t) = 0.

t—o0
Els cabals de sortida sén 71, r9 i r3 = 71 + r9. Les quantitats de sal relacionades amb els dos
primers diposits a 'instant ¢ s6n les segiients: Vjc;(t) a I'interior, rje; entrada per unitat de temps
i rjc;(t) sortida per unitat de temps. Per tant, V;ci(t) = rje; — rjc;(t). Aix{ doncs, obtenim les
EDOs lineals de primer ordre

) +pjci(t) =q5,  py=73/Vs, @ =eip;, =12

Les quantitats al tercer diposit sén: Vses(t) a Uinterior, rici(t) + roco(t) entrada per unitat de
temps 1 r3c3(t) sortida per unitat de temps. Per tant, Vacs(t) = rici(t) 4+ roca(t) — raes(t). Aix{
doncs, obtenim I’EDO lineal de primer ordre

cs(t) +pca(t) = rie1(t)/Vs +raca(t)/Va,  p3 =13/Va.

lim ¢;(t) = ey, lim co(t) = ez 1 lim c3(t) = (rieqr + reez)/(r1 + 72), és a dir, la concentracié
=00 . =, . =00 . . .
als dos primers diposits tendeix a igualar-se a la concentracié de les seves tiniques entrades, ja
que flueixen amb concentracié constant, mentre que la concentracié del tercer diposit tendeix a
una mitjana ponderada de les concentracions limit de les seves dues entrades. Els coeficients que
quantifiquen la ponderacié sén els respectius cabals d’entrada.
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43.

44.

45.

Volem estudiar l’evolucio en la concentracié d’un contaminant en els llacs Erie i Ontario, connectats
per un riu que flueiz del primer al segon. Siguin Vi i Vo els volums respectius, en mi® (milles
ciibiques), i siguin Tg i ro els cabals respectius de sortida, en mi®/any. Es compleix que ro > g, ja
que el llac Ontario rep tot els que surt del llac Erie i quelcom més. Siguin eg i eg les concentracions de
contaminants que entren a cada llac des de lexterior, en kg/mi®. Siguin cg(t) i co(t) les concentracions
de contaminants que hi ha en cada llac a l'instant t.

Escriviu el sistema d’equacions diferencials que compleizen les funcions cg(t) i co(t). Es un sistema
lineal? De manera intuitiva, i sense resoldre el sistema, quin sera el limit d’aquestes concentracions
quan t — oo ? Com es poden interpretar els quocients pgp = rg/Vg i po = ro/Vo ¢ Finalment, calculeu
la solucio general si considerem els valors:

Ve =116, Vo =393, rg=85 ro=299.

[Obs.: En realitat, aquest problema es planteja de manera simultania per als cinc Grans Llacs: Supe-
rior, Michigan, Huron, Erie i Ontario (vegeu el model complet a [Bender] i [McKelvey]).]

Solucié: La quantitat de contaminant, per unitat de temps, que entra i surt de cada llac sén:

— per al llac Erie, rgep i rgcg(t) respectivament;

— per al llac Ontario, rgcg(t) + (ro —rg)eo 1 roco(t) respectivament.
Per tant, obtenim el segiient sistema lineal a coeficients constants:

{Cii) = TE(eE—CE)/VE,

C/O = ((TO — TE)EO + T"ECE — Toco)/Vo.

Les concentracions tendiran a igualar-se amb les respectives concentracions d’entrada: eg per al llac
Eriei (rgeg+ (ro —rg)eo)/ro per al llac Ontario. Podriem interpretar els quocients pg i po com la
proporcié de agua que es renova en un any a cada llac, tot i que no és exactament aixi. Finalment, la
solucié general obtinguda amb els valors concrets és

cg(t) = cre PRl 4 ep, co(t) = crae PPl 4 cye PO! 4 (85ep + 14eg)/99.

on pp = 85/116 ~ 0.73, po = 33/131 ~ 0.25 i « = B~ — —0860/21921 ~ —0.45. Com més

grans sén pg i po, més rapid s’estabilitzen les concentracions de contaminants. Es logic que sigui aixi?

Aboquem en un tanc d’aigua un compost granulat esféricament, sol-luble en aigua. Quan les condicions
de temperatura i concentracié varien poc, és raonable suposar que (la massa de) cada gra es dissol de
manera proporcional a la seva superficie. Sigui k > 0 la constant de proporcionalitat i p la densitat del
compost. Escriviu l'equacid diferencial que satisfa el radi r(t) d’un gra. Quines son les unitats de k ?
Solucié: L’equaci6 és ' = —k/p i la solucié general és r(t) = ro — kt/p. Es a dir, el radi de cada gra
decreix a velocitat constant. Les unitats SI de k sén kg-s~!-m™2, ja que k quantifica la massa dissolta
per unitat de temps i superficie.

La desintegraci6 radioactiva (vegeu Wikipedia i un applet de Java) d’una particula inestable és un
procés aleatori que mo pot ésser predit, pero és sabut que aquesta desintegracio €s igualment probable
en tots els instants. Per tant, donada una mostra d’un isotop radioactiu, el nombre de desintegracions
en un moment donat és proporcional al nombre d’atoms radioactius existents en aquest moment.

Sigui X la constant de proporcionalitat, que rep el nom de constant de desintegracié. Plantegeu
lequacio que compleix el nombre d’atoms N(t).

La semivida ty,9 és el temps que ha de transcorrer perque la meitat dels atoms inicials s’hagin desin-
tegrat. Relacioneu tyo i .

Solucié: L’equacié és N’ = —AN i la seva solucié general és N(t) = Noe™*, essent Ny el nombre
inicial d’atoms. La relaci6 és Aty /o = In2.
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46.

47.

48.

49.

La datacié per carboni-14| va permetre, l'any 1950, estimar la data en qué es van fer les pintures
rupestres de Lascauz. La semivida del 'AC és (aprozimadament) de 5730440 anys. Sabent que una
mostra de carbd de la cova de Lascauz va donar una mitjana de 0.97 desintegracions de **C per minut
i gram, mentre que en arbres vius sol ésser de 6.68, estimeu la data de les pintures.

Solucié: La data aproximada és 5730(In6.68 — In0.97)/In2 = 15951 anys abans de 1950, és a dir,
cap a I’any 14000 aC.

L’estatocol-lector de Bussard| és un disseny molt optimista de nau estel-lar que ha aparegut a maultiples
llibres de ciencia—ficcio (Niven, Benford, etc) i també és conegut pels trekkies. Consisteix en una
nau que captura matéria estel-lar mitjancant un camp magneétic geganti ancorat a la proa. Aquesta
materia €s fusionada i expulsada en raig per la popa, impulsant d’aquesta manera la nau. L’avantatge
d’aquest disseny €s que no cal transportar combustible. La forca d’impulsié generada en cada instant
pels motors d’aquesta hipotetica nau és igual a la massa de matéria estelar capturada per unitat de
temps multiplicada per la diferéncia entre la velocitat v. del raig de particules expulsades i la velocitat
v(t) de la nau. Escriviu l'equacid diferencial que compleix v(t). Identificar l’equacid i descriviu el
comportament asimptotic (quan t — oo) de la nau.

Solucié: L’equaci6 és mv’ = pSv(ve. — v), on m és la massa de la nau, p és la densitat de la materia
estel-lar a I’espai i S és la superficie escombrada pel camp magnetic de la nau. Es una equacié logistica,
ja que v, és una constant. Per tant, tlim v(t) = v, suposant que v(0) > 0.

—00

Un altre disseny de propulsid més realista que el del problema [[7 son les veles solars, que utilitza la
radiacié solar per a impulsar-se. De fet, les agéncies espacials JAXA (japonesa) i NASA han dut a
terme missions amb veles solars (IKARQOS i NanoSail-D respectivament). L’impuls d’una vela solar és
proporcional al nombre de fotons que impacten sobre ella. Escriviu ['equacio diferencial que compleizx
la distancia d(t) de la vela al sol, tot menyspreant la friccio. Quan s’allunya del Sol, menys fotons
impacten sobre la vela, amb la qual cosa la velocitat de la vela va disminuint. .. Es correcte aquest
“raonament” ?

Solucié: L’equacié és md” = k/d?, on m és la massa de la vela i k > 0 és una constant de propor-
cionalitat, ja que la quantitat de fotons és inversament proporcional al quadrat de la distancia. No és
cert que la velocitat disminueixi en allunyar-se del Sol, ja que d”(t) > 0 i per tant la velocitat d'(t) és
estrictament creixent, tot i que es pot comprovar que tendeix a una velocitat limit.

Siguin z(t) i y(t) les densitats de poblacid de dues espécies aillades de preses i depredadors. Suposem
que les interrelacions entre aquestes especies compleizen els principis segilients:

— si no hi ha depredadors, la poblacid de preses creix exponencialment (Malthus);

— st no hi ha preses, la poblacié de depredadors decreix exponencialment;

— el nombre d’encontres entre un depredador i una presa és proporcional al producte de les dues
densitats;

— cada encontre entre depredador i presa incrementa la poblacié de depredadors i disminueizr la
poblacio de preses.

Aleshores, el model que estem considerant (model Lotka—Volterra per a un sistema depredador—presa)
ve donat pel segiient sistema no lineal 2D,

{ x z(a — by)
y = yldr—o)

on les quantitats a,b,c,d > 0 son les constants de propocionalitat que representen la interaccié entre
ambdues espécies.
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(a)
(b)

(c)
(d)
(¢)

(f)

Calculeu, classifiqueu i dibuizeu un croquis del sistema linealitzat al voltant de ’origen.

Trobeu altre punt d’equilibri del sistema. Calculeu, classifiqueu i dibuizeu un croquis del sistema
linealitzat al voltant d’aquest segon punt d’equilibri.

Determineu, si €s possible, ’estabilitat dels punts d’equilibri en el sistema no lineal, pel métode
de linealitzacio.

El primer quadrant és [’unic amb sentit biologic. Proveu que aquest quadrant és invariant, mit-
jancant estudi del camp de vectors sobre els eizos de coordenades.

Considerem la funcio

V(z,y) =ylnz+ alny — dz — By,

definida al primer quadrant, on les quantitats o, B, v i § son parametres estrictament positius.
Trobeu els valors que han de tenir aquests parametres (en funcid de a, b, ¢ i d) per tal que V (z,y)
sigui una integral primera (quantitat conservada) del sistema.

Dibuizeu el retrat de fase global del sistema.

Solucio:

(a)

a 0
0 —c
és una sella, i la seva direccié d’entrada/sortida és I’eix vertical/horitzontal.

La matriu del sistema linealitzat a 1'origen és A = , 1 deduim que el sistema linealitzat

L’altre punt d’equilibri és (zg, y0) = (¢/d, a/b), la matriu del sistema linealitzat en aquest punt és

A= ( dc? /b —be/ E)l ), i deduim que és un centre de periode 27/+/ac i sentit de gir antihorari.

L’origen és inestable per al sistema no lineal. La linealitzacié no decidix ’estabilitat del punt
(c/d,a)b).

Una possible tria és a=a, 5 =b,y=cid=d.

Totes les trajectories sén contingudes en corbes de nivell de V(x,y), que sén corbes tancades al

voltant de (c/d, a/b), que correspon a un centre no lineal. Aquestes corbes es recorren en sentit
antihorari, amb un periode que tendeix a 27/ /ac quan ens apropem al punt (c¢/d,a/b).

50. Siguin x(t) i y(t) les densitats de poblacid de dues espeécies competitives, és a dir, dues espécies aillades
que competeizen per un recurso limitat. Modelitzem [’evolucio de les poblacions mitjancant el segiient
sistema no lineal 2D,

{ ' =kx(l —z/m— ay),
y' =1yl - Bz —y/n),

on tots els parametres que apareizen som positius. Per simplificar els calculs, suposarem que

(a)
(b)

(c)

1 3
k=m=a=1, ==, ==, n=2.
2 2
Calculeu els 4 punts d’equilibri del sistema, classifiqueu el sistema linealitzat en cadascun i es-

tudieu, si és possible, la seva estabilitat pel métode de linealitzacio.

La component ' s’anul-la a I'eix vertical i en una rectar, mentre que y’ s’anul-la a [’eix horitzontal
i en una recta s. Es possible que una trajectoria que comenca al primer quadrant (I’inic amb
sentit biologic), salti a un altre quadrant? Justifiqueu la resposta. Calculeu i dibuixeu les rectes r
1 8. Aquestes rectes divideixen el primer quadrant en quatre regions. Descriviu el signe que tenen
les quantitats ' 11y en cadascuna d’aquestes regions i interpreteu biologicament el resultat.

Esbosseu el retrat de fase del sistema. Deduiu que, sota quasi qualsevol condicid inicial, només
sobreviu una de les dues espécies ([principi d’exclusié competitiva,).
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Solucié:

(a) Els punts d’equilibri sén O = (0,0), A = (1,0), B = (0,2) i C = (1/2,1/2), i les matrius dels
sistemes linealitzats en aquests punts sén

(1 0 (-1 -1 _ -1 0 ([ -1/2 —1/2
Mo= (g 1ga )+ 30= ("o aa) Ma= (S )Mo= (Zyfa Sa):
Els valors propis de Mp sén A\; = 11 Ay = 1/2, per tant el punt O és un node propi repulsor.
Els valors propis de M4 sén Ay = —1 1 Ay = —1/4, i valors propis de Mp sén \; = —1 i
A2 = —1/2, per tant A i B s6n nodes propis atractors. Finalment, els valors propis de M¢ sén

A2 = (=5 £ V/5b7)/16, i per tant el punt C és una sella (inestable). La linealitzacié decideix
I'estabilitat a tots quatre casos.

(b) L’eix horitzontal és invariant (ja que tenim y’ = 0 sobre aquest eix). L’eix vertical també és
invariant (ja que 2’ = 0). Per tant, no és possible sortir del primer quadrant degut al teorema
d’existencia i unicitat de solucions. Les rectes séon r = {y =1—2x}is={y =2 — 3x}. La recta
r passa pels punts A = (1,0) i D = (0,1), i la recta s passa pels punts E = (2/3,0) i B = (0, 2);
ambdues rectes s’intersequen al punt C' = (1/2,1/2). A la regi6 quadrangular de vertexs O, A, B
i C, tenim 2/, 9y’ > 0, i per tant ambdues poblacions creixen. A la regié triangular de vertexs B, D
iC, tenim 2’ < 0iy’ > 0,iper tant la segona especie guanya la competicié. A la regié triangular
de vertexs A, Ei C tenim 2’ > 01y < 0, i per tant la primera especie guanya la competicio.
Finalment, a la regi6é no fitada que hi ha per damunt de les rectes r i s, tenim 2/, < 0, i per
tant ambdues poblacions decreixen.

(c) La corba invariant estable del punt de sella C' divideix el primer quadrant en dues parts: si
comencem a la part inferior la primera espécie guanya, si comencem a la part superior la segona
especie guanya, i si comencem exactament sobre la corba tendim a un equilibri inestable.

51. En una reaccié quimica triple, amb tres productes A, B i C, s’esdevenen simultaniament els processos
A— B, B+C— A+4+C, 2B — C.

Suposarem que la velocitat de reaccié de cada procés és proporcional al producte de les concentracions
dels productes (mesurades en mol/l), necessaries perqué aquest procés concret es dugui a terme. Siguin
ki, ko i k3 les tres constants de proporcionalitat. Plantegeu el sistema d’EDOs que compleizen las
concentracions x1(t), xa(t) i x3(t). Quina és la concentracié de cada producte a I’equilibri quimic? Es
estable aquest equilibri? [Obs.: Podeu veure un model més adient, tot i que més complicat, a [Bender,
p. 190-192].]

Solucid: Les concentracions dels 3 productes compleixen el segiient sistema no lineal:

.Tll = —kix1 + koxoxs,
/ 2
Ty = kixy — kexoxs — k3xg,
/ 2

A Pequilibri només queda el producte C'i és un equilibri estable, ja que (21 +x2+x3)" = 0 (la quantitat
total dels tres productes no varia), perd en canvi zf = k3x22 > 0 (la quantitat de producte C' mai no
decreix). Repte: Intenteu aplicar el metode de linealitzacio.
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