Nom i cognoms:

Equacions Diferencials (240131) Examen Parcial — 2/XI/2017
Temps: 1h 15 min

[4 punts]

Sigui S la superficie consistent en la part de I’hiperboloide d’'una fulla P = {22 +1 = 22+ 42} que es troba
dins de lesfera E = {2 +4? + 22 = 3}, i suposem que orientem S pel vector normal N = (1,0,0) en el
punt (1,0,0). Considerem el camp vectorial F = (y%22,2z2,2y?), i el seu rotacional: G = rot F.

(a) Descriviu la vora 9S com a unié de les corbes C (inferior) i Cy (superior) obtingudes en intersecar P i E.
Parametritzeu Cy i Co, de tal manera que l'orientacié d’aquestes parametritzacions sigui compatible
amb la de S.

(b) Calculeu el flux del camp G a través de S , amb l'orientacié considerada, usant el teorema de Stokes.

(¢) Descriviu els discs horitzontals T7 i Th tals que 971 = Cy i 0T, = Co.  Si orientem aquests discs
pels vectors normals N; = (0,0,—1) i Ny = (0,0,1) respectivament, trobeu els fluxos del camp G
a través de T 1 Ts.

Solucié:

(a) Aillant 22 de les equacions de P i E, obtenim 22 = 22 4+ 3% — 1 =3 — 22 — 42, i per tant la projeccié de C; i Cy
sobre el pla XY ve donada per 22 + y? = 2. Aixd ens diu que 22 =1, i per tant tenim dues circumferéncies:

Clz{x2+y2:2,z:fl}, C2:{:I:2+y2:2,z:1}.

Per tal que l'orientacié de la vora 0.5 sigui compatible amb la de S, cal parametritzar C; en sentit antihorari,
i Cy en sentit horari:

o1(t) = (V2cost,V/2sint, —1), te [0,2x],
oo(t) = (V2cost,—/2sint, 1), te [0,2x].

(b) Pel teorema de Stokes tenim
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amb les orientacions de Cy i Cy obtingudes a lapartat (a). Els vectors tangents respectius sén of(t) =
(—v/2sint,v/2cost,0) i oh(t) = (—v/2sint, —v/2cost,0). Llavors,

L :f (F,dl) = /2W<ﬁ(al(t)),ai(t)>dt = /2W(—2\/§sin3t—4cosz t)dt = —4r,
cr 0 0

I = f (F, di} = / T Floa(t)). ob(0)) di = / T CovEsin®t — dcos f)di = —ar,
o 0 0

on hem usat que la integral de sin®¢ és 0. Deduim que I =1, + I, = m

(¢) Els discs venen donats per Ty = {22 +92 <2, z=—1} i Ty = {a®+y2 <2, z=1}. Els fluxos de G = rot F
a través de 17 i T es poden calcular també amb el teorema de Stokes, perd en aquest cas cal orientar C7 = 077
en sentit horari, i Cy = 07% en sentit antihorari. Aixi doncs, els fluxos demanats sén els que s’han calculat a

Papartat (b), perd canviats de signe: —I; = i —I= .



[2.5 punts]

Useu el teorema de Green per calcular I’area encerclada per la cardioide, definida en coordenades polars per
r=1+cosf, 6¢€|0,2n]|.

Solucié:
La cardioide és una corba tancada CT que, recorreguda en sentit antihorari, ve descrita per la parametritzacié o(0) =
(x(0),y(0)), 6 € [0,27], essent x(0) = (1 + cosf)cosh, y(f) = (1 + cosf)sinf. Pel teorema de Green, l'area és
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on hem calculat:

z(0)y'(0) — y(0)2' ()
= (1+cosf)cosf - (—sin®f + (14 cosh)cosh) — (14 cosf)sinh - (—sinbcosf — (1 + cos ) sin )

20
=(1+cosf)? =1+ cos?f +2cosf = ?)Jr% + 2cosf.

[8.5 punts]

Sigui S la placa definida com la part del cilindre 22+ 4% = 4 continguda dins el cilindre solid 2% + 2% < 4,
iamb x,y,z > 0.
(a) Doneu una parametritzacié de S, indicant clarament quin és el domini.

(b) Si la densitat a cada punt de la placa coincideix amb la distancia al pla X Z, calculeu la massa de la
placa.

(c) Calculeu el flux del camp F(x,y,2) = (y,z,2%2) a través de S, orientada pel vector normal que té la

component y positiva.

Solucio:

(a)  * Podem parametritzar S com una grafica y = y(x, 2):
®(z,2) = (x,vV4 —22,2), amb domini K = {(z,2) : 22 +22<4, 2>0, 2 > 0}.
x També podem parametritzar S per:
U(0,z) = (2cos6,2sin6,z), amb domini D = {(0,2):0<0 <7/2, 0<2z<2sinb}.

(b) Si usem la primera de les parametritzacions esmentades a ’apartat (a), la densitat és p(z,y,z) =y 1 el vector

2
normal (—y,,1,—y.) = (\/4%@2 1, ()> que té norma ﬁ . Llavors,
2 N
Massa:/ pdS :/ V4 — a2 ——drdz=2Area(K) = [27].
K K

4 — a2

(¢) Usant també la primera parametritzacié de lapartat (a),
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on hem usat coordenades polars per tal de calcular la integral doble.




