ETSEIB. EXAMEN PARCIAL D’EQUACIONS DIFERENCIALS. 6 - Abril - 2016.
ENTREGUEU ELS PROBLEMES EN FULLS SEPARATS i POSEU EL NOM

Problema 1. Sigui S; la superficie 22 +13? = 11 S, definida per % + %+ é = 1. Denotem per
C el tros de corba definit per la interseccié S; M .Sy i contingut en el primer octant x,y, z > 0.

a) Expresseu les equacions de S; i Sy en coordenades cilindriques (r,6,2) i obtingueu la
parametritzacié o(6) de C.

b) Si h(z,y,z) =1/y/1+ y? calculeu [, hdC.

c) Sigui F(x,y,z) = (%" —y, 22" + 1, 2z¢"1). Calculeu la circulacié [ (F, dly on C
l'orientem segons el sentit creixent de I'angle 6. (Indicacié: Escriviu F' = V f + G, per un
cert potencial escalar f(x,y,z) i un camp vectorial G(z,y, z) més senzill tal que la seva
tercera component sigui igual a zero.)

Solucio:

a) Si fem © = rcosf i y = rsind, el cilindre S; esdevé r = 1 i l'ellipsoide Sy esdevé
@ + r?sin® 6 + % = 1. Fent r = 1 en 'equaci6é de S; i aillant z, obtenim o(f) =
(cos®,sinf, cosb), ja que z(0) = \/5\/1 — % —sin?6 = /2 % = cosf amb 0 €
[0,7/2].

b) o/(f) = (—sinf,cosf,—sinf) i ||o’(0)|| = V1+sin’f. Per altra banda, h(c(0)) =
1/V1+sin® 6. Aixi:
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¢) Es clar que podem agafar f = 226"V i G = (—y, z,0). Usem o(0) = (1,0,1), f(c(0)) =,
o(n/2) =(0,1,0), f(o(r/2)) =0, G(c(0)) = (—sinb,cosd,0), ¢’'(#) = (—sinb,cos b, *) i
(G(c(0)),0'(0)) =1 per obtenir:
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Problema 2. Sigui S l'esfera de radi R centrada a l'origen i orientada per la seva normal
exterior. Considerem el camp F(z,y,z) = (—y,x,z") amb n > 1.

a) Calculeu el flux [((F,dS) sense fer servir el teorema de Gauss.

b) Calculeu el flux [((F,dS) fent servir el teorema de Gauss.



Solucid: a) Parametritzem lesfera amb la longitud 6 € [0, 27] i la latitud ¢ € [—7/2,7/2]. Es
a dir, S = ¢(D) C R® amb

©(0,0) = (Rcos¢pcosl, Rcos psinf, Rsin ¢), D =10,2x] x [-7/2,7/2].
Recordem que el vector diferencial de superficie associat a aquesta parametritzacio és
dS = R? cos ¢(cos ¢ cos B, cos ¢ sin 0, sin ¢)dfde

que té l'orientacié correcta.
Per tant, el flux demanat és igual a

/(F,dS) = R2/ COS¢<(—RCOS¢SiH0,RCOSgbCOSQ, R"sin" ¢), (CosgbCOSQ,cos¢sin0,singb)>d0dgb
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b) Sigui W linterior de 'esfera S. El teorema de Gauss diu que

/(F,dS) :/ div F(z,y, z)dzdydz = n/ 2" dadydz = [Canvi a esferiques
s w W

n/ r"sin® ¢ r?cos ¢ drdfdg = [Fubini: W* =10, R] x [0,27] x [_7?/277/2]]
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. T.n+2 r=R . sin™ ¢ ¢p=m/2 Rn+2 27T1 . (_1)71 B 47:1"2"'2’ sin senar,
n+2

nn + 2 n 0, si n parell.
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Problema 3. Aplicant el teorema de Stokes, calculeu la circulacié del camp vectorial F = (y3, 22, 1)
al llarg de la vora de la superficie

S={(z,y,2):y=1-2% y>0,0<2<3},
de manera que el segment entre els punts (1,0,0) i (1,0, 3) és recorregut de baix a dalt.

Solucid: Pel teorema de Stokes, tenim [ = 7{ (F,dl) = / (rot F,dS), on cal orientar S
+ S+

pel vector normal N = (0, —1,0) en qualsevol p(ilnt (0,1,2), 0 < z < 3.

Parametritzem S com una grafica: ®(z,z) = (z,1 — 2%, 2), amb el domini D = [-1,1] X
[0,3]. El vector normal associat és &, A ¢, = (—2z,—1,0), que té l'orientacié que ens
interessa. Usant que rot F = (—2z,—1,—3y?), calculem:

D D
= / (4xz + 1)dx dz = area(D) = 6,
D

on hem usat que la integral de 4xz sobre D és 0, per simetria.



