ETSEIB. EXAMEN PARCIAL D’EQUACIONS DIFERENCIALS. 27 - Octubre - 2015.
ENTREGUEU ELS PROBLEMES EN FULLS SEPARATS i POSEU EL
NOM

Problema 1.
(i) Calculeu el centre geometric de la part dreta de [’astroide definida per

C={(x,2) |23+ 23 =1, >0} CR%

(ii) Calculeu l'area de la superficie de revolucié S obtinguda al girar C' al voltant de 'eix

0z

Solucion: (i) Usando la parametrizcién de la parte de astroide, o(t) = (z = cos®t, z = sin®t),
t € [-7/2,7/2], aplicamos la formula

/2 w/2 3 6 w/2
Long(C)) = / o ()] dt = / 3 sin(2t)] dt = 0 / sin(2t) dt = 3
—7/2 —7/2 2 2 0
Luego
w/2 w/2 3 /2
/ z(t) - |o’'(t)| dt = / cos®(t) - §| sin(2t)| dt = 6/ cos’t - sint cost dt =
0
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Entonces, zog = G?)ﬁ =2,C0G(C)=(x=2/5,2=0)y

(ii) Segun el primer teorema de Guldin,

o,

ist(CG(C), Z) = 2/5.

Area(S) = 2ndist(CG(C), Oz) - Long(C) = 27?%3 = 12%

Problema 2.

Sigui F = rot G, G = (—y,z,2) isigui S la part de la superficie H = {z = 2? + ¢*}
limitada per la condici6 z < 3 + 2y.
(i) Representeu S i calculeu el flux de F a través de S orientada segons la normal exterior,
aplicant el teorema de Stokes.
(ii) Calculeu el camp F = rot G, i calculeu el flux de F a través de S per la definicié i
comproveu que dona el mateix.

Solucion: (i) La frontera de S es la curva C = H NI, con II = {z = 3 + 2y}. Entonces,
segun el teorema

I= jé(G,a/(t))dt

(la orientacién de C' debe ser compatible con la de S).
Eliminando z las ecuaciones de H y II, obtenemos x? + 3* = 3 + 2y, entonces la ecuacién
de la proyeccién de C sobre el plano horizontal es 22 + (y — 1) = 4. La tltima admite
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parametrizacién (r = 2cost,y = 1+ 2sint), y, segun la ecuacién de II, la propia curva C
tiene parametrizacién

o(t) = (2cost, 1 + 2sint, 5 + 4sint) y o'(t) = (—2sint, 2cost, 4cost), t € [0,2mx].
Observamos que la orientaciéon de C' generada por o(t) no es compatible con la orientacién
de S. Por tanto,

2
1= —/ < (=1 —2sint,2cost, b+ 4sint), (—2sint, 2cost, 4cost) > dt =
0

2m
—/ [4+2sint 4 20 cost + 16sint cost] dt = —8.
0

(i) SiS:z2=2*4+42 (r,y) e D={2+(y+1)? <4} C R? y F = rotG = (0,0, 2),
entonces

/ < F,dS >= / <(0,0,2),(2z,2y,—1) > dedy = —2Area(D) = —8r
S D

Problema 3. Sigui f(x,y,z2) = \/% isigui S ={a*+y*+ 5 =1}
22 +y?+ 15
(i) Calculeu [ fdS

(ii) Calculeu el flux de F(z,y,2) = (z,y,2?) a través de S orientada pel vector normal
exterior.

(iii) Calculeu la circulaci6é de F al llarg de la corba C' = S N {x = 0} orientada en el punt
(0,1,0) pel vector tangent (0,0,1).

Solucid: (i)

2T
/fds_z/fds_z/ 4/ / )"Y2rdrdf = 8
V1= x2+y

on hem aplicat simetriaiz = 2/1 — (22 + y?), (z,y) € {z*+y* < 1} C R*1||(24, 24, —1)
V143t
\/%“ f(z,y, 2(x, )):\/ﬁ
(z z2+y?)

(ii) Pel T. divergencia

/ <F,dS >= / (2 + 2z)dxdydz = 2vol(W) = 167/3
s W

(i apliquem [, zdzdydz = 0 per simetria)
(iii) O bé parametritzant la corba
O bé observant que rotF' = 0 i pel T Stokes la circulaci6 és 0
O bé observant que F = grad f i pel T Newton-Leibnitz la circulacié és 0.



