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2.5 puntos. Calcular el momento de inercia de una esfera hueca de radio R y densidad superficial constante
p = po respecto un eje que pasa por su centro.
Indicacién: Podeis usar, sin probarlo, que 4 cos® ¢ = 3 cos ¢ + cos(3¢).

Solucién: Suponemos que la esfera tiene su centro en el origen: S = {(z,vy,2) € R® : 22 4+y*+2® = R?} y la parametrizamos
usando la longitud y la latitud: S = (D) C R*, donde

©(0,¢) = (RcosBcos ¢, Rsin 6 cos ¢, Rsin ¢), D =10,27] x [-7/2,7/2].

Entonces sabemos que el elemento de superficie es dS = R? cos ¢ d0dé.
También podemos suponer que el eje de giro es el eje z, luego el momento de inercia es

I, = /(932 +y%)pdS = po/(x2 +42)dS = po/ R? cos® gR? cos ¢ dfdo
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3 puntos. Sea S la superficie de revolucién obtenida al girar la curva
C={(r2)a<r<b, z=1/(1+1%}, 0<a<b,
alrededor del eje z, orientada segiin la normal con componente vertical positiva.

1. Sea F(z,y,2) = (2yz3,32%2%, 322 +3y?). Calcular el flujo fS<F, dS) aplicando directamente la definicién.
2. Sea G : R* — R? un campo de clase C' tal que rot G = F. Calcular la circulacién §,(G,de).

Solucién: Consideramos la parametrizacién S = (D) C R® dada por
o(r,0) = (rcosf,rsind, z(r)), 2(r) =1/(1 +712), D = [a,b] x [0, 27].

El producto vectorial de sus derivadas parciales es
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Por tanto, esta parametrizacién tiene la orientaciéon que queremos, pues la tercera componente de ¢, A @g es positiva.
Ademds, el vector diferencial de superficie es dS = (¢r A pg)drdf, luego

/S (F,dS)

/D <(2r sin0(z(r))*, 3r% cos 0(2(r)), 3r*),r( — 2’ (r) cos 0, —2'(r) sin 0, 1)>drd9 [Fubini]
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= 37r(b4 —a*)/2.

A continuacién, aplicando Stokes, resulta que

7{95<G’ de) = /S(rot G,dS) = /5<F’ds> =37 (b* — a*)/2.




1.5 puntos. Calcular el promedio de la suma x + y de dos nimeros no negativos x,y > 0, tales que la suma
de sus cuadrados es igual a uno: 22 + 3% = 1.

Solucién: Parametrizamos el primer cuadrante de circunferencia C = {(z, y) ER?:? 492 =1, z,y > O} mediante
C=o([0,7/2]) CR?  o(f) = (cosh,sinb).
Buscamos el promedio de la funcién f : C — R, f(z,y) = z +y, sobre C. Aplicando la definicién de promedio vemos que
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1.5 puntos. Sea C la frontera del dominio D C R? obtenido al quitar tres discos de radio uno con centros en
(—3,0), (0,0) y (3,0) del disco de radio diez centrado en (1,0). Calcular la circulacién

/ (y + 2® cos(z?)) dz + (692 + 2:17) dy
c
orientando la mayor circunferencia de C' en sentido horario y las tres menores en sentido antihorario.

Solucién: En primer lugar, si CT = 9D esté orientada segin el vector k, entonces la orientacién que nos piden es C~.
2
Sea P(x,y) =y + 23 cos(z?) y Q(z,y) = ¥ + 2z. Aplicando Green sabemos que

Pdz+ Qdy = —/ Pdz+ Qdy = —/ (Qz — Py)dzdy = —/ dedy = — Area(D) = —(710° =7 — 7 — ) = —97m.
c- c+ D D

3 puntos. Sea S = 51 U Ss la superficie regular a trozos dada por
S = {(x,y,z) ER3:2?+9y2=1, -1<2< 2}, Sy = {(x,y,z) ER3:z=14224+9% 22 +4° < 1}
orientada en el punto (0,0, 1) por el vector normal unitario N = k. Sea F(x,vy,2) = (22,0,1 + x2).

1. Dibujar la superficie S.
2. Calcular [((F',dS).

Solucién: La superficie S es abierta, pero podemos cerrarla si consideramos la tapa plana
T ={(z,y,2) eER?:z=—1, 2 +4y° < 1}.
Aplicando Gauss a la regién W C R? tal que 8W = S U T, vemos que

3/ xdxdydz:/ didexdydz:/ (F,d.S’):/ (F,dS>+/ (F,dS).
w w oW+ s+ T+

La regién W es simétrica respecto al plano {(x,y, z) € R* : 2 = 0}, luego S zdazdydz = 0 y entonces

/S+<F,d5> :—/T+<F,dS> :/7<F,dS).

La superficie T es la grafica de la funcién z = f(zx,y) = —1 sobre el disco D = {(z,y) € R? : 2? +¢* < 1}, luego podemos
parametrizarla mediante la aplicacién ¢ : D — R*, o(z,y) = (z,y, f(z,9)) = (z,y, —1). Entonces el vector diferencial de
superficie es dS = (— fz, — fy, 1)dzdy = kdzdy. Esta parametrizacién ya tiene la orientacién negativa T~ que queremos,
pues el vector normal unitario k apunta hacia el interior de la regiéon W cuando estamos sobre la tapa. Por tanto, usando
que z = —1 en la tapa, obtenemos que

/S+<F,d5):/_(F,dS):/D<(x2,0,1f:v),(O,O,l))dmdy:/Ddxder/Dxdxdy:Area(D)+0:7r.

Aqui hemos usado que el disco D es simétrico respecto la recta {(z,y) € R?:z = 0}, luego fD zdaxdy = 0.




