Nom i cognoms: A

Equacions diferencials GETT (240131) Examen — 21 de gener de 2026
Temps: 3h (la part test es recollira 15 min abans d’acabar les 3 hores)

Instruccions: Aquest examen consta d’una part de preguntes test i una part de problemes:

e Test (T1 - T7): respostes correctes 1 punt, incorrectes -0.20 punts (la suma total del test no sera negativa).
Cal deixar ben clar quina resposta s’ha marcat, o si no se n’ha marcat cap. Les respostes ambiglies es consideraran
incorrectes. La part de test es recollira 15 min abans de la finalitzacié de I’examen.

Molt important: marqueu les vostres respostes a la graella que teniu a final dels enunciats. Es el que
es fara servir per a la correccié automatica. En cas de discrepancia amb possibles marques al text, és
la que es donara per definitiva.

e Problemes (P1-P2): La puntuacié de cada pregunta esta indicada a I’enunciat corresponent. Responeu de manera
concisa pero justificant els passos importants.

Escriviu el vostre nom i cognoms, en majuscules, a cada un dels fulls. Es pot dur formulari si sequeix les condicions publicades
a Atenea. Les notes provisionals, resolucid, data de revisid, etc, sortiran publicades a Atenea.

TEST

T1. (1 punt) Calculeu la circulacié del camp vectorial ﬁ(m,y, 2) = (y2,2%,2?) al llarg de la corba C, que és la interseccié
de lesfera 2 + 92 + 22 = a? amb el pla z 4+ y + 2z = 0. La corba esta orientada en sentit antihorari vista des del punt
(1,1,1).

(a) ma?

3
(a) —2m

(e) Cap de les anteriors

Solucié: Per calcular la circulacié del camp vectorial ﬁ(x,y,z) = (y%,2% 2?) al llarg de la corba interseccié C,
apliquem el Teorema de Stokes, que relaciona la integral de linia amb el flux del rotacional a través d’una superficie
S que tingui C' com a frontera: fc F.dl= ffS(V X ﬁ) -dS. En aquest cas, la superficie més convenient és el disc S
amb vora definida per la interseccié de 'esfera i el pla x +y + 2z = 0.

Primer, calculem el rotacional del camp vectorial:

i j k

l 1%} 1%} 1é)
VxF= Er 8712/ 32| = (—22, —2ZC, —2y)

y2 z 1‘2

La superficie S és un disc contingut en el pla x +y+ 2z = 0. El vector normal unitari a aquest pla, seguint ’orientacié
antihoraria vista des de (1,1,1), és N = %(17 1,1). El producte escalar entre el rotacional i el vector normal és:

(Vxﬁ)~N:%(—2z—2x—2y)=—%(m—i—y—i—z)

Ates que per a tots els punts de la superficie S es compleix I'equacié del pla x + y + z = 0, el producte escalar és
identicament zero en cada punt del disc:

(vXﬁ)N:—%m):o

En conseqiiéncia, la integral de flux del rotacional sobre la superficie S s’anul-la completament:

fﬁ-df://@dszo
C S

D’aquesta manera, concloem que la circulacié del camp vectorial al llarg de la corba C' és zero. Aquest resultat és
coherent amb el fet que el component del rotacional normal a la superficie equipotencial del pla és nul.
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T2. (1 punt) L’area d’una tanca de base C = {;132 +y?=1,2>0,y>0, a# 1} i alcada determinada per la superficie
a

z =xy és:
()g.a3+2a+1
& 3 a? —1
a
(b)g
(©) a24+a+1
a+1
(d) a a’+a+1
3 a+1 °

(e) Cap de les anteriors

Solucié: L’area demanada correspon a
Area = / xy dl
c

Si parametritzem C per y(6) = (acosf,sinf), 6 € [0,7/2], tenim que

w/2 /2
/ xydéz/ acos9~sin9~||'y’(9)||d9:/ asing - cos0y/a2 + (1 — a2) cos? 0 db),
c 0 0

on hem fet servir que sin?# = 1 — cos? 6. Per a calcular la primitiva

/asin0 -cosB+/a2 + (1 — a2) cos? 6 df
podem aplicar el canvi u = a? + (1 — a?) cos? @ = du = —2(1 — a?) cos §sin §, que la converteix en

a __L a2 _ag 6052 3/2 .
_W/ﬁdu— 3(1_a2)( +(1—a®)cos® )" + k

Aplicant Barrow, es dedueix que

/2
/0 asin&-cosé)\/aQ—i—(l—a2)c0829d9:—ﬁ (@®=1)=- ————,

on hem tingut en compte que a®> —1 = (a — 1)(a® + a + 1).

T3. (1 punt) Considereu la corba C = (y = 22, z € [0,1] i siguin: Soy la superficie de revolucié obtinguda al revolucionar
C respecte de 'eix OY: i Sox la superficie que s’obté al fer-ho respecte de 1'eix OX. Aleshores:
(a) Ambdues superficies tenen el mateix area.
(b) L’area de Soy és més petita que l'area de Sox.
(c) L’area de Spx és més petita que ’area de Soy.
(d) L’area de Sox és més gran (estrictament) que 271'%.

(e) Cap de les anteriors

Solucié: Recordeu que

Area(Soy) = 277/ xdl, Area(Sox) = 27r/ ydl.
c c

Si parametritzem C per v(z) = (z,22), z € [0,1], es té que v/(z) = (1,2z) i, per tant, |7/ (z)| = V1 + 422, Aix{
doncs:

1 1
Area(Soy) = 27T/ xdl = 27r/ xV' 1+ 422 dx, Area(Sox) = 27T/ 22 dl = 27r/ 221+ 422 dz.
C 0 C 0

Tenint en compte que la integral sobre un interval no varia si aquest és obert o tancat (I’area sobre un punt és 0),
del fet que si € (0,1) aleshores 22 < z, i que /1 + 422 és sempre positiu, es dedueix que

1 1
Area(Sox) = 27T/ 221+ 422 de < 27T/ v/ 1+ 422 dz = Area(Soy).
0 0




Finalment,

1 1 371
R 5
Area(Sox) = 27r/ 221+ 422 de < 2#\/5/ 2% de = 27V/5 [a;} = 277%.
0 0

0

T4. (1 punt) Considereu una barra unidimensional de longitud =, la temperatura de la qual, u(z,t), evoluciona segons
I’equacié de la calor amb una font interna:

Ut = Ugy +cosx, O0< <.
i amb condicions de contorn de Neumann homogenies:
ug(0,8) =0, wuy(m, t)=0.

Aleshores, una solucié u(z) que no depengui del temps és:
(a) u(x) = —cosxz 4+ C, amb C constant arbitraria.
(b) u(z) =sinz + C, amb C constant arbitraria.
(¢) No existeix cap u(z) que ho satisfaci.
(d) u(z) =cosz+ C, amb C constant arbitraria.

(e) Cap de les anteriors,

Solucié: Que u(z,t) no depengui del temps equival a que u = u(x) i, per tant, a que u; = 0. Aleshores, I'equacié
es redueix a una EDO de segon ordre:

v’ (x) 4+ cos(z) =0 = u”’(z) = — cos(x),
on ' = d/dx, amb condicions v'(0) = u/(7) = 0. Integrant-la, obtenim v/(z) = —sinz 4+ Cy, amb C; € R. Si
imposem u'(0) = w/(7) = 0 es dedueix que Cy = 0, de forma que v/(z) = —sinz. Integrant novament, s’obté que

u(z) = cosz + C, amb C € R constant arbitraria.
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T5. (1 punt) Sigui F(x,y,z) = (4:52, 52/,22>.

Calculeu el flux del camp F a través de la vora del solid W = {(z,y,2) € R* | 22 >a*+¢% 2 +1y>+22 <2, 2 >0}
orientada pel vector normal apuntant cap a l’interior.

(a) 7/2
(b) —m
(c) 3m/2
(d) —27
(e) 25

Solucié: Apliquem el teorema de la divergencia:
2 pl p/2—12
ﬂux:f/ (8x+5y+22)dxdydz:72/ / / zrdzdrdf = —m,
w o Jo Jr

on hem utilitzat que 'orientacié és 'oposada de 1'usual, que / zdxdydz = / ydxdydz =0 i usat coordenades
w

w

cilindriques per a resoldre la integral zdxdydz.
w

T6. (1 punt) Calculeu la circulacié del camp F(x,y) = (22, y) al llarg de la corba {(w,y) €R? | %2 +y-12=1, 2> 1}
recorreguda en sentit antihorari.
(a) O
(b) V3
(c) V3/3
(d) 3v/3/2



(e) V3/2

Solucié: Una possible opcié és comprovar que F' és un camp conservatiu (n’hi ha prou a veure que rot F = 0 i que
el domini de definicié de F, R?, és simplement connex). Per tant, la integral no depen del cami escollit. Canviem la

corba donada per un segment: o(t) = (1,t),ont € [1 - ?, 1+ @ . Llavors la circulacié val
143
[ n.omya=va
V3

2

Una altra manera de resoldre’l es aplicant el teorema de Newton-Leibniz.

T7. (1 punt) Siguin h, R > 0. Calculeu la massa de la superficie S = {(z,y,2) € R® | 3*>= %22(:52 +2%),0 <y < h}si
la densitat superficial és igual a la distancia al pla z = 0.
(a) O
) 3R2\/T+7R2

(o) VIR
3

(d) 4R\/h? + R?
3

(©) 3RVh2 + R?
4

Solucié: Parametritzem el con en forma de grafica d’una funcié:

h
y=y(z,2) = E\/:ﬂ + 22, (z,2) € K ={(z,2) € R* | 2?+2? <R?}.

Llavors
m($) = [ JoldS = [ Vel ~tgldods =2 [ 2|z L) |dsd:
s K K
_ NG 2
on K és la part del cercle amb z > 01 ||(yz, —1,9.)| = T+R Aixi s’obté
V2 +R2 [T 4R*\/h? + R?
m(S) :ZTJFR/ / Psingdrd = =T
o Jo

on hem utilitzat coordenades polars £ = rcosf, z = rsiné.




PROBLEMES

P1. (1.5 punts) Un model senzill de moviment interplanetari (pensant en traslladar una nau d’un planeta a un altre, suposats
els dos planetes puntuals i de masses iguals) vé donat pel segiient sistema d’EDO:

l’” o 2y/ — Qr
y// + 2&3/ — Qy;

on Qz,y) = $(a* +y?) + ﬁ + i, essent 1 = y/(z — 3)2+ 2, ro = \/(z + 3)? + 2, les distancies respectives de la

nau a un i a laltre planeta, ), = g—g, Q, = g—g, "=d/dtion (x,y) és la posicié de la nau.

Aleshores, resoleu les segiients qiiestions:
(a) Expresseu el sistema anterior com un sistema d’EDO de 17 ordre en forma normal. Indicacié: la dimensié del
sistema resultant és 4.

robeu els punts d’equilibri del sistema obtingut a (a) que estiguin situats tora de l'eix x (és a dir, amb y .

b) Trob 1 ts d’equilibri del si bting iguin situats fora de lei és a di b 0
Indicacié: al sistema que heu de resoldre per tal de trobar els punts d’equilibri traieu factor comi z a la 3% equacié
iy ala4® equacio.

(¢) Quina interpretacié podeu donar dels punts d’equilibri?

Solucio:

(a) Amb el canvi de variables z1 = x, 29 = y, 23 = o', x4 = ¥/, el sistema de dues EDOs de 2n ordre esdevé un
sistema de 4 EDOs de ler ordre:

) =13

l‘/2 = T4

5=2 Q. ( )
T3 = 214 + g (71, T2

!

Ty = —2x3 + Qy, (1, 22).

(b) Per a buscar els punts d’equilibri cal resoldre:

T3 =

x4 =0

Oy, (x1,29) =0
=0

Qz2 (1’1,$2)

Traiem factor comu de x1; = x a la 3a equacié i de x5 = y a la 4a equacid i obtenim dues equacions a resoldre:
1 1 1 n 1 1 0
T e p— —_— — — =
2r$ 213 4r3  4r3

1 1 1 =0
y 21"“13 21"3 B

(*) 1 L L =0

T 9.3 9.3
2ry 2r;

Com que y # 0 de la 2a equacié obtenim

i substituint a la la, s’obté ry = 1o = r. Llavors de (*): 1 = T% és a dir » = 1, de manera que hi ha 2 punts

d’equilibri localitzats a distancia 1 dels dos planetes.
(¢) Del fet que els punts d’equilibri satisfan les equacions de I'apartat anterior es deriva:
x3=0=>2"=0,
24=0=19y =0,
Qxl (xlv xQ)

Oy, (21, 22)

=0 i 24=0=24=0=2"=0,
=0 i z3=0=2,=0=¢y"=0.

Per tant, als punts d’equilibri 'acceleracié és nul-la i la velocitat també, de forma que la nau romandra per
sempre, a velocitat 0, en els dos punts d’equilibri trobats.




P2. (1.5 punts) Sigui Q = R3\ {(0,0,2) | z € R}. Considereu el camp vectorial definit a Q:

F(x,y,z) = (y +azz

x 2 2
PO ,W—Fﬁyz,(ﬂ? +y)7>a

on a, 3,y sén constants reals.

(a) Es Q un domini simplement connex? Justifiqueu la resposta.

(b) Demostreu que si a = 8 = 27 aleshores rot F' = (0,0,0) a tot €.
A partir d’ara, suposeu que o = 5 = 2.
¢) Descomposeu F' com a suma de dos camps vectorials: F' = F,, 4+ F},, on F, no depen de les constants «, 5,y (i, és clar,
p

F,, sf). Demostreu que F, no és conservatiu a €.

(d) Considereu ara el subdomini ' = {(z,y,2) € R® | y > 1}. Justifiqueu que €’ és simplement connex i demostreu que
F, =Vf, on f,(z,y,2) = arctg (y/z).

(e) Trobeu un camp escalar f, tal que Vf, = F, i justifiqueu que f, € C* ().

(f) Calculeu el treball realitzat pel camp F per moure una particula al llarg de 'helix H parametritzada per o(t) =
(cost,2 +t,sint) t € [0, 27].

Solucié:

(a) No ho és. N’hi ha prou a veure que qualsevol corba tancada al voltant de ’eix OZ no es pot deformar fins a esdevenir
un punt sense sortir del domini (2.

(b) Considerant l'expressié del rotacional, obtenim:

rot F' = (y(2y — B), z(a — 29),0)
Tgualant la primera i la segona component a zero obtenim que 8 = 2y i a = 2+, respectivament. Aleshores, a = = 2+.
(c) Clarament, F = F, + F, amb F, = (ﬁ;fyz, %W,O) i F, = (2yaz, 2yyz,v(2? + y?)).
Una possibilitat és considerar una corba tancada C' a 2 de manera que la circulacié d’F, al llarg d’ella no sigui
nul-la. Per exemple, si considerem C com la circumferéncia de radi 1 centrada a ’origen al pla z = 0, tenim

2m 27
f F,-dl = / (—sint,cost,0) - (—sint,cost,0)dt = / (sin® ¢ + cos? t)dt = 2m # 0.
c 0 0

(d) Q' si és simplement connex doncs qualsevol corba tancada dins d’Q) es pot deformar fins a obtenir un punt que
pertanyi a Q. De fet, la idea és que evita ’eix OZ. Comprovar que V [, = F, és directe a partir del fet que

afv_;(_g)__L Of _ 1 (L\_ =z
3:17_1_’_(3)2 r2) x2+y2’ ay_1+(£)2 T _$2+y2'
(e) Busquem ara una funcié escalar f, tal que V f, = F,. Imposem:

Ofp
or
Ofp

Derivant I'expressié anterior respecte a y i substituint a la condicié By = 2vyz:

=2vzz = fp= vx?z + g(y, ).

0
0+ 22 =2yyz = g(y,2) = 1°2 + h(z).

dy
Tenim que f, = yz%z + vy?z + h(z) = v2(2® 4+ y?) + h(z). Substituint a la condicié de la z:
0
a—];p =72 +9%) = y(@? + ) + 1 (2) = y(2* +y?) = W(2) =0 = h(z) =C.

Per tant,

fo(z,y,2) =72(2® +y*) + K,  KE€R,
que és de classe C1(£)') doncs les seves derivades parcials existeixen a ' i sén funcions continues. L’expressié del
potencial, a €/, de F és

flz,y,2) = folz,y, 2) + folx,y, z) = arctan(y/x) + vz(2® +9%) + K.

(f) Tenint en compte que H esta inclosa a ', que ' és simplement connex i que a Q' es té que F = V f, del teorema
de Newton-Leibniz es dedueix que

/F-diz/ Vf-dl = f(B) — f(A) = arctg (2 + 27) — arctg 2,
H H

on B=o(2m)=(1+2+27,0)i A=0(0)=(1,2,0).




