Nom i cognoms Columna Fila
(en MAJUSCULES !) (,B,C..) || (1,2,3..) (Al)
Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 13 Juny 2024

Puntuacions Temps: 2h 45min

x Test (t1 — td): respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.20 punts (la suma total del test no sera negativa). Cal deixar
ben clar quina resposta s’ha marcat, o si no se n’ha marcat cap. Les respostes ambigiies es consideraran incorrectes.

* Problemes: pl — 4 punts, p2 — 3.5 punts,

*x Qiiestions (ql — q3): 1.5 punts cadascuna; les respostes erronies no resten. Heu d’escriure la resposta al requadre
i una BREU justificacié (tota resposta sense justificar és un 0).

Nota maxima: 16 punts

Considerem I'EDO 2/ = 23(2? — 4)(x + a), essent o # 0,+2. Quina és l'estabilitat dels punts —2, 0 i 2
com a punts d’equilibri? (A = atractor, R = repulsor, I = inestable).

Solucié: L’EDO ve definida per la funcié f(z) = 23(2? —4)(z+«), i els seus zeros sén els punts d’equilibri de 'EDO:
0, 21 —a. Com que sén tres zeros simples i un de triple, la funcié canvia de signe en cadascun dels seus zeros. Usant
aquest fet i que f(z) és positiva quan z — +00, deduim que si ordenem els punts d’esquerra a dreta la seva estabilitat
és: A, R, A iR. Segons el valor de «, el punt —a ocupa un lloc o altre d’aquesta llista. Suprimint-lo, tenim ’estabilitat
de —2, 01 2 en aquest ordre.

Si x(t) és la solucié del PVI 2" 4+ 22’ +xz =at +b, x(0) =b, 2/(0) =a, trobeu el valor de z(2).
[Ind.: L'EDO té una solucié particular de la forma x,(t) = At + B.]

Solucié:  La part homogenia té el polinomi caracterfstic p(A\) = A2 +2X+ 1, amb A = —1 arrel doble, i per tant
zh(t) = cre P +eotet. Substituint z,(t) = At+B a ’EDO no homogenia obtenim la identitat 0+2A+(At+B) = at+b.
Igualant coeficients resulta A = a, B = b — 2a, i per tant tenim z,(t) = at + (b — 2a) com a solucié particular.
La soluci6 general de ’'EDO no homogenia és z(t) = z,(¢) + zn(¢). Imposant les condicions inicials obtenim el sistema
(b—2a)+c1 =b, a—c1+ca =a, donresulta ¢; =c2 =2a. Per tant la solucié és z(t) = at + (b —2a) +2ae (1 +1),
amb x(2) = b+ 6ae 2.

Trobeu tots els valors de i per als quals la solucié del PVI X' = < _,uz a(,Lu > X, X(0)= <1>,
tendeix a ’origen quan t — co.

Solucié:  La traga i el determinant sén T = (14+a)u i D = a(p® + 2).

— Sia <0, tenim D < 01 per tant el sistema és una sella. Aixi, cal que (1,1) sigui vector propi de valor propi < 0.
Multiplicant la matriu per (1,1) obtenim (a + p, ap — 2). Aixi (1, 1) és vector propi si a + u = apu — 2, que ens déna
uw=—(24+a)/(1 —a). El valor propi és a+pu=a—(2+a)/(1 —a), iés negatiu.

— Si a =0, el sistema és degenerat amb valors propis 0 i p. La solucié només pot tendir a l'origen si g < 0 i, a més,
el vector (1,1) és vector propi de valor propi u, és a dir, proporcional a (u, —2). Per tant, cal u = —2.

— Sia > 0, sempre tenim D > 0 i les solucions tendeixen a 'origen quan p < 0, per a qualsevol condicié inicial.




Considerem el problema segiient per a I’equacié de Poisson amb condicions de contorn de Neumann,

Ugg + Uyy = 22y — X, r € (0,2m), ye€ (0,m),

uy(z,0) = ma?, x € (0,2m),
uy(z,m) =0, x € (0,2m),
ue(0,y) = ug(m,y) =0, y € (0,m).

Donada una solucié u(zx,y), definim la funcié F(x) = / ugz(z,y)dy. Calculeu F''(z).
0

Solucié:  Derivem F(x) prenent x com a parametre de la integral, apliquem EDP, integrem i finalment apliquem les
condicions de contorn:

F/(a:):/ umdy:/ (—tyy + 22y —z)dy = —uy + 2y* — 7Y
0 0

y=m
= —uy(z,7) + 722 — T +uy(2,0) = T2(T — 1 +2T).
y=0

Considerem el sistema d’EDOs 2/ = 3% — 22y, 3 = 822 — 4ay.

(a)
(b)
()

Trobeu tots els seus punts d’equilibri.

Determineu, si és possible, 'estabilitat de cada punt d’equilibri pel metode de linealitzacié.

Trobeu el valor de k per tal que V(z,y) = k22 +y? sigui una quantitat conservada. Quina és I'estabilitat
del (0,0) com a punt d’equilibri?

Sigui (x(t),y(t)) la solucié6 que compleix (z(0),%(0)) = (v/2,0). Quin és el limit d’aquesta solucié
quan t - 4o00? I quant— —o0?

Que podem dir de I'estabilitat dels punts d’equilibri trobats a ’apartat (a), en els casos en que 'apartat (b)
no decideix? [Ind.: Un dibuix del retrat de fases us pot ajudar.]

Solucié:

(a)

(b)

Escrivint el camp vectorial associat com a F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)), hem de resoldre el sistema P(z,y) =
Q(z,y) =0, ésadir, y(y—2z) = 4z(2x — y) = 0. Facilment veiem que els punts d’equilibri sén tots els de
la recta y = 2x.

En un punt (a,2a) de la recta de punts d’equilibri, la matriu jacobiana és

Dﬁ(a, 2a) — —2y 2y — 2x _ —4a  2a
8a —4da
(a,2a)
que té determinant D = 0 i traca T' = —8a. Per tant,

162 — 4y —4x
— sl @ < 0 tenim un valor propi 0 i laltre positiu i per tant el punt (a,2a) és inestable, i és no repulsor pel fet
que tenim tota una recta de punts d’equilibri;

— si a > 0 tenim un valor propi 0 i 'altre negatiu, o el valor propi doble 0, i per tant la linealitzacié no decideix.
Calculem la derivada temporal:

W(z,y) =V, -P+V,-Q= 2k:c(y2 —2xy) + 2y(83:2 —dxy) = (2k — 8)xy(y — 2x).

Escollint k£ = 4 tenim W = 0 i llavors V és una quantitat conservada. Deduim que el (0,0) és estable no atractor
(si k > 0 podem usar V com a funcié de Lyapunov ja que és definida positiva en aquest punt).

Les orbites sén contingudes en corbes de nivell V(x,y) = const, que sén el-lipses. La que passa per (v/2, 0)
és 42? +y?> = 8. Tallant aquesta el-lipse amb la recta de punts d’equilibri y = 2x, obtenim els punts (1,2)
i (—1,—2), i lorbita és la meitat de P'el-lipse definida per y < 2z, la qual es recorre en sentit antihorari ja que
F(v/2,0)) = (0,16) té la segona component positiva (I'altra meitat es recorre en sentit horari). Els limits demanats
son els dos punts d’equilibri sobre 1’el-lipse:

Jim @(0.9(0) = (1.2, i (@(0).5(0) = (-1.-2)

t——o0

Cada ellipse 422 4 y? = const ve dividida en dues meitats per la recta de punts d’equilibri y = 2z. La meitat
inferior—dreta es recorre en sentit antihorari, i la meitat superior—esquerra en sentit horari. Llavors els punts
d’equilibri (a,2a) amb a > 0 sén estables no atractors.




Nom i cognoms Columna Fila
(en MAJUSCULES !) (4,B,C...) || (1,2,3..) (B)
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Temps: | 2h 45min

p2

Sigui u(z,t) la solucié del problema segiient, corresponent a la distribucié de temperatures en una barnilla

amb una font de calor variable,

(a)

(b)

U — Ugy = 23 €72 cos(5z), O<z<m, t>0,
u(z,0) = 3sinx — sin(3z) + cos(bz), 0 <z <,

u(0,t) = e 2, t>0,
u(m,t) = —e 2, t > 0.

Trobeu una solucié particular de 'EDP, de la forma u,(z,t) = e~%(acos(5x) + bsin(5x)). Fent el canvi
v(z,t) = u(x,t) — up(x,t), obtenim un nou problema de la forma

Vg — VUge = 0, O<x<m, t>0,
v(x,0) = g(x), O<z<m,
v(0,t) = v(m,t) =0, t>0.

Determineu la funcié g(z).

Resoleu el nou problema obtingut a ’apartat (a) usant separacié de variables, i deduiu-ne la solucié u(zx,t)
del problema original.

Solucié:

(a)

Si imposem que up,(z) sigui solucié de PEDP original, obtenim
—2e ?(acos(5x) + bsin(5z)) — e 2 (—25a cos(5x) — 25bsin(5z)) = 23 e~ cos(5z).

Igualant coeficients, obtenim —2a + 25a = 23, —2b+ 25b =0 i per tant a = 1, b = 0. Tenim aix{ ia solucié
-2t

particular | up(x,t) = e *" cos(5z) |, que també satisfa les condicions de contorn.

La nova funcié incognita v(z,t) = u(z,t) — up(z,t) ha de ser solucié del problema amb 'EDP i les condicions
de contorn homogenies, i la condicié inicial ve donada per

v(z,0) = u(x,0) — up(z,0) = ‘ 3sinz —sin(3z) = g(z) ‘

......

variables, (:C, t)=X(z)-T(). D aquesta manera, obtenim 2 EDOs amb algunes condicions addicionals:

X"(x) = AX(z)=0, ze€(0,7), T'(t) — XT'(t) =0, t>0.
X(0)=X(m) =0,
En el primer cas tenim un PVF que té com a valors propis ), = —n? i funcions propies X, (x) = sin (n:v), n>1.
Substituint a 'altra EDO obtenim T}, (t) = e~™"*. Els modes normals sén v, (z,t) = X, ( ) w(t), n> i caldria
buscar la solucié com a combinacié lineal infinita d’aquests modes normals, és a dir, v Z dne” " sin(nx).
n>1
Imposant la condicié inicial veiem per inspeccié directa que dy =3, ds = —-11d,, =0, per an # 1,3.

Tornant al problema original, la solucié és u(z,t) = up(z) + v(x,t) = ‘ e %' cos(5x) + 3e T sinx — e ¥ sin(32) ‘




2 _
ql| Determineu, en funcié del parametre s, si el sistema lineal X' = ( #2:“_1_ 3 ﬁ 5 > X  és estable
o inestable, indicant també si és en algun cas és atractor o repulsor.
Resposta: estable atractor si 0 < p < 3/2
estable no atractorsi p=0 o pu=3/2
inestable no repulsor si <0 o u > 3/2
Justificacio:
Calculem la traca i el determinant: 7 = p? —p—2 = (u+1)(u—2), D= —p?(u+2)+ u(p? +3) = u3 — 2u).
En funcié de u, podem determinar 'estabilitat:
* st 0 <p<3/2, tenim D >017T < 01iper tant és atractor;
* si u=0 o u=23/2, tenim D =017 < 0 (degenerat amb un valor propi negatiu) i per tant és estable no atractor;
x si <0 o p>3/2, tenim D < 0 (una sella) i per tant és inestable no repulsor.
q2 Determineu els valors del parametre a per als quals 'origen és un punt d’equilibri repulsor del sistema d’EDOs
o = az® — 252, Y = ay — z24°.
[Ind.: Useu V(z,y) = (2? +y*) com a funcié de Lyapunov.]
Resposta: a>0
Justificacio:
Provem primer amb el metode de linealitzacié. La matriu jacobiana és J(0,0) = < 8 , que té valors propis A\; =0
i A2 = a. Quan a < 0 no decideix, i quan a > 0 ens diu que l'origen és inestable perd no permet assegurar que sigui
repulsor. Aplicant el metode de Lyapunov amb la funcié V(z,y) = 1(2? +3?) (que té un minim local estricte a I'origen)
obtenim W (z,y) = (VV (2,y), F(z,y)) = x(az’® — 2°y?) + y(ay — 22y?) = (z* + y*)(a — 2%y?), i per tant:
— si a <0, tenim W definida negativa i l'origen és atractor;
— si a =0, tenim W semi-definida negativa i 'origen és estable;
— sl a > 0, tenim W definida positiva (ja que W(x,y) > 0 per a (z,y) proper al (0,0)) i Porigen és repulsor.
Utt — Uz = 0, O<ax<m teR,
C u(x,0) = sinzx, 0<z<m,
q3 Trobeu la solucié del problema i, 0) = sinz, 0<a<n,
u(0,t) = u(m,t) =0, teR,

sabent que és de la forma u(x,t) = X(x) - T(t).

Resposta: ‘ u(z,t) =sinz - (cost + sint) ‘

Justificacié:

Fent la substitucié, obtenim
1
2

X(x)T"(t) = X" () T(t),  (

T(0) X (z) = sinw, (

T7'(0) X (z) = sinx, (3

X(0)=X(r)=0. (4
De (2) i (3) deduim que T'(0) i 77(0) sén iguals, i no poden ser 0. Anomenant a = 7(0) = 7"(0), obtenim X (z) = 1 sinz,
que clarament compleix (4). Substituint en (1), obtenim V'EDO T”(¢t) = —T(t) amb la condicié T'(0) = T'(0) = a, que
té com a solucié T'(t) = a(cost +sint). Aixi, la solucié buscada és wu(z,t) = X (z) - T(t) = sinz - (cost + sint).

— N —

Alternativament, podem desglossar el problema inicial en suma de dos problemes amb una unica condicié no homogenia,
i aplicar el metode de separacié de variables a cadascun (el PVF és el mateix en els dos casos i, en cadascun, la solucié
ve donada per un tnic mode normal).




