Nom i cognoms Columna Fila
(en MAJUSCULES 1) ,8,C...) || (1,2,3...) (Al)
Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 10 Gener 2024

Puntuacions Temps: 2h 45min

x Test (t1 — td): respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.20 punts (la suma total del test no sera negativa). Cal deixar
ben clar quina resposta s’ha marcat, o si no se n’ha marcat cap. Les respostes ambigiies es consideraran incorrectes.

* Problemes: pl — 4 punts, p2 — 3.5 punts,

*x Qiiestions (ql — q3): 1.5 punts cadascuna; les respostes erronies no resten. Heu d’escriure la resposta al requadre
i una BREU justificacié (tota resposta sense justificar és un 0).

Nota maxima: 16 punts

Si z(t) és la solucié de 'EDO | o’ = (z — 1)?(x — 2)%(z — 4)?sinz | amb la condicié inicial x(0) = zp, quin

és el limit de z(t) quan t — oo ?

Solucié:  Definint la funcié f(z) = (z — 1)?(x — 2)?(z — 4)?sinx, els seus zeros sén els punts d’equilibri de 'EDO:
1, 2,41 tots els kw amb k € Z. El signe de f(z) és el mateix que el de la funcié sinz a tot R, excepte que també s’anul-la
als punts 1, 2 i 4. Llavors, si f(xg) > 0 la solucié x(¢) tendira cap al punt d’equilibri més proper situat a la dreta de xq,
isi f(zo) <0 la soluci6 z(t) tendira cap al punt d’equilibri més proper situat a ’esquerra de zg.

_ t
Trobeu el valor de y(1) per a la solucié X (t) = <zgg> del sistema no homogeni X' = < i 01 > X+ ( Et )

amb la condici6 inicial X (0) = <Z>, sabent que ®(t) =e' < 1 1+1

1 ; ) és una matriu fonamental de la part

homogenia del sistema.

Solucié:  Aplicant el metode de variacié de constants, tindrem una solucié particular X,(t) = ®(¢)

/ t /
Plantegem el sistema ®(t) <Z}Eg> = <2t) que reescrivim, simplificant, com a < 1 1—1i_t ) (u,l Et)
2

1

1

Obtenim u}(t) =1 i uh(t) =0. Integrant tenim wuy(t) =t i uz(t) =0, i una solucié particular X,(t) = te (1
«

«

+«

La solucié general és X (t) = X, (¢)+P(t . Imposant la condicié inicial, resulta el sistema I S -
p e 1 0
2

que té com a solucié ¢1 = «, ¢ = 0. Aixi obtenim X (1) = X,(1)+ ®(1) <(g> =e <1 ig), i per tant y(1) = (1

3p 4u
kk
(suposant k fixada) tots els valors de u per als quals aquest sistema és un node repulsor.

Considereu el sistema lineal homogeni de matriu A, = < ) , on g € R és un parametre. Trobeu

Solucié:  Calculem la traga, el determinant i el discriminant de la matriu:
T =3u+k, D = —kp, A=T?*—4D =9u® + 10 kp + k%

Tindrem un node repulsor quan 7' > 0, D > 01 A > 0. Per a cada valor k # 0 fixat, mirem per a quins valors de pu es
compleixen aquestes desigualtats (descartem el cas k = 0 en qué no podem tenir D > 0). Notem que 7', D i A canvien
de signe quan p = —k/3, quan u = 0, i quan u = —k/9 o u = —k, respectivament. Aix{ podem veure, en funcié de k,
els valors de u per als quals tenim un node repulsor:

x si k>0, quan —k/9 < pu < 0;

* si k <0, quan p > —k.




Considereu el problema segiient per a ’equacié d’ones en el cas d’una corda infinita,

Upp — 4 Uyy = 0, r€eR, teR,
u(z,0) = sinz, z € R,
ug(x,0) = cos(2z), = €R,

Quin valor té la solucié a la posicié x i temps t = /87

xr+ct 1 ) ) r+2t
(flx+ct)+ f(xz—ct)) + % /m_ct g(s)ds = §(sm(x + 2t) +sin(z — 2t)) + 1 /m—2t cos(2s) ds

DN | =

u(z,t) =
1 . : 1 . .
= §(sm(x + 2t) +sin(z — 2t)) + g(sm(2x + 4t) — sin(2z — 4t)).
Llavors,

u(z,m/8) = %(sin(:c +7/4) +sin(z — 7/4)) + %(sin(Qa: +7/2) —sin(2x — 7/2)) = g sinx + i cos(2x).




Considereu, al pla de coordenades X = <z>, el sistema lineal X’ = A X de matriu A = < 2u pt1 >,

4 0

on p € R és un parametre.

(a)

Als apartats (b, c,d), denotem X (¢) = <x(t)> la solucié que compleix la condici6 inicial | X (0) = <3>

(b)
()
(d)

A lapartat (e), denotem X (t) = (

(e)

Classifiqueu el sistema en funcié del parametre p.

y(t)

Trobeu tots els valors de p per als quals X (¢) tendeix a l'origen quan t — —o0.

Trobeu tots els valors de u per als quals X (¢) tendeix a l'origen quan t — +o0.
En el cas , quin és el limit de X (t) quan t — 400 ?

[Ind.: Un dibuix del retrat de fase us pot ser 1til; no cal que trobeu la solucié explicitament.]
Z(t)
y(t)
En el cas H, la solucid X'(t) talla l'eix y 7 [Justifiqueu la resposta.]

[Ind.: Un dibuix del retrat de fase us pot ser 1til; no cal que trobeu la solucié explicitament.]

) la solucié que compleix la condicié inicial | X (0) = <1>

Solucié:

(a)

Calculem la traca, el determinant i el discriminant:
T=2u D=—-4(u+1), A=T?—4D =44>+16p+ 16 = 4(u + 2)°.
Notem que A > 0 per a tot u, excepte que A = 0 quan g = —2. Observant també els signes de T'i D, tenim:
* un node propi atractorsi u < —2 osi -2 < pu< —1,
* un node impropi atractor si p = —2 (ja que la matriu no diagonalitza),
* un sistema degenerat si u = —1 (un valor propi 0 i altre negatiu),
* una sellasi pu> —1.
Per a ;1 < —1 (node atractor) o = —1 (degenerat amb valors propis 0 i negatiu), cap solucié (llevat de la trivial)

no tendeix a l’origen quan t — —oo. Per a p > —1 (sella), caldra que ? sigui vector propi de valor propi positiu

de la matriu: calculant A (?) = <7,u1—2l- ! >, hem de tenir (7p+1)/3 =12/1, ésadir p =5, illavors el valor

propi és 12 > 0. Per tant, 1'inic cas és .
Per a 4 < —1 (node atractor), qualsevol solucié tendeix a 'origen quan ¢ — +o0o. Per a yu > —1 (sella) i p = —1

(degenerat amb valors propis 0 i negatiu), caldria que <3) fos vector propi de valor propi negatiu de la matriu,

1

pero ja hem vist a (b) que (?

Per tant, la resposta és

Tenim un sistema degenerat. La matriu A =

> només és vector propi quan p = 5, pero que llavors el valor propi és positiu.

( _42 8 ) té valors propis 0 1 —2, amb vectors propis (?) i (—12>

que corresponen, respectivament, a la recta de punts d’equilibri i a la direccié atractora.

La recta de punts d’equilibri és « = 0 (leix y). Totes les orbites que no sén punts d’equilibri sén semirectes
contingudes en rectes de la forma y = —2z+ ¢ (de pendent —2), i el limit quan ¢t — 400 és el punt d’equilibri que

es troba sobre aquesta recta. En el cas de la condicié inicial X (0) = (?), tenim la recta y = —2x+ 7, ifent

la intersecci6 amb z = 0 obtenim el punt <2>

Tenim una sella. La matriu A = <i g) té valors propis —2 i 6, amb vectors propis (_12) i <g>

0
I’eix y, perque hauria de travessar el primer o el tercer quadrant, i per tant tallaria la recta repulsora o la recta
atractora, contradient el teorema d’existencia i unicitat.

. . . . AP > 1
que corresponen, respectivament, a les direccions atractora i repulsora. La solucié X (¢) amb X (0) = ( ) no talla




Nom i cognoms Columna Fila
(en MAJUSCULES !) (A,B,C...) || (1,2,3...) (B)
Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 10 Gener 2024

Temps: | 2h 45min

p2

Considerem el problema segiient per a una corda vibrant sotmesa a una forca externa,

(a)
(b)

()

Ut — Ugy = 4sin(2t) + 25sin(5z), z € (0,7), teR,

u(z,0) =1, z € (0,m),
u(z,0) = =2, x € (0,m),
u(0,t) = u(m,t) =1 — sin(2t), teR.

Trobeu una solucié particular de 'EDP, que sigui de la forma uy(z,t) = 2(t)+w(x), i que també satisfaci
les dues condicions de contorn i una de les condicions inicials (deduiu quina).

La nova funcié incognita v(x,t) = u(z,t) — up(z,t) sera solucié d’un problema de la forma

Vgt — Ugg = 0, 33‘6(0,71'), t €R,
’U(:L',O) = f(x)v x € (0777)7
ve(x,0) = g(x), z e (0,7),
v(0,t) = v(m, t) =0, teR.

Quines sén les funcions f(z) i g(x)?

Trobeu la soluci6 v(x,t) del nou problema, i la soluci6 u(z,t) del problema original.

Solucié:

(a)

Substituint a 'EDP, s’ha de complir que z”(t) —w” (x) = 4sin(2¢) 4+ 25sin(5x), i per tant fem que z”(t) = 4sin(2t)
i w”’(z) = —25sin(5x). Integrant dos cops, obtenim wup(z,t) = —sin(2t) + c1t + sin(5z) + caz + ¢3, on c1, ca,c3
son constants d’integracio.

Mirem si és possible satisfer les condicions inicials: tenim wup(z,0) = sin(bz) + cox + ¢3, (up)e(x,0) = =2+ ¢1.
No és possible satisfer la primera, pero si la segona, si escollim ¢; = 0.

Ara mirem de satisfer les condicions de contorn: wup(0,t) = —sin(2t) + ¢z, up(m,t) = —sin(2t) + com + c3
(hem suposat ¢; = 0) i per tant escollim ¢y = 0, ¢3 = 1.

Aix{ tenim wup(z,t) = 1 — sin(2t) + sin(bx).

La nova EDP per a v = u — up ¢és I’homogenia. Per obtenir les noves condicions inicials i de contorn, restem les
que satisfan v i up. En el cas que coincideixin, déna 0 i obtenim condicions homogenies. L’tinica no homogenia és:
v(z,0) = u(z,0) — up(z,0) = 1 — (sin(bz) + 1) = —sin(5z). Per tant, al nou problema tenim f(x) = —sin(5z)
i g(z)=0.

Apliquem el metode de separacié de variables, suprimint inicialment la condicié no homogenia i busquem solucions
del tipus wv(z,t) = X(z) - T(t). Obtenim els problemes:

X"(x) = AX(z) =0, z€(0,n), T"(t)—NT(t) =0, teR,
X(0)=X(m) =0, T'(0) =0.
En el primer cas tenim un problema amb valors a la frontera, que té valors propis \, = —n2, n > 1, i funcions

propies X, (x) = sin(nz). Aplicant aquests valors propis al segon problema, tenim 'EDO T (t) + n*T(t) = 0,
que té la solucié general T'(t) = ¢y cos(nt) + casin(nt) i, imposant 7/(0) = 0 obtenim cz = 0 i per tant podem
donar com a solucié T),(t) = cos(nt).

Aix{ dones, els modes normals sén v, (z,t) = X, (z) T, (t) = sin(nz) - cos(nt) i la solucié que busquem sera de la

o0 oo
forma v(z,t) = Z dpvn(z,t) = Z d,, sin(nz) - cos(nt). Cal trobar els coeficients d,, de manera que es compleixi
n=1 n=1

la condicié no homogenia wv(x,0) = —sin(5z), i per inspeccié veiem que ds = —11i d,, = 0 per a tot n # 5. Per
tant, tenim v(x,t) = —vs(x,t) i, sumant-hi la solucié particular, obtenim

u(z,t) = up(z,t) — vs(z,t) = 1 — sin(2¢) + sin(5z)(1 — cos(5t)).




. 2 2 1 . . .
ql| Donat el sistema d’EDOs X' = (2 1 > X + <_2 ), considereu les solucions XM (¢) i X®)(t) que
. . . C . 4\ . 2 e o
compleixen les condicions inicials X (1) (0) = < 9 > i X®(0) = < 1 > Trobeu la diferéncia X (1 (5) - X ) (5).
15
Resposta: XV (5) - xA(5) = ( 26615 )
Justificacio:
Com que s6n solucions d’un mateix sistema lineal no homogeni, la diferencia X (t) = XM (t) — X (¢) és solucié del
sistema homogeni associat, amb la condicié inicial X (0) = (3) - (%) = (%) La matriu del sistema té els valors
propis 3 i —2, amb vectors propis <§ i _12 respectivament. Com que X (0) es troba sobre la direccié repulsora,
directament podem dir que X (t) = 3 X (0) i per tant X (5) = e!® <§
Qq2| Donat el sistema d’EDOs 2’ = P(z,y), 3’ = Q(z,y), definit pel camp vectorial F = (P,Q) = (2y, —16x+423), trobeu
tots els seus punts d’equilibri i la seva estabilitat. [Ind.: Quan sigui necessari, podeu usar com a funcié de Lyapunov
un potencial escalar del camp conservatiu G = (—@Q, P) (és a dir, una funcié V(x, y) que tingui com a derivades parcials
les components del camp G). ]
Resposta: (0,0) estable no atractor
(£2,0) inestables no repulsors
Justificacio:
Plantejant el sistema 2y = 0, —16z + 423 = 0, trobem que hi ha 3 punts d’equilibri: (0,0), (£2,0). La matriu del
. L . = - 0 2 = (0 2
sistema linealitzat, en els 3 punts, és: DF(0,0) = < _16 0 > , DF(£2,0) = < 39 0 ) ,
que en el cas del punt (0,0) té valors propis amb part real zero i per tant no decideix, i en el cas dels punts (£2,0)
té valors propis reals de diferent signe i per tant aquests punts sén inestables no respulsors.
Per al (0,0), prenem com a funcié de Lyapunov V (z,y) = 8z2—z*+y2, que és un potencial escalar de G = (16z—4a3, 2y)
(notem que V és definida positiva al (0,0) ja que val 0 en aquest punt i hi té un minim relatiu estricte). La seva derivada
temporal és W=V, -P+V,-Q=-Q-P+P-Q=0, iper tant deduim que el (0, 0) és estable no atractor.
U — Auge = 0, 0<x<3, t>0,
- . u(x,0)=2%2-2, 0<z<3,
q3/| Sigui u(z,t) la solucié del problema w(0.1) = —2, >0,
u(3,t) =7, t>0.

3
Definint la funcié G(t) :/ (u(z,t))*dz, calculeu G'(0).
0

Resposta: ‘ G'(0) =48 ‘

Justificacio:
Derivem, usant que u(z,t) és solucié de 'EDP, a continuaci6 integrem per parts, i després usem les condicions de contorn:

:z - /Og(ugc(:v,lt))2 dx)

3 3
G'(t) 2/0 u(z, t) ur(z,t)de = 8/0 w(z, t) ugy(x,t)de = S(u(x,t)uw(ac,t)

8 (7um(3,t)+2u1(0,t)) - /Og(uw(x,t))Qd:v).

Finalment avaluem a ¢ = 0. Derivant la condicié inicial respecte z, resulta wu,(x,0) = 2z i obtenim:

G'(0) = 8<7uz(3,0)—|—2ux(0,0))—/Og(uz(:r,O))de) = 8<7-6+2-O—/03(2a:)2dx> = 48.




