Nom i cognoms Columna Fila
(en MAJUSCULES !) (,B,Cc..) || (1,2,3..0) (Al)
Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 25 Gen 2023

Puntuacions Temps: | 2h 30min

* Problema (p1): 3 punts.

* Qiiestions (ql, q2): 1.5 punts cadascuna; les respostes erronies no resten. Heu d’escriure la resposta al requadre i una BREU
Justificacid (tota resposta sense justificar és un 0).

x Test (t1 — t8): respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts (la suma total del test no sera negativa). Cal deixar
ben clar quina resposta s’ha marcat, o si no se n’ha marcat cap. Les respostes ambigiies es consideraran incorrectes.

Nota maxima: 14 punts

2

x® —bx

Considereu 'EDO 2’ = TIa2 on b € R és un parametre, amb una condicié inicial x(0) = xg. Per a quins
T

valors de z( tenim x(t) — oo quan t — oo ?
(a) xo € (b,00)sib<0, i zp€(0,00)sib>0
(b) xo € (b,00) per a qualsevol b € R
(c) o€ (b,0)sib<0, xye€ (0,b)sib>0, inohihacap zgsib=0
*(d) 9 € (0,00)sib<0, i g€ (byoo) sib>0
(e) cap de les anteriors

. A, iy a? —br _a(x-b) . .
Solucié:  Els punts d’equilibri sén 0 i b, i la funcié f(x) = TR - és positiva a la dreta del “darrer
x x
punt d’equilibri: a l'interval (0,00) si b < 0, i a I'interval (b,00) si b > 0. La solucié z(t) tendird a co quan xo pertany

a un d’aquests intervals, en funcié de b.

X . 2\ (3 4 x z(0) \ _ 3
Trobeu el valor t* pel qual la solucié del PVI < y > = < 1 _3 > ( y > , < 4(0) ) = ( e > ,
satisfa y(t*) =0.

(a) t*=Inb  *(b) t* = (In2)/10 (c) no existeix t* (d) t*=(n3)/5
(e) cap de les anteriors

Solucié:  Els valors propis de A sén 5 i —5, amb vectors propis (2,1) i (1, —2), respectivament. Per tant, una matriu

5¢ —5t .
fonamental del sistema és M (t) = ( 2ee5t _62 o5t | i la solucié del PVI ha de ser de la forma M (¢) C. Imposant la

. . 5t | -5t
condicio inicial, hem de resoldre el sistema M (0) C' = ( _31 ) , iobtenim C = ( 1 ) , ésadir (igg ) = <§52 _—; 2—51: ) .

El valor t* que busquem sera la solucié de 'equacié y(t) = 0, és a dir e'% = 2. Per tant, t* = (In2)/10.

Trobeu la solucié general de 'EDO 2" + 22’ + & = t2, sabent que té una solucié particular de la forma
xp(t) = d1t2 + daot + ds.

(a) 4te™ + c1t? — 6eat

(b) 2 —4t+ 6+ (c1 + cat)e™

(c) 2 +2t+1+cret +co(l +t)e?

(d) @W(t) +e t(cr@l + cot @) amb @ = (1,0), 7= (1,—1), @(t) = (t?,2t)
(e) cap de les anteriors

Solucié:  Comencem considerant PEDO homogenia z”+212'+x = 0, que té polinomi caracteristic p(A) = A2 +2\+1 =
(A+1)? i per tant la seva solucié general és zp(t) = cre™! + cote™ . Substituint la solucié xp(¢) proposada a 'EDO



no homogenia, tenim
Ig(t) + 217;(15) + Ip(t) = 2d1 —|— 2(2d1t + d2) + (d1t2 —|— dgt —|— dg) = d1t2 + (4d1 + dg)t + (2d1 + 2d2 —|— dg) = tz.

Igualant coeficients, obtenim les equacions dy = 1, 4d; +d2 = 0, 2d; + 2d2 + d3 = 0, un sistema 3 X 3 que té com
a solucié dy =1, do = —4, d3 = 6, 1iper tant zp(t) = t2 — 4t + 6. Llavors, la solucié general ve donada per
2(t) = p(t) + n(t).

5—3u pu—3

Donat el sistema lineal X’ = AX amb matriu A =
p+3 -1

) , per a quins valors del parametre p

el sistema és estable?

(a) —1<p<4/3  *b) 4/3<p<4 () 4/3<pu<4 (4 —1l<p<4/3
(e) cap de les anteriors

Solucié: Calculem trA =4—3y i detA = —pu?2+3u-+4. Siel sistema és no degenerat, sera estable si T < 0
i D> 0. Per tant, ens caldra p>4/31 —1<pu<4, ésadir 4/3<p<4.

Els casos degenerats (amb D =0) sé6n pu= -1 i pu=4. D’aquests, quan g =4 tenim un valor propi 0 i un altre de
negatiu, i també és estable.

Trobeu els valors del parametre 5 € R per als quals el sistema lineal 2D donat per la matriu < —1ﬁ g >

és un focus que gira en sentit antihorari.

(a) —=1/2< <0 (b) B>1/2 (c) |B] >1/2 *d) p<—1/2 (e) cap de les anteriors

Solucié:  Calculem el determinant, la traca i el discriminant: T=3>0, D=2+32>0, A=T2—-4D =1 — 452,

Per tant tenim un focus (repulsor) si 3% > 1/4, és a dir si |8] > 1/2. Perque giri en sentit antihorari cal que el
1 . . . . .
vector (_ 3 apunti cap amunt o, equivalentment, que el vector apunti cap a 'esquerra, és a dir 8 < 0. Per tant,

hem de tenir 8 < —1/2.

2

Considereu el sistema no lineal 2’ =2y, 3 =322, Quina de les afirmacions segiients és certa?
[Ind.: Observeu la funcié V(x,y) =y? — 2% és una quantitat conservada del sistema. |

(a) la solucié que compleix (z(0),y(0)) = (1,—1) tendeix a (0,0) quan ¢t — oo
(b) la solucié que compleix (x(0),y(0)) = (1,1) tendeix a (0,0) quan ¢ — oo
(c) no hi ha cap solucié que tendeixi a (0,0) quan ¢t — oo

(d) la solucié que compleix (x(0),y(0)) = (1,0) tendeix a (0,0) quan ¢t — oo
(e) cap de les anteriors

Solucié:  Si una solucié tendeix a (0,0), es trobara sobre la corba de nivell per (0,0) de la funcié V', que és la corba C
definida per = = y?/3, o també y = +2%/2. Els punts (1,=£1) pertanyen a C perd el punt (1,0) no hi pertany. D’altra
banda, observem que sobre C' sempre tenim y’ > 0 (excepte al (0,0) ), amb la qual cosa les solucions contingudes a C'
amb y(0) < 0 tendeixen a l’origen, i les solucions contingudes a C' amb y(0) > 0 se n’alllunyen.

Considerem el problema segiient, que correspon a ’equacié de calor amb condicions de contorn de Neumann,

ut—um:a+sin2t—ex2005t, O<x<l, t>0,
u(z,0) = up(z), 0<z<l,

u,(0,t) = sint — cos? t, t >0,
uz(1,t) = 2 +sin 3t, t >0,



on ug(z) és una funcié donada, i a € R és un parametre. Trobeu el valor de a per al qual la temperatura

1
mitjana T'(t) = / u(x,t)dz és una funcié 2r-periodica. [Ind.: Comenceu calculant 77(t). ]
0

*a) a=-3 (b) a=0 (c) a=2 (d) a=4 (e) cap de les anteriors

Solucié: La temperatura mitjana satisfa
1 1 ,
T'(t) = / ug(x,t) de = / (um(x,t) +a+sin®t —e* cos t) dr = uy(1,t) — uy(0,t) + a +sin®t — Acost
0 0
=2 +sin3t —sint + cos’ t + a + sin®t — Acost = 3 +sin3t —sint + a — A cost,
on A= fol e’ dx és una constant. Integrant,
T(t)=C+ (3+a)t— % cos3t+ cost — Asint,

on C és una altra constant (que es pot determinar a partir de la condicié inicial). Per tal que T'(¢) sigui periodica, cal
que a = —3.

Sigui u(z,t) la solucié del problema segilient per a I’equacié d’ones amb domini infinit,

Ugp — Ugy = (t2? — 13 —2x)e ™ z€R, tER,
u(z,0) = sinz, z € R,

ug(x,0) =14 cosz, z € R,

—tx

Sabent que up(z,t) =te és una solucié particular de I'EDP, trobeu el valor de u(w/3, 7/3).

(a) w(2—e™79) (b) e /9 (c) 2m+Be ™9 *d) 22+
(e) cap de les anteriors
Solucié:  Escrivint wu(z,t) = up(z,t) + w(z,t) i tenint en compte que wuy(x,0) =0 i (up),(z,0) = 1, obtenim
per a w(x,t) el problema segiient amb 'EDP homogenia,
Wit — Wae = 0, reR, teR,
w(z,0) =sinz, 2z €R,

wi(x,0) =cosz, x€R,

Aplicant la férmula de D’Alembert,

T+t
w(x,t) = % (sin(z+t) +sin(z —1t)) + % / cosudu = % (sin(z +t) +sin(z —1t)) + % (sin(z+t) —sin(z —t)) = sin(x + t),

z—1

2
amb w(w/3, 7/3) = sin ?ﬂ- = ? . Sumant-hi uy(7/3, 7/3) = gefﬁ/g obtenim el resultat.




Considerem el segiient problema de I'’equacié de calor 1D amb condicions de contorn mixtes,

(a)

(b)
()

(a)

ur — gy = 25sin(5x/2), x € (0,m), t>0,
u(z,0) = sin(bz/2) + 3sin(7x/2), =z € (0,7),
u(0,t) = ug(m,t) =0, t>0.

Trobeu una solucié particular uy(x) de PEDP que no depengui del temps, i que també satisfaci les
condicions de contorn del problema. Formuleu el problema per a la nova funcié incognita w(zx,t) =
u(z,t) — up(x). Quina és la nova condicié inicial?

Resoleu el nou problema per trobar w(z,t), i a continuacié trobeu la solucié u(z,t) del problema original.

1 s
Calculeu la temperatura mitjana 7'(t) = — / u(z,t)dz, ielseu limit T" = tlim T(t).
v 0 —00

Si imposem que la solucié particular u,(x) sigui solucié de 'EDP original, obtenim 0 — 4uy(z) = 25sin(5z/2),
amb les condicions de contorn u,(0) =0 i uy(m) = 0. Integrant dos cops, obtenim wuy(x) = sin(52/2) +c12 + c2
amb ¢; = cp = 0. Aleshores, up(z) = sin(5x/2), ila nova funcié incognita ha de ser solucié del problema

wy — 4wz, = 0, xz e (0,m), t>0,
w(x,0) = 3sin(7x/2), =z € (0,7),
w(0,t) = wy(m,t) =0, t>0,

amb 'EDP homogenia, i la condicié inicial és w(z,0) = 3sin(7z/2), = € (0, ).

Per trobar w(z,t) utilitzarem el metode de separacié de variables, considerant solucions del tipus w(zx,t) = X (z) -
T(t) per a la part homogenia del problema (és a dir, sense considerar la condicié inicial que és linica condicié no
homogenia). Obtenim els dos problemes segiients per a les funcions X (z) i T'(¢),

{ X”(:C) - /\X(ac) =0, T”(t) . 4)\T(t) —0.

X(0)=X'(m) =0,
El primer és un PVF, que té els valors propis A, = —(n+ 1)? i funcions propies X, (z) = sin[(n + %)217], per
an > 0. Amb aquests valors de \,, obtenim com a solucié del segon problema T, (t) = e**?t = e~ (2n+1)7t - Per

tant, els modes normals de la part homogenia del problema sén w,, (z,t) = e~V sin[(n + 1)z], de manera

o0
que qualsevol serie convergent del tipus w(z,t) = Z dpwp(z,t) és també solucié del problema homogeni. De fet,
n=0
imposant la condicié inicial w(z,0) = 3sin(7x/2) veiem que I'dnic coeficient no nul és dg = 3, i per tant tenim
w(z,t) = 3ws(x,t) = 3e~ ¥ sin(7x/2). Finalment, sumem la solucié particular trobada a I'apartat (a), i obtenim

u(w,t) = up(x) + w(z, t) = sin(5z/2) + 3e % sin(72/2).

Integrant la solucié obtinguda a 1’apartat (b), obtenim

1 (" 3 i 2 6
T(t) = —/ sin(bx/2) dx + — 6_49t/ sin(7x/2) dr = — 4+ — e~ 4%,
0 T 0 5 ™

™

iellimit és T* = —.
T



- o 1 - - 1 .
ql| Donat el PVI X' = < 0 _1 > X, X(0)= ( 1 > , trobeu tots els valors del parametre o« € R per als
quals la solucié X (t) tendeix a Dorigen quan ¢ — co.
Resposta: a<0
Justificacié:
Sabent que els valors propis sén a i —1, tenim:
* Si a < 0, tenim un node atractor i per tant la solucié tendeix a ’origen.
* Si o = 0, el sistema és degenerat amb un valor propi negatiu, i la solucié tendeix a lorigen ja que (1,—1) és vector
propi de valor propi —1, i per tant es troba sobre la direcci6 atractora.
* Sia > 0 tenim una sella, i cal que (1, —1) sigui vector propi de valor propi —1, és a dir < g _11 > < _11> = (_11 ) ,
que amb « > 0 és impossible.
q2 El sistema no lineal 2’ =y—23, ¢ =23(x—1)—y té dos punts d’equilibri. Trobeu-los i estudieu la seva estabilitat.
T R
[Ind.: Quan calgui, podeu usar V(z,y) = 7 + -~ coma funcié de Lyapunov. |
(0,0) atractor
Resposta: .
(2,8) inestable no repulsor
Justificacié:

Calculem els punts d’equilibri, com a zeros del camp vectorial F(z,y) = (y—a3, 23(x—1)—y). Tenim y = 2® = 23(z—1)
i per tant cal 23(x —2) =0. Aix{ els punts d’equilibri sén (0,0) i (2,8). La matriu jacobiana del camp vectorial és

o —3x22 1
DF(w,y) = 403 — 322 -1 )’

i en els dos punts d’equilibri és

Dﬁ<o,0)—<8 _11>, Dﬁ<2,8)—<_232 _11),

Com que tenim det Dﬁ(2, 8) < 0, el punt (2,8) té com a sistema linealitzat una sella i per tant és inestable no repulsor.

En canvi al punt (0,0) tenim els valors propis 0 i —1 i el meétode de linealitzacié no decideix. Usant com a funcié de
Lyapunov la V(x,y) proposada (la qual és definida positiva al (0,0)), tenim:

W(z,y) = (VV(2,y), F(z,y)) = (z° —a*)(y — %) + y(a3(x = 1) —y) = —y* = 2% + 27 = —y* — 2%(1 — ),

que és una funcié definida negativa al (0,0), i per tant aquest punt és atractor.



