Nom i cognoms Columna Fila
(en MAJUSCULES !) (4,B,C...) || (1,2,3..) (A)
Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 17 Juny 2022

Puntuacions Temps: 2h 45min

* Qiiestions (ql — q4): 1.5 punts cadascuna; les respostes erronies no resten. Heu d’escriure la resposta al requadre
i una BREU justificacié (tota resposta sense justificar és un 0).

* Problema (p1): 3 punts.

x Test (t1 — t6): respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts (la suma total del test no sera negativa). Cal deixar
ben clar quina resposta s’ha marcat, o si no se n’ha marcat cap. Les respostes ambigiies es consideraran incorrectes.

Nota maxima: 15 punts

ql| Si X(¢t) és la soluci6 del PVI
> 1 1)\ 2 > 0
/
— X —
calculeu X (In 2).
= 2

Resposta: X(In2) = ( 4 )

Justificacio:

Els valors propis de la matriu del sistema sén 1 i 2, amb vectors propis ( (1) > i < 1 >, respectivament. Per tant, una

matriu fonamental del sistema és

of o2t
= (G o )
i la solucié del PVI ha de ser de la forma X (¢) = M(¢)C. Imposant la condici6 inicial, hem de resoldre el sistema
— . ot 1 a2t .

M(0)C = < (1) > Obtenim C = < 11 ), ésadir X(t) = < ee;i;e > Avaluant, resulta X (In2) = < i )

q2| Trobeula soluci6 general de PEDO 2" —21z'—8x = 3. [Ind.: Una de les solucions de PEDO és de la forma ,(t) = Ae. ]

Resposta: z(t) = —1 3 + cre™ + cpet

Justificacié:
La part homogenia té com a polinomi caracteristic p(\) = A2 — 2\ — 8, amb arrels —2 i 4, i per tant la seva solucié

general és x(t) = cre”? 4 cye*’.  Només resta buscar una solucié particular de 'EDO no homogenia: substituint
z,(t) = Ae’ a ’'EDO obtenim

ap(t) — 22, (t) — 8xp(t) = A(b® — 20— 8)e” = e,

P
i per tant hem d’escollir b =31 A = —1/5. Aix{ doncs, la solucié general és
L o3 -2t 4t
z(t) = zp(t) + an(t) = —ze +c1e” " + e

(alternativament, podem aplicar el metode variacié de constants per trobar una solucié particular).




q3 Considereu a R? el sistema lineal homogeni X' = AX, amb la matriu A = ( —ul 31# ) Trobeu tots els valors de p
per als quals el sistema és un focus.
Resposta: —1<pu<0o0<pu<l
Justificacio:
El determinant, la traca i el discriminant sén
D=3u>+1>0, T = 4y, A=T?—-4D = 4% — 4.
Tindrem un focussi D >0, T#0 i A<0, ésadirsi —1<pu<1 pero p#0.
q4 Considereu el problema segiient, associat a ’equacié d’ones

Uy — CPUge = 0, z € (0,L), teR,
u(z,0) = 22° — 3L2?, € (0,L),
ue(x,0) =0, z € (0,L),
ug(0,8) = uy(L,t) =0, teR.

1 L
Si u(z,t) n’és solucid, calculeu la seva mitjana: h(t) = Z/ u(z,t)dx. [Ind.: Comenceu calculant h”(t). No cal que
0

trobeu u(z,t) explicitament. ]

L3
Resposta: h(t) = - (és constant)

Justificacié:
Usant 'EDP, la regla de Barrow i les condicions de contorn,

L
W=7 [ wea =—/ el ) = (1, (L 1) = ,(0.1)) = 0.

Aixo implica que h'(t) és constant i, com que wu(z,0) =0,




Considereu el sistema autonom

Iestabilitat del punt d’equilibri: Pot ser atractor? Pot ser repulsor? Pot ser un centre no lineal?
[Nota: No useu el meétode de Lyapunov.]

Solucié:

(a) L’expansié/contraccié d’arees ve donada pel signe de la divergencia del camp vectorial
F(,y) = (—20+ 2"+, y* — 2%).

—242x 2y

La seva matriu jacobiana és DF(z,y) = ( Cor 9y ) i tenim

div F(z,y) = tr DF(z,y) = —2 4 2z + 2y.

Per tant, el sistema expandeix arees quan x +y > 1, i contrau arees quan z +y < 1.

(b) Hem de resoldre el sistema
2z + 22 +y? =0, y?— 22 =0.
Per exemple, restant les dues equacions deduim que —2x + 222 =0 i per tant x = 0 o z = 1. La segona equacié
ens diu que y = +z, illavors els punts d’equilibri sén (0,0), (1,1) 1 (1, —1).
També ho podem veure reescrivint la primera equacié com la circumferencia (x — 1)? + y? = 1, i trobar-ne la

interseccié amb cadascuna de les rectes y = .

(¢) Avaluem la matriu jacobiana a cadascun dels punts d’equilibri,
= -2 0 = 0 2 = 0 -2
pro- (2 0). srun-( % 2). prau-( ) )

* Al punt (0,0) els valors propis sén —2 i 0 i per tant no decideix.

* Al punt (1,1) tenim determinant > 0 i traca > 0, i per tant és repulsor (el sistema linealitzat és un focus
repulsor).

% Al punt (1, —1) tenim determinant < 0 i per tant és inestable no repulsor (el sistema linealitzat és una sella).

(d) Només hem d’estudiar-ho per al (0,0). Segons lapartat (a), aquest punt es troba a la zona on el sistema contrau
arees (x +y < 1), i per tant no pot ser repulsor. Podria ser atractor o no (estable, o bé inestable no repulsor ja
que la contraccié d’arees no permet descartar que alguna trajectoria s’allunyi del punt). No pot ser un centre no
lineal ja que el sistema linealitzat no és un centre (de fet, si fos un centre no lineal prop del (0,0) tindriem orbites
periodiques encerclant el punt, i aquest fet és incompatible amb la contraccié d’arees).




Considereu 'EDO autonoma z’ = 2?(1 — 22). Quina de les afirmacions segiients és certa?
(a) la solucié amb condicié inicial 2(0) = —2 satisfa que tliglo x(t) =—1
b) la solucié amb condicié inicial z(0) = 1/2 satisfa que tllglo z(t)=0
c¢) el punt d’equilibri —1 és inestable no repulsor

(

(

*(d) el punt d’equilibri 0 és inestable no repulsor
(e) cap de les anteriors

Solucié:  Només cal observar que els punts d’equilibri sé6n —1, 0 i 1 i que, fora d’aquests punts, la funcié f(z) =
2?(1 —2?%) és positiva als intervals (—1,0) i (0,1) (i per tant z(t) creix), i és negativa a les semirectes (—oo, —1) i (1,00
(i per tant x(t) decreix).

. . ya _ :I:(t) ., _’/_ 1 4 g by o 1
Sigui X(t) = ( () > la soluci6 del PVI X' = ( 11 )X, X(0) = < 0 )

Si t; > 0 és el primer instant en qué x(t1) = 0, quin és el valor de y(t1) ?
(a) —e™/? (b) 2e™/4 *c) -1 em/4 (d) %e’rﬂ (e) cap de les anteriors
.2 o . .. . c . (2 2 . (0
Solucié:  La matriu té valors propis complexos 1 + 2i, i el valor propi 1 + 2i té el vector propi ()= +1i .

Aixi tenim un conjunt fonamental de solucions

> 2 0 2cos2t > 2 0 2sin 2t
(1) ¢ : ¢ (2) t | ¢
XW)=e [cos2t<0) sm2t<1)]—e ( sin2t)’ XY (t)=e [sm?t(o)—l—cos%(l)]—e (cos2t>'

Veiem que la solucié del PVI és )?(t) = %X(l)(t). La primera component s’anul-la per primer cop quan t; = 7 /4,

i llavors la segona component és y(t1) = 3 e™*(—sin(r/2)) = —3 e™/4.

Es pot veure més rapid observant que el sistema és un focus repulsor que gira en sentit horari i per tant el tall amb
leix Y tindra lloc al semieix negatiu. A més, com que els valors propis tenen part imaginaria S = 2 I'orbita trigara un
temps 27/ = 7 a fer una volta sencera i /4 a fer un quart de volta.

Donat el sistema no lineal 2’ =y — xy?, ¢ = —z>, determineu si l'origen és estable o inestable, com

a punt d’equilibri del sistema linealitzat i del sistema no lineal.
[Ind.: Podeu considerar una funcié de Lyapunov de la forma V(z,y) = ax* + by?.]

(a) estable per al sistema linealizat, i inestable per al sistema no lineal
(b) inestable per als dos sistemes
(c) estable per als dos sistemes

*(d) inestable per al sistema linealizat, i estable per al sistema no lineal
(e) cap de les anteriors

Solucié:  La matriu del sistema linealitzat és ( 8 (1) >, i és inestable ja que que té el 0 com a valor propi doble

i no diagonalitza. Perd el metode de linealitzacié no decideix estabilitat del (0,0) en el sistema no lineal. Podem usar
V(z,y) = az* + by? com a funcié de Lyapunov si a,b > 0, i la seva derivada temporal és

Wz, y) = 4az®(y — zy?) + 2by(—23) = (4a — 2b)2>y — daz*y>.

Escollint @ = 11 b = 2, obtenim W (z,y) = —4x%y? que és semi-definida negativa, i per tant l'origen és estable per al
sistema no lineal.

Considereu el sistema no lineal

' =3z — px(z? + %), Y = Ay — 2uy(z® + 7).



Per a quins valors dels parametres A i p Porigen és un punt d’equilibri repulsor? [Ind.: quan sigui necessari,
podeu considerar V (z,y) = 22 + y? com a funcié de Lyapunov. |

(a) obé A>0,0béX=01p>0 (b) A<0
(c) A>0 *d) obéA>0,0bé A=0ipu<0
(e) cap de les anteriors

Solucié:  El sistema linealitzat a l'origen és x’ = 3\x, 3y’ = Ay, que clarament té 3\ i A com a valors propis. Llavors,
per al sistema no lineal, l'origen és atractor si A < 0 i repulsor si A > 0. El sistema linealitzat no decideix quan A\ = 0.
En aquest cas, amb la funcié de Lyapunov V(z,y) = 22 + y? obtenim la derivada temporal

Wi(z,y) =220 — px(z® + y?)) + 2y(0 — 2uy(z* + y*)) = —2u(z® + 2y°) (2 + ),

i deduim que l'origen és atractor si p > 0, estable no atractor si p = 0, i repulsor si u < 0.

Considereu 'EDP  wy; + buy — ?ugze = 0, que correspon al moviment d’una corda vibrant on hem suposat un
esmorteiment proporcional a la velocitat (amb una constant de proporcionalitat b > 0). Suposem que busquem
solucions per separacié de variables, de la forma u(x,t) = X (z)-T(t). Sila funcié X (x) és solucié d’'una EDO
X"(x) — AX(z) = 0, digueu de quina EDO ha de ser solucié la funcié T'(t).

(a) T"(t) +bT'(t) + AT (t) =0 (b) T"(t) +bAT'(t) — AT(t) =0
*) T"(#)+bT'(t) — AT (t) =0 (d) T"(t) +bAT'(t) + AT(t) =0
(e) cap de les anteriors

Solucié:  Substituint a 'EDO, tenim X (x) - T"(t) + b X (z) - T'(t) — 2 X" (x) - T(t) = 0, i per tant
X"(x)  T"(t)+bT'(t) N
X(z) 2T(t) -

Sigui u(x,t) la soluci6 del problema segiient, associat a I'equacié de la calor amb condicions de contorn de
Neumann,

Up — Ugy = 0, x € (0,7), t>0,
u(z,0) = 4z + cos2x, x € (0,m7),
Uz (0,t) = ug(m,t) =4, t>0.

Trobeu el valor de u(%,1). [Ind.: Trobeu una solucié estacionaria ug(x) de 'EDP que també satisfaci les
condicions de contorn, i fent el canvi wu(z,t) = up(x) + v(z,t) plantegeu el nou problema per a v(z,t). |

(a) T—e 2 *(b) 27 —e? (c) m+e? (d) 27 +e2 (e) cap de les anteriors
Solucié:  La funcié wug(z) = 4z és solucié estacionaria de 'EDP, que satisfa també les condicions de contorn:
up(0) = ug(w) = 4. Llavors v = u — up ha de ser solucié del problema

Vg — Vg = 0, z € (0,m), t>0,
v(z,0) = cos 2z, z € (0,m),
v5(0,8) = vy (m,t) =0, t>0.

Suprimint inicialment la condicié inicial, tenim un problema homogeni i en busquem solucions per separacié de variables,
v(z,t) = X(x)-T(t). D’aquesta manera, obtenim 2 EDOs amb algunes condicions addicionals:
{ X"(x) = 2X(x) =0, ze€(0,7), ,
T'(t) — XT'(t) =0, t>0.
X'(0) =X'(m) =0,
En el primer cas tenim un PVF que té com a valors propis A, = —n?, n > 0, i funcions propies X, (z) = cosna.
Substituint A, a la segona EDO, resulta T}, () = e~™"t. Els modes normals sén vy, (z,t) = X, (z)-T,(t), n > 0, i caldria
buscar la solucié com a combinacié lineal infinita d’aquests modes normals. Pero veiem que el mode normal vy (x,t) ja
satisfa la condici6 inicial. Tornant al problema original, la solucié és u(z,t) = ug(x) + va(z,t) = 4z + e * cos 2z, i per
tant w(%,1) =2m —e %




