Nom i cognoms: Columna Fila

(4,B,C...) (1,2,3...) (A1>

Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 25 Juny 2021
Temps: 2h 30 min

Puntuacions (nota maxima: 17 punts)
x Test (t1 — t5): respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts (la suma total del test no sera negativa). Cal deixar
ben clar quina resposta s’ha marcat, o si no se n’ha marcat cap. Les respostes ambigiies es consideraran incorrectes.

x Qiiestions (q1,q2,q3): 1 punt cadascuna; les respostes erronies no resten. Heu d’escriure la resposta al requadre i una BREU
Jjustificacié (tota resposta sense justificar és un 0).

x Problemes (pl,p2,p3): 3 punts cadascun

I J—

p1l| Considereu el sistema d’'EDOs segiient: 2/ = —y+zy, o =+ %(:BZ —y?).

(a) Trobeu-ne tots els punts d’equilibri.
(b) Per a cada punt d’equilibri, determineu-ne l'estabilitat, si és possible, usant el metode de linealitzacio.
(c) Determineu l'estabilitat dels altres punts d’equilibri, considerant una funcié de Lyapunov de la forma

V(z,y) = 3(2* + y*) + az® + bzy?, amb a i b adequats.

Solucio:

(a) Per trobar els punts d’equilibri, resolem el sistema
L oo o
—ytay=0, w+g(@—y7) =0

La primera equacié ens diu que y = 0 o x = 1. En el primer cas, de la segona equacié deduim x + %x2 =0, i per
tant + = 0 o z = —2. [ en el segon cas, la segona equacié ens diu que % — %yz =0, i per tant y = £/3. Aix{,
tenim 4 punts d’equilibri: (0,0), (=2,0) i (1,£v3).

z+1 —y
que té determinant D(x,y) =1 — 2% — y2, que és positiu al punt (0,0), i negatiu als altres 3 punts d’equilibri.
* Al punt (0,0), la matriu jacobiana ens indica que el sistema linealitzat és un centre, i per tant no decideix.

(b) Si F és el camp vectorial que defineix el sistema d’EDOs, la seva matriu jacobiana és Dﬁ(x, y) = ( 4 r—1 ) ,

% Als punts (—2,0) i (1,£v/3), el sistema linealitzat és una sella, i per tant sén punts inestables no repulsors
en el sistema no lineal donat.

(¢) Apliquem el metode de Lyapunov al punt (0,0) amb la funcié V(z,y) suggerida, que és definida positiva en aquest
punt ja que hi té un minim relatiu estricte. Calculem la seva derivada temporal:

ov ov
W(z,y) = e x4 en y' = (24 3az® + by?)(—y + 2y) + (y + 2bay)(z + 22° — 14?)

= (3 = 3a+2)2%y + (3a + b)z’y — (b+ L)y,

itenim W =0 siescollm a=1/6 i b= —1/2. Aixi doncs, el (0,0) és estable no atractor (un centre no lineal).




Considereu 'EDO de tercer ordre 2z” —2” —2x = sint. Definint funcions incognites auxiliars y; = x, yo =
2, ys=2" 1 §=(y1,92,y3), 'EDO es pot reescriure com un sistema d’EDOs de primer ordre de la forma
7'(t) = A§(t) + b(t), on A és una matriu i b(t) una funcié vectorial. Digueu quines sén la darrera fila de A
i la darrera component de b(t).

(a) (1,0,3) i sint *(b) (1,0,3) i 1 sint
(c) (1,;,0) i sint (d) (1,3,0) i 5 sint

(e) cap de les anteriors

Solucié:  Amb aquesta definicié de les incognites auxiliars, el sistema és ¢} = ya, ¥4 =13, y5 =vy1 + 2 Y3 + sint,

o sigui que A i b(t) resulten ser

i per tant la resposta correcta és: (1,0, %) i % sint.

La interseccié a R? de les superficies y = sin(x — 1) -sin(z +1) i z = 2y és una corba que uneix els punts
A=(-1,0,0) i B=(1,0,0). Es pregunta la circulacié del camp F= (5% + 32293, 323y% + 5y, 1) al llarg
d’aquesta corba, orientada des de A fins a B.

(a) 0 (b) 1 *(c) 2 (d) -1 (e) cap de les anteriors

Solucié:  Es veu facilment que f = 2°+x3y>+y°+2 és una funcié potencial de F'. Usant la férmula de Newton-Leibniz
resulta que la circulacié val f(B) — f(4) =1 — (—1) =2, independentment del cami recorregut.

Sigui S una esfera de radi R. Fixant un punt P € S, considerem la funcié f(Q) = dist (P,Q), on Q € S
és un punt variable. Trobeu la mitjana de f sobre S. [Ind.: Per fixar idees, podeu suposar l'esfera centrada
a lorigen i que el punt donat és el pol nord, P = (0,0, R). ]

(a) TR/6 (b) R (c) 3R/2 *(d) 4R/3 (e) cap de les anteriors

Solucié: Com sabem, en coordenades esferiques 6, ¢ la parameterizacio de S es
®(0,p) = (Rcosp cosb, Rcosp sinf, Rsin p), 0el0,2n], ¢e[-7/2,7/2],

amb l'element de superficie dS = R?cos¢pdfdp. Escollint P = (0,0, R), la distancia entre P i un punt qualsevol Q
de S és

f(Q) = Ry/cos2 p + (1 —sinp)? = R\/2 — 2singp.

La seva mitjana és f = </ de) / Area(S), i calculem:
s

27 /2
16
/de R3// /2 — 2singp cospdpdf = 27 R - —g( 251114,0)3/2 :§7TR3.
—m/2

—m/2

- 4R
Sabent que Area(S) = 47R?, resulta que la distancia mitjana és f = 3

El canvi de funcié v(z,t) = u(z,t) — 2~V transforma el problema (1) en el problema (2):

Upt — Upy = 462D 2 eR teR Vi — Vg = h(x,t) zE€R tER
(1) u(z,0) =2e2 reR (2) v(z,0) = f(x) reR
ut(x,0) = cosx z€eR vt(a:,()) =g(x) reR
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Solucié:  Calculem directament:
h(x,t) = (U — tge) — (42D —0) =0, f(z) =u(z,0)—e2=e2 g(z)=u(r,0)—2e 2 =cosz—2e 2,

iavaluem en xr =t = 0.

Donat el segiient problema de valors inicials per a I’equacié d’ones a tota la recta,

Upt — Ugg = 0, reR, teR,
1
U(LU,O):W, .’EGR,
-2
uy(r,0) = 7362» r €R,
(14 22)

calculeu el valor de u(1,1).
(a) 1/10 (b) —1/10 *(c) 1/5 (d) 2/5 (e) cap de les anteriors

Solucié:  Usem la férmula de D’Alembert, amb ¢ =1. Peraxz=1it=1,8obté z—ct=0 i =+ ¢t =2. Per tant,

@) LR NS +1/2 2y o1 1 1] 1 2 L1 1 11
u = — — - _— = — —_— - | — = — _— _——_——_— = =,
’ 2T+07 21422 2)y (1422 0 2710 2[1+4%), 2 10 10 2 5

Sigui z(t) la solucié del problema de valors inicials segiient: 2" = ax — 22/, z(0) =2, 2/(0) = -3.
Trobeu tots els valors de a per als quals z(t) tendeix a 0 quan t — oo.

Justificacio:
0 1

o 9 ), amb la condicié inicial

Escollint y = 2’ com a funcié incognita, tenim el sistema lineal de matriu A = <

(;g(());) = <_3 ) Notem que si la solucié z(¢) tendeix a 0 quan ¢ — oo, llavors y(¢) = 2/ (¢) també tendeix a 0 (ja que
hem de derivar expressions on intervenen exponencials amb exponents negatius), i per tant la solucié (z(t),y(t)) del
sistema tendira a l'origen. Aixi, ens trobarem en un dels casos segiients:

(a) si el sistema és atractor, independentment de les condicions inicials;

(b) si el sistema és una sella o bé degenerat amb un valor propi negatiu, i llavors cal que el punt (2, —3) es trobi sobre
la direccié atractora.

Calculem el determinant i la traga: D = —a, T = —2. Aleshores:

* Quan « < 0, ens trobem en el cas (a).

* Quan « > 0, ens trobarem en el cas (b) si, a més, la matriu A té (2, —3) com a vector propi de valor propi negatiu.

Per verificar-ho, calculem
2 -3
A (—3) - (2a+6> ’

i perque els dos vectors siguin proporcionals cal que @ = —3/4, perd no pot ser ja que estavem suposant a > 0.



2 2
q2 Calculeu el flux del camp F(z,y, z) = (3x22, 2%, —23) através de la superficie S = {(x,y,z) : :% + 4= 1, 1<z< 2}
z z
orientada pel camp normal N(ZO, 2) = %(1,0, —1). [Ind.: Podeu “tancar” la superficie amb les el-lipses obtingudes
peraz=11z=2.]
Resposta: (16v/2 - 1) 7
Justificacio: .
Donat que l'orientacié és l'exterior i tenim div F' = 0, apliquem el teorema de la divergencia al domini tancat per S
i les superficies S1 = {(z,y,2) : z=1, 22 +y?> <1} i Sy = {(z,y,2) : 2 =2, 2%/4+ y?/2 < 1}, orientades per
—k=(0,0,—1) i k=1(0,0,1) respectivament. Resulta que el flux demanat és
I= —/ (F,-F)dS — [ (F,F)dS = — Area($1) + 8 Area(Ss) = (16v2 — 1)r.
Sl SQ
Up — Ugy = 0, x € (0,m), t>0,
q3 Considerem el segiient problema per a ’equacié de la calor, u(z,0) = f(z), x € (0,m),
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0,
o0
on la funcié f(z) ve expressada com una serie de sinus Z b, sinnz, on suposem coneguts els coeficients b,,. Si expressem
- n=1
la solucié del problema com una série wu(z,t) = Z G, (t) sinnz, trobeu les funcions G, (t).
n=1
Resposta: Go(t) =bpe ™t
Justificacio:
Suprimint inicialment la condicié inicial (no homogenia) i aplicant separacié de variables, obtenim els modes normals
Up(x,t) = et .sinnz, n > 1. Considerant combinacions lineals i imposant la condici inicial u(z,0) = f(z), resulta
o0
que els coeficients han de ser els mateixos que els de la seérie de sinus donada: u(z,t) = Z bn e "t sinna. Aixi, tenim
n=1
Gp(t) = by e ™"t
o0
Una altra opcié és imposar directament que la solucié proposada Z G, (t) sinnz satisfa PEDP i la condicié inicial
n=1
(observant que en qualsevol cas compleix les condicions de contorn). D’aquesta manera les funcions G, (t) han de complir:
G!(t) +n2G,(t) =0, t>0,
G, (0) = by,
i resolent aquesta EDO amb condici6 inicial arribem al mateix resultat.
p2 Donat el camp F= (1, z + 2z, y), calculeu el flux del seu rotacional, rot ﬁ, a través de la superficie

S={(z,y,2) : 2> +y*+2%2=1, x+ 2 <1}, orientada per la normal exterior.

Solucio:
Ho veurem de dues maneres diferents:

(1) Aplicant el teorema de Stokes,

1:/ <rotﬁ,d§>=f (F,df),
S+ Cc+

essent C' la corba interseccié de l'esfera 22 +%2 +22 =1 ielpla x+ 2z =1, amb una orientacié compatible amb
la de S. Per trobar una parametritzacié de C, eliminem z de les dues equacions, i obtenim l'equacié de la seva
projeccié C sobre el pla (z,y):

24P+ (1-2)?=1, ésadir 4(z—1/2)2+2° =1,



una el-lipse de centre (1/2,0) i semieixos 1/2 1 1/4/2. Llavors, una parametrizacié de C' és

1+ cost sint 1+ cost sint 1—cost
t - 77 77 1 - t = 7’ 7’ - 5 ) t E 072 .
o(t) ( 2 el )> ( > Vi 2 ) [0, 2]

Aquesta parametrizacié o(t) déna l'orientacié la projeccié C en sentit antihorari, perd 'orientacié correcta de C' és

en sentit horari. Per tant,
27 . . .
sint sint cost sint
o(t), o' (t dtz—/ 1,1, — ), | -——, —, — dt
(o(t), (1)) 0 <( V2 ) ( 2 V2 2 )>

27
T
0
__/27T <_sint+cost+sin2t) g T
—Jo 2 V2 22 Co2v2]

(2) Calculant rot F= (0,0,1) = E, que és un camp solenoidal, i apliquem el teorema de Gauss al solid compres entre S
ila “tapa” T = {(z,y,2) : v+2=1, 22+ 9>+ 22 <1}. Posant z=1— 1 veiem, com abans, que T és el tros
del pla 2+ 2z =1 que es projecta sobre l'el-lipse plena D = {(x,y) : 4(z — 1/2)% + 2y?> < 1}, de semieixos 1/2
i 1/v/2. Orientant T per la normal exterior al solid, és a dir Np = (1,0,1)/v/2, obtenim

ol

/ (rot F, ) = — / (rot F', d§) = — / (. Ny dS = —— Area(T)
S+ T+ T V2

s

1
:—\ﬁ /D\/ﬁdxdy:fArea(D) :72—\&.

Resoleu el segiient problema de contorn per a ’equacié de Laplace:

Ugg + Uyy =0, z € (0,1), ye(0,1),
u(z,0) =0, xz € (0,1),
u(z,1) = 2sin(nz) — 3sin(2wz), = € (0,1),
u(oa y) =0, ye (0’ 1)>
u(l,y) =0, y € (0,1).

Solucié:
Buscant solucions de variables separades, u(x,y) = X (x)-Y (y), del problema homogeni obtingut en suprimir la condicié
no homogenia wu(z,1) =---,

Uz +Uyy =0, 2 €(0,1), ye(0,1),
u(z,0) =0, x € (0,1),
u(ovy) =0, S (07 1)7
u(l,y) =0, y €(0,1),
obtenim els problemes
X"(z) = AX(z) =0 Y'(y) + XY (y) =0
{X(O):X(l)zO {Y(O):O

El primer és un PVF, que té els valors propis A\, = —(n7)?, n > 1, iles funcions propies X, (x) = sin(nrx). Substituint

les A, al segon problema, obtenim Y, (y) = sinh(nwy). Aix{, tenim els modes normals w,(x,y) = sin(nmzx) sinh(nmy).
Fem combinacions lineals d’aquestes i ajustem els coeficients d,, per tal que es compleixi la condicié no homogenia:

oo

u(z,1) = Z dy, sinh(nm) sin(nrz) = 2sin(rx) — 3sin(27z),
n=1
i cal buscar b,, = d, sinh(nm) com a coeficients d’una série de sinus. A ull, trobem: by =2, by = —3, i tots els altres b,

sén zero. A partir d’aquests trobem d; i ds i, per tant, la solucio és

2
sinh

u(z,y) = sin(mx) sinh(my) — sin(27x) sinh(27y).

3
sinh(27)



