Nom i cognoms: Columna Fila

(A,B,C...) (1,2,3...) <F
1)

Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 13 Gen 2021
Temps: 2h

Puntuacio: respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts. Cal deixar ben clar quina resposta s’ha marcat,
o si no se n’ha marcat cap. Les respostes ambigiies es consideraran incorrectes.

20 2a—1
3 2
conjunt de tots els valors de a per als quals el sistema és un focus atractor.

*a) —2—Vb6<a< -1 (b) a=-1 () —2+V6<a<3/2 (d) a=-2+6
(e) cap de les anteriors

Considereu el sistema X' = AX ,amb A = <

> , essent @ € R un parametre. Determineu el

Solucié:  Calculem la traca, el determinant i el discriminant: T = 2a+2, D = —2a+3, A = T?—4D = 4a® +16a—8.
Notem que A = 0 per a a = —2 £ /6, essent negatiu a l'interval entre aquests valors i positiu a fora. Aleshores,
deduim que és focus atractor si D >0, 7T <0i A <0, ésadir —2—v6<a< —1.

Considerem el sistema 2/ = —2y + 2y? — 323 + 223y, ¢ = z — 2y — 2y° + 3y*.  Usant una funcié de
Lyapunov del tipus V(z,y) = az? + By?, qué podem concloure sobre I’estabilitat de 1'origen?

(a) que segur que és estable no atractor (b) que és estable, perd no sabem si atractor
*(c) que segur que és atractor (d) que segur que és repulsor
(e) cap de les anteriors

Solucié:  Prenent la funcié V(z,y) = (z2+2y2)/2, resulta la derivada temporal W (z,y) = z*(—3+2y)+2y*(—2+3y).
Notem que —3 + 2y i —2 + 3y tenen, prop de 'origen, signe negatiu. Per tant, el resultat sera el mateix que obtindriem
canviant W per W(z,y) = —32* — 4y*, que és definida negativa (atractor).

Calculeu la mitjana de la distancia a 1’origen, per a la porcié de cardioide definida en coordenades polars per
r =5(1+cosf), 0 <O <, suposant en cada punt una densitat de massa p = 2sin(6/2).

(a) 2 *M) 5 (c) 5/2 (d) 0 (e) cap de les anteriors

Solucié:  Definint ¢(#) = 5(1 + cos8), 'element de longitud és
dl =+/g(0)2+ ¢'(0)? df = 5v2 4+ 2cosf df = 10 |cos(6/2)| d = 10 cos(6/2) dO

(on hem usat que cos(6/2) > 0 ja que 0 < 0/2 < 7/2). La distancia a l'origen és 7 = 10cos?(0/2), i la seva mitjana
és el quocient de les integrals

/ rpdl = 200/ cos?(0/2) - sin(6/2) - cos(6/2) d§ = 100,
C 0

/ pdl = 20/“ sin(0/2) - cos(0/2) d9 = 20,
c 0

i obtenim 7 = 5.




Calculeu el flux del camp vectorial F = (222 — y?, 323 4 5, sin(z + y)) a través de la porcié y > /3 de

2 2
I’el-lipsoide % + % + ZZ =1, orientada per la normal exterior a l’el-lipsoide.

(a) —1127/9 (b) —9r *(c) 40m/3 (d) 28w (e) cap de les anteriors

Solucié:  Per aplicar el teorema de Gauss, afegim a la superficie S una tapa T', de manera que SUT = 0W, essent

T:{yZ\/§7

2

8 2 2
Sl}z{yzx/ﬁ, x2+z2§3}, W={Z+y9+z4§1, yZ\/g}.

Observant que div F' = 4z, que és una funcié senar en x i usant la simetria de W respecte el pla x = 0, obtenim:

/S+ (F. d§>+/T+ (F,as) :/W4xd:vdydz:0,

on cal orientar T" per la normal exterior a W, és a dir pel vector NT = (0,—1,0). Per tant,

/S+<ﬁ’d§>:_/w<ﬁ7 d§>=—/T<ﬁ, NT>dS:A(3Z3+5)dS=5Area(T):40%7

on ara hem usat la simetria de T respecte z = 0.

[-1,1]? orientada pel vector normal

m

Considereu la superficie S definida per 2 = 22 — 7y?, amb (z,vy)

N

T

(0,0,1) a l'origen. Calculeu la circulacié del camp vectorial F = (e , 22, J:y) al llarg de la vora 0.5, si té

l'orientacié compatible amb la de S.
*(a) —64/3 (b) 64/3 (¢) —56/3 (d) 56/3 (e) cap de les anteriors

Solucié:  Aplicant el teorema de Stokes, calcularem el flux de rot F= (x —22,—y,0) a través de S. Parametritzem
S com una grafica, ®(z,y) = (x,y,2? — 7y?), amb domini D = [—1,1]%. El vector normal és &, A &, = (—2x, 14y, 1),
que té Dorientacié demanada. Sobre S, tenim (rot F)(®(xz,y)) = (z — 2(2% — Ty2), —y,0). Calculem:

]£S+ <ﬁ, d[> = /s+ <rot13", d§> = /D <(rotﬁ)(¢>(m,y)), d, /\(I>y>dxdy
64

1 1
:/(—2x2+4x3—28xy2—14y2)dxdy:—/ 2x2dx~2—2-/ 14y2dy:—§.
D 1 1

Considerem 'equacié de la calor 1D per a una barnilla, w; —u,, =0, x € (0,2), ¢t >0, amb temperatura
inicial w(x,0) = 0 i condicions de contorn u,(0,t) = —4t, u,(2,t) = 3t2. Calculeu la temperatura mitjana
T(t) de la barnilla a I'instant t = 3. [Ind.: calculeu primer T"(t). ]

*(a) 45/2 (b) 27/2 (c) 15 (d) 9 (e) cap de les anteriors

2
Solucié: La temperatura mitjana és T'(t) = 7/ u(z,t)dz. Derivant,
0

(3% 4 4t)

DN =

T’(t):1 Qu(gct)dalc:1 2u (xt)dleu(act)\x:z:
9 0 t ) 9 0 TT ) ) x ) =0

on hem usat PEDP i les condicions de contorn. Integrem, tenint en compte que 7'(0) = 0 per la condicié inicial, obtenint
1 45
T(t) = 3 (t* +2t%) iper tant T(3) = 5




Sigui u(z,t) la solucié de la segiient equacié d’ones per a una corda de longitud infinita:
U — dugy = At2cosz, = €R, t € R,
{ u(z,0) = u(z,0) =0, zeR.
Digueu quan val u(0,7). [Ind.: Trobeu primer una solucié particular de 'EDP no homogenia de la forma
up(w,t) = (At? + B) cosx i després feu el canvi de funcié w = u — uy. ]

(a) ©2/2 *(b) w2 (c) 4% —16 (d) 272 -8 (e) cap de les anteriors
1
Solucié:  Una solucié de ’EDP no homogenia és u,(z,t) = (t2 - 2) cosz. Sifem w=u—up, llavors w(z,t) ha

de ser solucié del problema segiient:
wtt74wm:0, Z'GR,tG]R,

1
w(zx,0) = 5 Co8T, T € R
we(z,0) =0, x €R.
1
Per la férmula de D’Alembert tenim: w(x,t) = Z(cos(x +2t) + cos(z — 2t)), d’on u(0,7) = 72.

Considerem el segiient problema de calor amb condicions de Neumann,

Ug — Uge = 0, x € (0,2m), t>0,
u(xz,0) =1+ 3cosz, x € (0,2m),
Uz (0,t) = ug(2m,t) =0, t>0.

Si u(x,t) és la solucid, trobeu el valor de wu(m,1).
(a) 1+3e1 *(b) 1—3e7! (c) 1—3e™? (d) 1—3e? (e) cap de les anteriors

......

Solucié:  Suprimint la condicié inicial (no homogenia) i buscant una solucié del tipus wu(z,t) = X (x)T(t), obtenim

el PVF X" = AX, X'(0) = X'(2r) = 0. Els valors propis sén A, = —(n/2)%, n > 0, i les funcions propies

X, (z) = cos(nx/2). Llavors obtenim 77 (t) = —(n/2)?T,(t), iresulta T, (t) = e~ (/2 La soluci6 és una combinacié

u(z,t) = Zann(a;)Tn(t) que compleixi wu(z,0) = Zd" cos(nx/2) = 1+ 3cosz. Per tant, dy =1, do =3, ila
n>0 n>0

resta de coeficients sén nuls. Llavors, u(x,t) =1+ 3cosx-e~!, iper tant u(m,1)=1—3e L.




