Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 18 Juny 2020

Temps:

Sigui u(z,t) una funcié tal que

Up = AUgy , O<z<l, t>0,

u,(0,t) =0, t>0,
1

ug(1,t) = m, t>0,

1
Si definim la funcié6 T'(t) = / u(z,t) dx , calculeu Pincrement T'(1) — T'(0).

0
Ind.: Calculeu T'(t) sense necessitat de trobar la solucié.

Solucié:
Calculem: 1 1
T/t:/ 1td :/ TT ,td = T 7t wil: -
(t) ; us(x,t) do | Atlga (2, 1) dz = a[us(z,1)], (1+1)?
Per tant,

T(1)—T(0):/01T'(t)dt:/olﬁdt:a[l_—jthzg.

Sigui u(z,t) la solucié del problema segiient, corresponent a una corda vibrant infinita,
utt—czumzo, reR, teR,
u(z,0) = az?, z € R,
ut(x,0) = 157sin(mx/2), x €R.

Calculeu u(1,1).

Solucié:
Aplicant la férmula de D’Alembert,

u(z,t) =

|

wtet m(x + ¢ m(x — ¢
(x+ct)® + (v —ct)?) + 2—/ 157 sin(ry/2) dy = a(x® + 2t?) — % <cos ( ;_ 2 S ( t)) .

xr—ct

Llavors,

u(1,1) = a(l+c?) — 1_c5 (COS 7T(lz—i— 2 — COoS W(lg_ C)> =a(l+c*) + w .

Considerem el problema segiient per a ’equacié de la calor no homogenia,

up — dug, = beos(x/a), 0<z<2am, t>0,
u(z,0) = bz + cos(3z/2a), 0 <z < 2am,
uz(0,t) = ugy(2am,t) = b, t>0.

Per homogeneitzar-la, escollim una solucié particular up(x) de PEDP que també satisfaci les condicions de
contorn i que, a més, compleixi u,(0) = 0. Escrivint u(x,t) = up(x) + v(x,t) , quina és la condicié inicial per
a la nova funcié incognita v(x,t)?

Solucié: )
a“b
Imposant que la solucié particular satisfaci 'EDP, —4u; = bcos(z/a), obtenim wu,(z) = — cos(z/a) + c1z + ¢z, on

!’

¢1, c2 sOn constants arbitraries. Imposant ara les condicions de contorn, wu,

(0) = up,(2am) = b, resulta c; = b. A més, si
b
volem u,(0) = 0 hem de tenir co = —a?b/4. Aix{, tenim wuy(z) = %(cos(gc/a) — 1) 4+ bz, ila nova condicié inicial és

a2
v(x,0) = bz + cos(3z/2a) — up(z) = Tb(l —cos(z/a)) + cos(3x/2a).




Sigui u(z,y) la solucié del segiient problema al rectangle € = [0,an]| x [0,b7]|, consistent en 'equacié de
Laplace amb condicions de contorn mixtes:
Ugz + Uyy = 0

Uy(,0) = uy(x,br) =0

k
u(0,y) =0, u(am,y) = cos ?y
Calculeu u(am/2,bm/2).
Ind.: sinh2x = 2sinh x - cosh x

Solucié:

Suprimint la darrera condicié de contorn (la no homogenia) i aplicant separacié de variables u(z,y) = X(z) - Y(y),
obtenim el PVF Y (y) =AY (y) =0, Y'(0) =Y'(br) =0, més 'EDO X" (x)4+ AX(x) =0 amb la condicié X (0) =0.
El PVF té com a valors propis A, = —(n/b)?, n > 0, i les funcions propies associades sén Y, (y) = cos(ny/b).
Substituint a laltra EDO i imposant la condicié corresponent, obtenim X, (z) = sinh(nz/b). Amb aix0 obtenim els
modes normals wuy(x,y) = sinh(nz/b) - cos(ny/b), i qualsevol serie convergent w(z,y) = > oo dpun(x,y) ¢és també
solucié del problema homogeni. Imposant ara la condicié no homogenia wu(aw,y) = cos(ky/b) que haviem suprimit,
obtenim dj = 1/sinh(kar/b) i d, =0 per an # k. Amb aix0, la solucié és u(z,y) = dj sinh(kx/b) - cos(ky/b), 1 per

tant u(am/2,br/2) = % cos(km/2) = %,

Considerem, sobre el semipla x > 0, un filferro donat per 'equacié = = a —y?> (essent a > 0), amb densitat
a cada punt igual a la distancia a l’eix . Calculeu-ne la massa.

Solucié:
Prenem la parametritzacié o(y) = (a — y%,y), v € [—va,va]. Tenim |o'(y)|| = /4y?+1, i la densitat és
p(z,y) = |y|. Per tant,
va va 1 vVa g
massa = / lylv/4y? + 1dy = 2/ yV4y? +1dy = 6((4y2 +1)¥?)| = G ((4a +1)3/2 - 1)
—Va 0 0

2

Calculeu el centre geomeétric de la part de l'esfera 22 4+ y? + 22 = a® que queda per damunt del pla z = b.

Solucié:
Per simetria axial de S, el centre geometric es troba sobre l'eix vertical: Z =y = 0, i només cal determinar-ne la tercera

component, z = zdS. Hem de parametritzar S i veure quin és el domini.

Area(S) Jg

L’esfera talla el pla per una circumferencia de radi R = v/a? —b2. La projeccié de S sobre el pla (z,y) és el disc
D = {22 + 9% < R?}, i S és la part de la grafica de la funcié f(z,y) = Va2 — 22 —y? que té aquest domini D.

L’element de superficie ve donat per \/1 + (f)2+ (fy)? = ¢

. Calculem, fent un canvi a polars:
a2 — 12—y

R
Area dr = 2na {— a? — TQ}

(5) /—a dzdy =2 /Rir
= X = zTTa
DA — 22— 2 4 0 VaZ—12
= 2ra(a — Va? — R?) = 2wa(a — b),

/zdS:/ \/a2—x2—yI;dxdy:aArea(D):ﬂ'aRzzﬂ'a(aQ—bQ).
s D Va—a? —y?

0

 ma(a®—=bv*) a+b
Per tant = =
o a2 2rwa(a —b) 2




Calculeu el flux del camp F(x,y, z) = (y3,2,3) a través de la superficie S = {(z,y,2) : 222 + > + 22 =
b?, o(y + 2 —b) >0} orientada per la normal exterior (essent b > 0, o = +1).

Solucié:
Es tracta de la part d’un el-lipsoide que queda per damunt o per sota d’un pla (depenent de o). No és una superficie
tancada perd podem tancar-la afegint un tros d’aquest pla,

S1={(z,y,2) : y+z2=0b, 22> +y° + 2> <V} ={(2,y,2) : z2=b—y, 2> +y° — by <0}
={(z,y,2) : 2=b—y, 2>+ (y — b/2)*> < (b/2)*},

que és la grafica de 2 = b—y sobre el domini D = {(z,y) : 2%+ (y — b/2)? < (b/2)?}. Aixi, la uni6 SU S; és la
frontera d’un solid. Orientem S7 per la normal exterior al solid: cap avall si 0 =1 i cap amunt si 0 = —1.

Apliquem el teorema de Gauss. Com que divF = 0, el flux total sortint per la frontera del cos és 0, i per tant flux
sortint per S és

2
/ (F,dS) :—/ <F,dS)=0/<(y3,:v,3),(0,1,1))dxdy:U/(:v+3)dxdy=0-3Area(D):U3ﬂ-b ,
S+ s D D 4

on hem usat que sobre S; tenim el vector normal (—zz, —2y,1) = (0,1,1), pero hem de canviar el signe del flux si aquest
vector normal no té l'orientacié requerida. També hem usat que la integral de x sobre D és 0 per simetria.

Considerem el tros d’el-lipsoide definit per
2 2
S = {(x,y,z) : x2+%+22: 1, aygb}

(essent 0 < b < /3/2 ic = +1), orientat per la normal exterior. Donat el camp vectorial F = (z,y, —x),
calculeu el flux del camp G =rot F' a través de S.

Solucié:
Considerem la vora

2y? 2b2
35—{(:c,y,z) : oy =0, xz—l—%—l—zz—l}—{(:z:,y,z) : oy =b, I2+22—1—7}—8T,

essent
9 9 262
T=<(z,y,2) : oy=">b, =+ z Sl—? )
Es a dir, les superficies S i T tenen la mateixa vora, i l'orientacié sera compatible si orientem 7' (un cercle de radi

/1 =202/3) pel vector Ny = (0,—0,0). Aplicant dos cops el teorema de Stokes i usant que G = (0,2,0),

/S+<é,ds> - 7i5+ (F.de) = /T+ (G.d8) = /T<é,NT> 45 = —20 Area(T) = —om (2 - %bQ) |

Estudieu I'estabilitat dels dos punts d’equilibri de 'EDO 2’ = o(z +1)* (z —2)™ (essent k,m > 1, 0 = +1).

Solucié:
Els punts d’equilibri sén —1 i 2. Per decidir la seva estabilitat, mirem el signe de f(x) = o(z + 1)¥ (z —2)™ als dos
costats de cada punt d’equilibri, depenent de si els exponents k i m sén senars o parells,idesic =100 = —1.

x Quan un exponent és parell, el punt corresponent és sempre inestable no repulsor.

* Quan un exponent és senar, el punt corresponent és repulsor si f passa de negativa a positiva en aquest punt,
i atractor si f passa de positiva a negativa en aquest punt.



Solucié:
La matriu A té —1 com a valor propi doble i no diagonalitza. Per trobar una matriu fonamental, busquem vectors u, v

1 N . - .
tals que Au = —u +v, Av = —v. Prenem v = ( a > (vector propi), i escollim w com una solucié del sistema

(A4+ Iu = v per exemple u = ( (1) ) Aixi obtenim un conjunt fonamental de solucions XM (t) = e *(u + tv),

t 1
1+at a

......

X@(t) = e7tv, i la matriu fonamental associada és ®(t) = e_t(

la solucié general X (t) = ®(t) ( “ ), resulta ¢ = 1 —a, co = 1. Per a la solucié obtinguda, es compleix que

C2
2—a
_ -1
X(1)=e (1+a—a2 )

ola—k) o(2a—2k—1)

o ola— k)
fixades), essent & € R un parametre. Trobeu els valors de « per als quals aquest sistema és un focus, i en quin
sentit giren les trajectories.

Considerem el sistema lineal 2D, donat per la matriu < ) (amb k e Rio==+1

Solucié:

Calculem la traca, el determinant i el discriminant, 7 = 20(a — k), D = (a —k —1)?, A =4(2a — 2k —1). Tindrem
un focus quan T'# 0, D > 01 A < 0, és a dir, quan o < k + 1/2 perd a # k. El sentit de gir és antihorari si o = 1,
i horarisi o = —1.

Considerem el sistema d’EDOs segiient, on p > 0 és un parametre (i suposem a > 1/8),

7' =z + 4day — pa?

Yy = —2x—y+a°
Per determinar ’estabilitat de I'origen com a punt d’equilibri d’aquest sistema, usem una funcié de Lyapunov
del tipus V(z,y) = 2% + 2y + cy? (la qual és definida positiva si ¢ > 1/4), escollint ¢ adequadament. Quin ha
de ser el valor de p perque el metode de Lyapunov permeti assegurar que 1’origen és estable?
Solucié:
Notem que el sistema linealitzat és un centre si a > 1/8, i per tant el metode de linealitzacié no decideix. Usant el metode
de Lyapunov, calculem:

_ov ., oV , 3 o 3\ (g 2 _ 4 N3
W(z,y) = 5-2'+ oy Y (2z+y)(z+4ay —pa”) +(z+2cy) (22 —y+2°) = (da—2¢)(2zy+y~) +(1-2p)a”+ (2c—p)z°y.
Escollint ¢ = 2a > 1/4 , obtenim
W(z,y) = (1 - 2p)a’ + (da — p)z’y,

la qual és semidefinida negativa si p = 4a, ja que llavors 1 —2p = 1 —8a < 0. En aquest cas, podem assegurar que ’origen

és estable.

[Nota: Si ¢ # 2a, no és possible que W sigui definida ni semidefinida, ja que pren signes diferents en punts tan propers
a l'origen com vulguem: W(0,y) = (4a — 2¢)y?, W(z,—x) = —(da —2c)x? + (1 — p — 2¢)z* ]




