Nom i cognoms: Al

Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 27 Gener 2020

Temps:

* Test (t1 — t6): respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts (la suma total del test no sera negativa). Cal deixar ben clar
quina resposta s’ha marcat, o si no se n’ha marcat cap. Les respostes ambigiies es consideraran incorrectes.

Puntuacions:

* Qiiestions (ql — g4): 1 punt cadascuna; les respostes erronies no resten. Heu d’escriure la resposta al requadre i una BREU
justificaci6 (tota resposta sense justificar és un 0).

* Problemes (pl,p2): 3 punts cadascun

Donat el PVI

X’:<_31 (2)>X X(O):(iﬁ)

amb yo < —xg, trobeu el limit de la soluci6 X(t) quan ¢ — +oc.

*(a) <_(lo> (b) <+§° ) (c) (8) (d) (fg) (¢) cap de les anteriors

Solucié:

. . . C . 1 . (0 . .
El sistema és una sella, amb valors propis —1 i 2, i vectors propis ( 1 )iy ) respectivament. Tenim doncs y = —x
com a recta invariant d’entrada, i z = 0 com a recta invariant de sortida. Totes les solucions per sota de la recta y = —x

sén asimptotiques, quan t — oo, a la “part negativa” de la recta de sortida, sobre la qual la solucié tendeix a ( oo ) .

—2p p

Trobeu els valors del parametre 1 € R per als quals el sistema lineal X' = < 43
- — M

> X és un focus
atractor.

(a) u>9 *b) 1<p<9 (c) n<1 (d) per a qualsevol valor de
(e) cap de les anteriors

Solucié:

La traca T =3 — 3u és negativa si p > 1, el determinant D = 2u? — 2u és positiu si g < 0 0o > 1i el discriminant
A=p?—10u+9 ésmnegatiusi 1 < p<9.

. . ., t
Donat el sistema lineal =’ =z + py, y' = —2y, trobeu u per tal que la solucié6 X (t) = < cht; > que passa

2 .. .
per < 1 > tendeixi a l'origen quan t — +o0.

(a) p#1 (b) p=1/2 () O<pu<1 *d) p=-6 (e) cap de les anteriors

Solucié:
La matriu del sistema té els valors propis 11 —2 i per tant es tracta d’una sella. Llavors, caldra que ( 1 > sigui vector

propi de valor propi —2, la qual cosa s’esdevé només quan pu = —6.




Quin dels sistemes autonoms segiients té el retrat de fase indicat a la

figura ? g
*(a) o' =y(y—1), y_’zx(iv—l) f\/

-
\

recta de salida-entrada tiayetaria, hi-asintitica

Dels sistemes proposats, només dos tenen punts d’equilibri compatibles amb els que veiem a la figura: (0,0), (1,0), (0,1),
(1,1). Sén el sistema =’ =y(y — 1), v =z(x —1) ielsistema 2’ =z(x —1), ¥’ =y(y—1). Siestudiem l'estabilitat
del (0,0) en aquests dos sistemes, veiem que en el primer cas és inestable no repulsor (compatible amb la figura), i en el

segon cas és atractor (incompatible amb la figura).

El moviment 1D d’una particula (de massa 1) sotmesa a una forga F(z) ve descrit per 'EDO de segon ordre
2" = F(x). Suposem que F(x)= —x(x —c)(x + ¢), essent ¢ € R una constant qualsevol. L’EDO genera un
sistema no lineal al pla (z,y), on y = 2’. Quina de les segiients afirmacions sobre aquest sistema és correcta ?

(a) sempre té 3 punts d’equilibri

(b) és contractiu al semipla superior (y > 0) i expansiu al semipla inferior (y < 0)
2
*(c) té com a quantitat conservada F = % +U(z), essent U(x)= —/F(m) dz (una primitiva)
d) hi ha un punt d’equilibri entorn del qual les orbites del sistema giren en sentit antihorari

e) cap de les anteriors
Solucié:
El sistema associat a PEDO és 2/ =y, y' = F(x). Sobre aquest sistema, podem dir:
x té tres punts d’equilibri si ¢ # 0, perd només un si ¢ = 0;
* el sistema conserva arees, ja que la divergencia del camp vectorial és 0;
oF n OF
oz Y dy
* en un sistema provinent d’una EDO de segon ordre, el sentit de gir només pot ser horari, ja que l'equacié 2’ =y
ens diu que z(t) sempre creix al semipla superior i decreix al semiplé inferior.

* la funcié F (energia total) és quantitat conservada, ja que W(z,y) = - F(x) =0;

Sigui u(z,t) una solucié de 'EDP de calor 1D u; = k?uy,, on z € (0,1) it > 0, tal que la temperatura inicial

322 . . .
és u(z,0) = 23 — - Que podem dir sobre el creixement o decreixement, respecte t, de la temperatura

a l'instant ¢ =0, als punts t = 1/4ix =3/4 7

(a) es manté constant en v =1/4 1z =3/4

(b) inicialment creix en x = 1/4 i decreix en x = 3/4
) inicialment decreix en x = 1/4 i creix en z = 3/4

d) inicialment decreix en x = 1/41i x = 3/4

e) cap de les anteriors

Solucié:

Només cal observar que us(z,0) = k*ug,(x,0) = k*(2* — 3:02/2)” = k*(6z — 3) { ; 8 Zi i i 1;3’




Considerem 'EDO z” + ax’ + bz = 0. Quant valen a i b per tal que 'EDO admeti sin 2¢ i cos 2t com a conjunt

fonamental (base) de solucions ?

Resposta: ‘ a=0, b=4 ‘

Justificacié:
El polinomi caracteristic de 'EDO, p(\) = A2 + a\ + b, ha de tenir £2i com a arrels.

Considereu 'EDO de primer ordre o’ = x(1 —x) —h, on h € R és un parametre. Per a quins valors de h aquesta EDO

té algun punt d’equilibri que no sigui atractor ni repulsor ?

Resposta: h=1/4

Justificacio:
La funcié f(z) = (1 — ) — h ha de tenir algun zero z en el qual no canvii de signe. Per a aix0d és necessari que
f(zo) = f'(x0) =0, la qual cosa implica que xg =1/2 i h =1/4. En aquest cas, el punt és inestable no repulsor.

q3

Trobeu la funcié T'(t) per a la qual wu(z,t) = cos(mz)T(t) és una solucié del segiient problema d’ones 1D,

Upp — Ugg = 0 z€(0,1) teR
u(z,0) =0 x € (0,1)
u(x,0) = cos(mz) xz € (0,1)
ug(0,8) = uy(1,8) =0 teR

1
Resposta: T(t) = = sin(nt)
T

Justificacio:
Imposem que wu(x,t) = cos(mx)T(t) satisfaci PEDP i les condicions addicionals:

— De l'equacié d’ones uy — uz, = 0 obtenim la identitat [T7(t) + 72T'(t)] cos(rx) = 0. Per tant, tenim 'EDO
T"(t) + 72T(t) = 0.

— De la condicié inicial u(x,0) =0, deduim que 7T(0) = 0.

— De laltra condicié inicial u(z,0) = cos(mx), deduim que T'(0) = 1.

— Les condicions de contorn u;(0,t) = u,(1,t) =0 es satisfan en qualsevol cas.

Hem obtingut un PVI per a T'(t) (EDO lineal de segon ordre, amb condicions inicials). Resolent aquest, obtenim

T(t) = % sin(mt).

Per a la solucié X (t) = (x(t),y(t)) del sistema lineal z’ = 3z — 2y, 3’ =4z —y, tal que (z(0),y(0)) = (1,0),
trobeu:
— el temps que trigara en tallar de nou el semieix {(z,0) : x > 0},

— les coordenades d’aquest punt de tall.

Resposta: ‘ temps: m; coordenades: (e™,0) ‘

Justificacio:
Tenim un focus repulsor. La soluci6 general és

X(t) = cre’ K 1 )cos2t— ( _01 >sin2t} + e’ K 1 >sin2t+< _01 >cos2t].

Imposant la condicié inicial, X(t) = e < cos 2t +sin 2

9 gin 2t > El tall és produeix a l'instant 7, i el punt de tall és




Determineu, en funcié del parametre p € R, I'estabilitat de 'origen com a punt d’equilibri del sistema

r' = px — 6y — 23 — 22y, Y = 4x + py — 3y° + 2%y,

[Ind.: Useu el metode de linealitzacié i, quan sigui necessari, el metode de Lyapunov amb una funcié del tipus V(z,y) =
ax? + by? buscant valors adequats de a,b > 0.]

Solucié:

La matriu del sistema linealitzat és DF(0,0) = ( Z

que Porigen és atractor si p < 0, i repulsor si p > 0.

—6
), que té determinant D = p?+24 itraca T = 2u. Deduim

El metode de linealitzacié no decideix quan p = 0, en que el sistema linealitzat és un centre. En aquest cas, apliquem el
metode de Lyapunov amb la funcié V (z,y) proposada (definida positiva si a,b > 0). Calculem la derivada temporal,

W(z,y) = (VV, F) = 2(4b — 6a)zy — 2az* + 2(b — 2a)x*y* — 6by™.

Prenent a = 21 b = 3, ens queda W = —42* — 22%y% — 18y*, que és una funcié definida negativa ja que W(x,y) <0
si (x,y) # (0,0). Per tant, 'origen és atractor també quan u = 0.

En resum, l'origen és atractor si u <0, i repulsor si p > 0.

Trobeu la solucié del segiient problema d’ones 1D amb condicions de contorn mixtes

Upp — Ugg = 0 xe€(0,m) teR
u(z,0) =0 xz € (0,m)
. 3z
ut(x,0) = sin > z € (0,m)
u(0,t) = ug(m,t) =0 teR

sabent que el problema amb valors a la frontera (PVF) associat té com a valors propis i funcions propies,

An=—(n+ 1), X, (z) =sin ((n+ 3)z) , n > 0.

Solucié:
3
Inicialment suprimim la condici6 no homogenia, wu;(z,0) = sin ; , 1 busquem solucions no trivials per separacié de
variables, u(x,t) = X (2)T(¢t). Imposant que aquest producte sigui solucié de 'EDP, obtenim les identitats
X//(x) B T//(t)
X(z) — T(t)

que ens donen dues EDOs lineals de segon ordre (que de fet sén la mateixa), per a X (z) i T'(¢), en funcié de la constant .

=)XeR,

Afegim a 'EDO per a X (z) unes condicions en 2 = 0 i © = 7, que provenen de les condicions de contorn mixtes del
problema, i tenim un PVF que té els valors propis i funcions propies que s’indiquen a I’enunciat.

Amb aquestes A, resolem ’EDO per a T'(t) amb una condicié inicial que ve de la condicié inicial homogenia del problema,
T"(t) = MT () =T"(t) + (n+ 3)*T(t) = 0, T(0) =0,
que té com a solucié T, (t) =sin(n + 1)t (o qualsevol multiple). Aix{ doncs, els modes normals sén:
Un(2,t) = Xp(2)To(t) =sin ((n + 3)z) -sin ((n + 3)t) , n > 0.
Ara considerem una superposicié de modes normals: u(x,t) = Z Brtun(z,t) = Z Bnsin ((n+ 3)z) - sin ((n + 3)t)

n>0 n>0
i imposem la condicié no homogenia que haviem suprimit:

us(x,0) = Z(n + 2)Busin ((n + 3)z) = sin

n>0

3x

2 )

i per inspeccié directa trobem que 87 = 2/3,1 8, = 0 per a tot n # 1. Per tant, la soluci6 és
2 3z 3t

u(z,t) = 3 sin7 -sin;.




