Nom i cognoms: Al

Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 28 Juny 2019

Temps: 3h

Puntuacions:

x Qiiestions (ql,q2,q3): 1 punt (amb precisié de 0.25); les respostes erronies no resten. Heu d’escriure la resposta al
requadre i una BREU justificacié (tota resposta sense justificar és un 0).

x Test (t1,...,t5): respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts (la suma total del test no sera negativa). Cal
deixar ben clar quina resposta s’ha marcat, o si no se n’ha marcat cap. Les respostes ambigiies es consideraran incorrectes.

x Problemes (pl,p2): 6 punts cadascun

a b c
ql| Considerem el sistema 3D 2’ = Ax, donat per la matriu A= | 0 1 a
0 1 1

Per a quins valors de a, b, ¢ el sistema té I'origen com a punt d’equilibri inestable?
Resposta: Es inestable per a qualsevol valor de a, b, ¢
Justificacio:
El polinomi caracteristic det A — A\l resulta ser (a — A)(A\> —2A+1—a) (I'obtenim facilment desenvolupant respecte la
primera columna), i per tant no depeén ni de b ni de ¢. Els valors propis sén Ay =a 1 A3 =14+/a. Sia <0 tenim
A2,3 com a valors propis complexos amb part real positiva. Si a = 0 tenim Ay = A3 com a valor propi real doble positiu.
I'sia > 0 tenim \; com a valor propi real positiu. Com que en tots els casos tenim almenys un valor propi positiu o amb
part real positiva, I’origen sempre és inestable.

q2 Donat el sistema =’ = y(z —3), vy’ = (3 —z), sigui (x(t),y(t)) la solucié que compleix la condicié inicial (z(0),y(0)) =
(—4,0). A quin punt tendeix aquesta solucié quan t — oo ? [Ind.: Comenceu trobant tots els punts d’equilibri del
sistema. A més, calculeu za’ + yy' per trobar una quantitat conservada del sistema.]
Resposta: (3, —V/7)
Justificacié:
Els punts d’equilibri sén el (0,0) i tots els de la recta = = 3. Del sistema deduim que sempre es compleix que
2’ +yy =0, amb la qual cosa V(z,y) = 2% +y? és una quantitat conservada, i per tant totes les orbites es troben
sobre circumferéncies 2% + y? = const. En particular, I'érbita amb condicié inicial al punt (—4,0) és continguda a la
circumferencia 2 4+ y? = 16. Aquesta circumferencia talla la recta de punts d’equilibri z = 3 als punts (3,:|:\/7).
Substituint (z,y) = (—4,0) al sistema, obtenim (z’,y’) = (0, —28), amb la qual cosa la solucié recorre (un tros de) la
circumferéncia en senti antihorari, i tendeix al punt (3, —v/7).

q3 Considereu el segiient problema de calor 1D no homogeni, amb condicions de contorn de Neumann constants

U — Uz =2 — L x€(0,L), t>0,
u(z,0) = f(z), z € (0,L),

u.(0,t) = —a, t>0,
ug(L,t) =a, t>0,

essent f(x) una funcié donada, i @ una constant positiva. SiT'(¢) és la temperatura mitjana a Uinterval (0, L) i a I'instant ¢,
justifiqueu si creix, decreix o es conserva.

Justificacié: .
Derivem la temperatura mitjana T'(t) = — / u(z,t)dz, iobtenim:
0
, 1 [ 1 [ 1 2a
T(t) = = ug(z,t)de = — [ugs(x,t) + 22 — L] de = = (ug(L,t) — uy(0,t)) + 0= — > 0.
/s /s L L

També es pot raonar que —u,(0,t) = u,(L,t) = a correspon a un flux d’entrada positiu pels dos costats, i que la font
de calor donada per 2 — L té mitjana 0 i per tant no fa modificar la temperatura mitjana T'(t).




Sigui (z(t),y(t)) la solucié del PVI 2/ =2z +vy, v = —z, z(0)=1, y(0)=0. Trobeu el valor de z(1).
(a) 1+e (b) e (c) 1—e *(d) 2e (e) cap de les anteriors

Solucié:

La matriu A del sistema té el valor propi A = 1 doble, i no és diagonalitzable. El vector propi corresponent és v = (1, —1).
Una solucié de (A — I)u = v (no tnica) és u = (1,0). Per tant la solucié general és (z(t),y(t)) = Ci(1,—1)e’ +
Cs ((1,0)et + (1, —1)te'). Imposant les condicions inicials obtenim C; = 01 Cy = 1. Aix{ tenim z(t) = e +te’, i per
tant z(1) = 2e.

Donada 'EDO de segon ordre 2" —2z'+ (14 pu?)z = 0, classifiqueu el sistema de primer ordre associat segons
els valors del parametre pu.

(a) node propi repulsor si p # 0 i node impropi repulsor si g = 0
*(b) focus repulsor si p # 0 i node impropi repulsor si =0

(¢) node propi repulsor per a tot u

(d) focus atractor per a tot u

(e) cap de les anteriors

Solucié:

Els valors propis de la matriu sén les arrels del polinomi caracteristic de 'EDO, p(\) = A2 — 2\ + (1 + p?), que sén
A2 = 1£ip. Per tant, si g # 0 tenim un focus repulsor. Per a p = 0, tenim A = 1 com a valor propi i la matriu no és
diagonalitzable, i per tant tenim un node impropi repulsor.

Donat el sistema 2’ = —3z, 3 = y®>—y, quina condicié ha de complir un punt (z1,y1) per pertanyer a la conca
d’atraccié d’un punt d’equilibri atractor? [Ind.: Recordeu que un punt (x1,y;) pertany a la conca d’atraccid

quan t — 00.]

(a) |z1| >1 *b) |yl <1 (¢) |yl >1 (d) |z <1 (e) cap de les anteriors

Solucié:

El sistema desacobla en dues EDOs de primer ordre independents, per a x(t) i y(t). La primera té xzop = 0 com a
punt d’equilibri, el qual és clarament un atractor global. La segona té com a punts d’equilibri els zeros de la funcié
gy) =y3 —vy, quesén y = —1,0,1. Tenim g¢'(£1) >0 i ¢’(0) < 0, de la qual cosa deduim que només el punt
yo = 0 és atractor, i la seva conca d’atraccié esta formada pels punts y; amb —1 < y; < 1. Considerant de nou el
sistema, 1'inic punt d’equilibri atractor és (zg,yo) = (0,0), i la seva conca d’atraccié esta formada pels punts (x1,y1)
amb x; qualsevoli —1 <y < 1.




Apliquem el metode de Lyapunov amb la funcié V(z,y) = %(JE2 +9?), alsistema o' =y+a3, y = —x+by’
on b # 0 és un parametre. Que deduim sobre l'estabilitat del (0,0) com a punt d’equilibri?

(a) atractor si b > 0, repulsor si b < 0 (b) estable no atractor per a qualsevol b # 0
*(c) repulsor si b > 0, no decideix si b < 0 (d) no decideix si b > 0, atractor si b < 0
(e) cap de les anteriors

Solucié:
El camp vectorial és F(z,y) = (y + 2%, —x + by3), iel (0,0) és punt d’equilibri ja que F(0,0) = 0. Calculem:

W(z,y) = (VV(z,y), F(z,y)) = a(y + 2°) + y(—2 + by®) = 2* + by*,

que és definida positiva si b > 0, i indefinida si b < 0. En el primer cas tenim un punt repulsor, i en el segon cas
no decideix.

Sigui u(z,t) la solucié del problema segiient, corresponent a una corda vibrant infinita amb friccid,

Ut + 2Up — Ugpy = Sint4+cosz, z €R, teR,
u(x,0) = —5cosz, r € R,
ut(x,0) = cosz, reR.

Trobeu l'acceleracié inicial uy(2,0). [Ind.: No cal usar la férmula de D’Alembert. ]
(a) sinx *(b) 4cosx (¢) —3cosx (d) 0 (e) cap de les anteriors

Solucié:
Directament, usem 'EDP i substituim ¢ = 0, tot aplicant les condicions inicials:

Ut = —2Ut + Uzy + SINE + cOS T,

uge(x,0) = —2ug(x,0) + Uy (2,0) + 0 + cosz = —2cosx + Scosz + cosz = 4 cosx.




Nom i cognoms: B

Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 28 Juny 2019
Temps: 3h

pl Una solucié d’equilibri per a I’equacié de la calor u; — augz, = 0 és aquella que no varia amb ¢, és a dir, de

la forma wug(x).

(a) Trobeu tots els equilibris que satisfan ug(0) = Uy 1 wug(L) = Us. [Ind.: Comenceu comprovant que tots
els equilibris s6n de la forma wy(z) = Az + B]

(b) Resoleu el segiient problema de calor amb condicions de Dirichlet constants,

g — @uge =0, x€(0,1), t>0,
u(z,0) =175, z € (0,1),
w(0,t) = 20, t>0,
u(1,t) = 60, t>0.
[Ind.: Useu w(z,t) = wu(x,t) — up(z), on up(z) és la solucié d’equilibri associada a les condicions de
contorn.]
Solucié

(a) Substituint ug(x) a PEDP, obtenim 0 — o?ufj(z) = 0, i per tant wuf(x) = 0. Aixi, resulta wug(z) = Az + B =

Uy, —Us
Ui + T x
(b) En aquest cas, la solucié d’equilibri és wg(x) = 20 4+ 40x. Restant aquesta solucid, obtenim per a w(z,t) un

problema amb una tnica condicié no homogenia,

wy — 0P Wey = 0, xz€(0,1), t>0,
w(x,0) =55 — 40z, z € (0,1),
w(0,t) = w(1,t) =0, t>0.
Suprimint la condicié no homogenia i aplicant separacié de variables, w(x,t) = X (x)-T(t), obtenim els problemes
segiients:
X"(x) — XX (z) =0,
(@) (@) T'(t) — M\T(t) =0
X(0)=X(1)=0,
El primer és un PVF, que té els valors propis A, = —(n7)?, n > 1, amb funcions propies X, (z) = sinnmz. Amb

els valors propis obtinguts resolem el segon problema, i obtenim T, (t) = e~ (™)’ La solucié buscada seri una

combinacié lineal infinita dels modes normals w,(x,t) = X,,(x) - T (), n > 1, és a dir,
> 2
w(x,t) = Z dpe” (")t sin
n=1

on cal escollir els d,, a partir de la condicié inicial sobre w(z,0). Aixi els d,, han de ser coeficients de la serie de
Fourier de sinus, a l'interval [0, 1], de la funcié f(x) = 55 — 40x. Aplicant la férmula dels coeficients, obtenim

1
10
dp, = 2/ (55 — 40z) sinnre da = (11 =3(-1)"), n=>1.
0

nm

D’aquesta manera obtenim lexpressié de w(x,t) i, sumant-hi la soluci6é d’equilibri ug(x), obtenim la solucié dema-
nada:

10 o= 11— 3(=1)"
u(zx,t) = 20 + 40z + — Z +) e~ () gin

n=1




p2

OH

/

Considerem el sistema d’EDOs o' = —, ¢ =

Ay Oz 7 e
definit per una funcié donada H (z,y). / \/

(a) Estudieu si H(z,y) pot ser una quantitat conservada

del sistema.

Per als apartats segiients, considereu la funcié

2 2 3
Y T T
Hey) =545 "%

Podeu veure a la figura les corbes de nivell d’aquesta funcid. \\ /;\\\

(b)
()

(d)

Calculeu tots els punts d’equilibri del sistema i determineu-ne ’estabilitat.

Si imposem una condicié inicial de la forma (x(0),y(0)) = (z0,0), per a quins valors de xy la solucié
(x(t),y(t)) és periodica? Mateixa pregunta, per a una condicié inicial de la forma (z(0),y(0)) = (0, o).
Quin és el sentit de gir d’aquestes solucions?

Ara imposem la condicié inicial (z(0),y(0)) = (1/2,—1/+/6). Existeix algun t* > 0 tal que y(t*) = 0? En
cas afirmatiu, trobeu el valor de z(t*). Quin és, si existeix, el limit de x(¢) quan t — —oo i quan t — oo ?

Solucié:

(a)

(b)

El sistema ve donat pel camp vectorial F(z,y) = (H,, —H,). La funcié H(x,y) és quantitat conservada, ja que
(VH,F)=H,-H,+ H,-(—H,) =0 (de fet, cal demanar que sigui C? perque el camp vectorial sigui C').
Aix{ doncs, totes les orbites son contingudes en corbes de nivell H(z,y) = const.

Els punts d’equilibri sén els zeros de F(z,y) = (y,2% — ). Tenim aix{ el sistema d’equacions y =0, z? —x =0,
que té com a solucions els punts (0,0) i (1,0).

Per determinar-ne 'estabilitat, comencem aplicant el metode de linealitzacio i, si no decideix, el de Lyapunov. La
matriu jacobiana és
- Hyy Hy, _ 0 1
DF(z,y) = ( ~Hye —Hy ) \20-1 0 )"

), que ens diu que el sistema linealitzat és un centre i, per tant, el metode de

-1 0
linealitzacié no decideix per al punt d’equilibri (0,0). Pero pel fet que H(z,y) és una quantitat conservada,
deduim que el punt (0, 0) és estable no atractor (de fet, un centre no lineal).

0

1 0
(1,0) és inestable no repulsor per al sistema no lineal.

* Tenim DF(0,0) = (

* Tenim DF(1,0) = < ) , que ens diu que el sistema linealitzat és una sella i, per tant, el punt d’equilibri

Com a dades rellevants per als apartats segiients, observem que el punt (0,0) és un minim relatiu de la funcié
H(z,y) amb el valor H(0,0) =0, i que el punt (1,0) n’és un punt de sella amb el valor H(1,0) = 1/6.

Com podem veure a la figura, tota la regié definida per les desigualtats H(z,y) < 1/6, = < 1 esta formada
per oOrbites peridodiques, que giren entorn del punt d’equilibri (0,0). El sentit de gir sempre és horari ja que
F(0,y) = (y,0) per a tot y.

Aix{, només cal demanar que la condicié inicial (zg,0) o (0,yo) pertanyi a aquesta regid, la qual cosa es compleix

si|—1/2<29<1|o|-1/v3 <y <1/V3| respectivament.

Tenim H(1/2,—1/+/6) = 1/6, i per tant I'orbita recorreguda per aquesta solucié (z(t),y(t)) es troba sobre la corba
de nivell del punt de sella (1,0), i més concretament sobre el “loop” que té origen i final en aquest punt. Per tant,
podem dir que . h? z(t) = 1.

—+oo

A més, com que la condicié inicial donada es troba sobre el semipla inferior (yo < 0) i “loop” també es recorre en
sentit horari, tindrem un instant ¢* > 0 tal que y(¢*) = 0, amb x(¢*) = —1/2 (interseccié de la corba de nivell amb
la recta y = 0).



