Nom i cognoms: Al

Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 19 Gen 2018
Temps: 3h
[TeSt ] [ Nota important: respostes correctes +1 punt, incorrectes —0.25 punts ]

Donada 'EDO 2’ = 422 4+ 122 4+ 9, determineu l'estabilitat del seu tinic punt d’equilibri.

(a) estable no atractor (b) atractor (c) repulsor *(d) inestable no repulsor
(e) cap de les anteriors

Solucié:

L’EDO és de la forma a2’ = f(x), on la funcié f(z) = (22 + 3)?> només s’anul-la per a * = —3/2, que ens déna
Inic punt d’equilibri. Com que f(z) >0 si x # —3/2, qualsevol solucié fora del punt d’equilibri compleix a'(t) > 0.
Aixi doncs, les solucions a I'esquerra del punt d’equilibri s’hi apropen, i les solucions a la dreta de n’allunyen. EIl punt
d’equilibri és inestable no repulsor.

Considerem un sistema lineal al pla, 2’ = Az, on A és una matriu tal que trA = 3 i detA = —2.

Siguin (M (¢) i ) (¢) les solucions que satisfan les condicions inicials () (0) = < (1) ) i 2(0) = < (1) >,

respectivament. Quin és el determinant de la matriu que té els vectors (1 (5) i 2(?)(5) com a columnes?
(a) e 1? *(b) e!d (c) e 10 (d) el? (e) cap de les anteriors

Solucié:
Per la férmula de Liouville, el wronskia W (t) = det (zV)(¢), ) (¢)) compleix que W (t) = W (0) et Usant que
W(0)=1 i trA =3, obtenim W(5) = e!®.

Donat el PVI segiient, que depén d’un parametre p € R,

2\ (2 w T z(0) \ [ 4
y ) \0 -1)\y)’ y(0) )\ 1)’
trobeu el valor de p per al qual la solucié (z(t),y(t)) tendeix al (0,0) quan t — oo.
*a) p=—-12 (b) p=-2 (c) p=28 (d) p=4 (e) cap de les anteriors

Solucié:
2 p

Es tracta d’un sistema lineal homogeni, amb matriu A = 0 -1

), que com a valors propis 2 i —1. Tenim doncs

......

8+ p

-1

sobre la direccié de valor propi negatiu. Calculant A- le ) = (

), deduim que s’ha de complir 8 + u = —4,
iper tant p=—12.




¥ =y+az’
Considerem el sistema no lineal { , 4 3’ on a és un parametre. Apliquem el metode de Lyapunov
y = —x -y,
per decidir I’estabilitat del punt d’equilibri (0,0), usant la funci6 V(z,y) = (2> +y?)/2. Per a quins valors
de a deduirem que el (0,0) és un atractor?

(a) 0<a<1 *b) a<0 (c) a=1 (d) a=0 (e) cap de les anteriors

Solucié:
Considerem el camp vectorial associat al sistema, F(z,y) = (y + ax®,—2 — y3) i, aplicant el metode de Lyapunov,

calculem
W(z,y) = (VV(z), F(z)) = 2(y + az®) + y(—z — y3) = az* — 3.

Només quan W (z,y) és una funcié definida negativa a 'origen, és a dir quan , deduim que 'origen és un atractor.

Sigui u(z,t) la solucié del segiient problema de valors inicials per a una corda infinita:

Ut — Mgy = 0,
1 reR, teR,
u(z,0) =0, w(x,0)=-—=

Trobeu el valor de u(0,1/3).
*a) w/12 (b) /18 (c) m/6 (d) n/3 (e) cap de les anteriors

Solucié:
La solucié ens ve donada per la férmula de D’Alembert amb ¢ = 3, i les condicions inicials f(z) =0 i g(z) = 1/(1+2?):

1 ds 1
u(z,t) = g /$_3t To 2= g(arctan(z + 3t) — arctan(x — 3t)).

(arctanl — arctan(—1)) = -

Per tant, obtenim u(0,1/3) = B

| =




[Problemes |

p1 (8 punts |
Considerem el segiient sistema d’EDOs, depenent d’un parametre :
= —py
y = (n—Dz+V8y
Classifiqueu el sistema, i determineu ’estabilitat de l'origen (estable, inestable, atractor, repulsor) segons els
valors de p.
Solucié:
0 _
Es tracta d’un sistema lineal, de matriu A, = < p—1 \/—'; > La seva traca, determinant i discriminant sén: T = /8,
D=p(p—1), A=T?—4D = —4(u—2)(up+1). Els valors propis de A, sén A\x = (T £ v/A)/2.
* Si0 < p<1tenim D <0 i, per tant, I’origen és una sella i, aleshores, inestable no repulsor.
% Si g =1, tenim D = 0, i per tant és un sistema degenerat; els valors propis sén 0 i v/8, i per tant és inestable no
repulsor.
x* Sil<pu<2,tenim T >0, D >01A >0, que correspon a un node propi repulsor, i per tant inestable repulsor.
-2
% Sip =2, tenim A\ =+/2 com a valor propi doble, i la matriu Ay = ( (1) NG ) no diagonalitza. Tenim doncs un
node impropi repulsor, i per tant inestable repulsor.
x Sip > 2, tenim A < 01iT >0, que correspon a un focus repulsor, i per tant és inestable repulsor.
p2 (8 punts]

Considereu la segiient EDO lineal de segon ordre no homogenia: 2+ 32 22 = oo
e

(a) Escriviu ’EDO lineal homogenia associada i trobeu-ne un conjunt fonamental de solucions {z1(t), z2(t)},
i la solucié general.

(b) Trobeu la solucié general de 'EDO lineal no homogenia original.

[Ind.: Les integrals que cal calcular sén immediates, si bé el canvi s = e

us pot ajudar.]

Solucio6:

(a) L’equaci6 caracteristica és m?+3m+2 = 0, que té arrels reals simples —11i —2. Per tant x1(t) =e~! i xa(t) = e
formen un conjunt fonamental, i la solucié general és 1, () = c121(t) + caz2(t) = cre™t + coe ™2, ¢1,c0 € R.

(b) Apliquem el metode de variacié de constants per tal de trobar una solucié particular zp(t) = w1 (t)x1 () +u2(t)z2(t).
Les funcions wu;(¢) i u2(t) han de complir

(56 20) (i) =()

on f(t)=1/(1+e'). Podem usar que el wronskia de {z1(t),z2(t)} és w(t) = —e 3!, i tenim

w(t) = /%dt/lietdtln(lJret)

us(t) = /%dt/lej;tdt/<$et) dt =In(1+e") — ¢,

i obtenim xp(t)
Tp(t) + o ().

(et +e72")In(1 +e*) —e~t. Llavors, la solucié general de 1’equacié no homogenia és x(t) =



Nom i cognoms: B

Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 19 Gen 2018
Temps: 3h
p3 (4 punts]

Considerem el segiient problema de calor 1D no homogeni, amb condicions de contorn miztes:

Tx

— 4duy, = sin —
2

)
u(m,O) :1‘|‘51H7x T e (0,77-), t > 0. (1)

u(0,t) =1, wuy(m,t)=0

(a) Busqueu una solucié particular uy(z) de 'EDP, que no depengui de ¢ (equilibri térmic), i que també
satisfaci les condicions de contorn del problema (1), de manera que w(z,t) = u(z,t) — up(z) és solucié
d’un problema del tipus

— 4w, =0
w(z,0) = g(x) z € (0,m), t>0. (2
w(0,t) =0, wy(m,t)=0

~—

Determineu les funcions uy(x) i g(z).

(b) Suposeu conegut que el problema homogeni obtingut quan suprimim 1'inica condicié no homogenia del
problema (2), té com a modes normals (o solucions fonamentals) les funcions

wp(z,t) = e~ (@nt1)%t, sin(n + 1)z, n > 0.
Amb aquesta informacié, trobeu la solucié u(zx,t) del problema original (1).

Solucié:
(a) Imposant que uy(x) satisfaci 'EDP, tenim 0 — duj(z) n . Integrant dos cops, obtenim wup(z) = 45 sin 2 +
1z + c2, que ha de complir les igualtats wu,(0) = 1, u;( m) =0, ipertant ¢; = 0, co = 1. Aix{ doncs,
up(z) =14 45sin 2| illavors g(z) = u(x,0) — up(z) = sin 3 — 4—1951n77x

(b) Qualsevol serie (convergent) del tipus
= Z dpwn, (:L', t)
n=0

és també soluci6 del problema homogeni. Imposant la condicié inicial w(x,0) = g(z), on g(x) és la funcié trobada
a l'apartat (a), deduim que els coeﬁcients han de ser: dy =1, ds = —4%, i d, =0 sempre que n # 2,3. Per
tant, tenim w(x,t) = wa(x,t) — gws(x,t) i, sumant-hi la solucié particular,

1 oty Tz

5
u(z,t) = up(x) + w(z,t) =1+ e 2" . sin ; + E(l e sin —



(a)

Ara considereu el segiient sistema no lineal 2D: {
Y

(6 punts ]

Donada 'EDO 2z’ =2z (3 — x), trobeu-ne els punts d’equilibri i determineu la seva estabilitat (estable,
inestable, atractor, repulsor).

¥ = x2(3-2%—1y?),

"= yB-2" -y,

Trobeu tots els punts d’equilibri del sistema.

Determineu, si és possible, l'estabilitat del (0,0) com a punt d’equilibri, usant el metode de linealitzacié.
Determineu si la funcié6 G(z,y) = L4 és una integral primera (o quantitat conservada) del sistema, és a
dir, si és constant sobre qualsevol soluci6 (z(t),y(t)).

Donada qualsevol solucié (x(t),y(t)) del sistema, definim la funcié u(t) = x(t)? +y(t)?. Proveu que u(t)
és sempre solucié d’'una EDO de la forma u' = h(u), i trobeu la funcié h(u).

Usant els apartats anteriors, determineu l'estabilitat dels punts d’equilibri (zg, yo) # (0,0) del sistema.

Soluci6:

(a)

Els punts d’equilibri sén els zeros de la funcié f(z) = 22(3 — z), que sén 01 3. Tenim f/(0) > 01i f'(3) <0, i per
tant podem dir que x = 0 és repulsor i z = 3 és atractor.

L’origen és clarament un punt d’equilibri i, a més, ho sén tots els punts que compleixen 22 4 y? =3, que formen
una circumferencia centrada a l'origen.

30

0 3
sistema. Per tant, I’origen és inestable repulsor per al sistema original no lineal.

La matriu del sistema linealitzat a 1'origen és DF(0,0) = ( , on F(z,y) és el camp vectorial associat al

La derivada temporal de G(x,y) sobre les solucions ve donada per
Y 1
(VG(z,y), F(z,y)) = =5 23 =2 —y*) + —-y83—2" = y*) =0,

i per tant G(z,y) és una integral primera.

Donada una solucié (z(t),y(t)), derivem u(t):
u = 2xx’ + 2yy = 22%(3 — 2% — %) + 207 (3 — 2% — y?) = 2u(3 — u).
Per tant, u(t) satisfa 'EDO de l'apartat (a): «' = h(u), amb h(u) = 2u(3 — u).

D’una banda, com que G(z,y) = Yy és integral primera, podem dir que les solucions es mantenen sobre rectes per
x

Porigen y = kx. [Nota: De fet, aix0o també és valid per a la recta vertical 2z = 0, pero cal verificar-ho apart, usant
que si z(t) = 0 aleshores z/(t) = 0 i per tant z = 0 és una recta invariant.]

D’altra banda, donada una solucié (z(t),y(t)) # (0,0) sobre qualsevol
recta y = kx, pel resultat de Papartat (a) podem dir que el quadrat de la
distancia a l'origen, u(t) = z(t)?+y(t)* > 0, complira que tliglo u(t) =3,
i per tant (x(t),y(t)) tendird a un punt de la circumferéncia 22 +y? = 3
quan t — co. Per tant, els punts de la circumferéncia 22 +y2 =3 sén
estables, pero no atractors (ja que trajectories properes tendiran a altres
punts de la circumfereéncia).




