Nom i cognoms: A

Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 18/1/2017
Temps: 3h

Considereu el segiient sistema d’EDOs no lineal en el pla, on a € R és un parametre:
2

T
o=y, Y =-r=2ay+ o,
(a) Trobeu tots els seus punts fixos (d’equilibri) d’aquest sistema, i la matriu del sistema linealitzat en

cadascun d’ells.

(b) Per a tots els punts fixos diferents del (0,0), qué¢ podem dir de la seva estabilitat per al sistema no

lineal a partir del sistema linealitzat?

(¢) Apliqueu el metode de les funcions de Lyapunov per estudiar (en funcié del parametre a) l'estabilitat del
3

1 2
(0,0) per al sistema no lineal, usant la funcié definida positiva V(z,y) = (2 + a2> 22+ % +axy— % .

[Nota: No cal que comproveu que V és definida positiva.]
(d) Per a quin valor de a la funcié V(z,y) és una quantitat conservada (integral primera) del sistema no

lineal? En aquest cas, qué podem concloure en relacié al (0,0)?

Solucié:

2
x
(a) Denotem F(x,y)= (y, —x — 2ay + 3) el camp vectorial associat al sistema. Els punts fixos s’obtenen resolent

F(z,y) = (0,0) isén (0,0) 1 (3,0). El sistema linealitzat en (0,0) ve donat per la matriu A; = DF(0,0) =
0 1 0 1

, ien (3,0) per la matriu A, = DF(3,0) =
-1 —2a 1 —2a
(b) La matriu Az del sistema linealitzat en (3,0) té determinant D < 0 (correspon a una sella). Sempre té un valor

propi positiu, i per tant (3,0) és sempre un punt fix inestable del sistema no lineal.

(¢) Calculem la funcié W que déna la derivada de V sobre les solucions del sistema no lineal. Obtenim:

W =(VV,F) = % y+% (a:ay+x;> = fa(z2+y2)+%x3 = —ax? (1— g) — ay?.
Com veiem, si (z,y) # (0,0) és prou proper al (0,0) (concretament, si |z| < 3) la funcié W té el mateix signe
que el parametre a. Per tant:

* si a >0, la funcié W és definida negativa i per tant el (0,0) és atractor (asimptoticament estable);

* st a <0, la funcié W és definida positiva i per tant el (0,0) és repulsor;

* si a =0, la funcié W és semi-definida negativa i per tant el (0,0) és estable.

(d) Sia=0,tenim W(x,y) = 0 per a tot (z,y), i per tant V és una quantitat conservada del sistema no lineal. Com
que V és definida positiva en (0,0), podem concloure que el (0,0) esta envoltat de solucions periodiques (centre

no lineal) i per tant el (0,0) és estable pero no atractor en aquest cas.




Considereu 'EDO 2/ = z* — 423 + 322

(a) Trobeu tots els seus punts d’equilibri i estudieu la seva estabilitat, decidint si sén estables o inestables

i, eventualment, atractors o repulsors.

(b) Si z(t) és una solucié que compleix z(0) = xp, isuposem que 0 < xzg < 1. Quin ha de ser el valor

de xg per tal que x(t) tingui ¢ = 0 com a punt d’inflexié? [Ind.: Estudieu el signe de z”(t).]

Solucioé:

(a) Els zeros de la funcié f(z) = 2* — 423 + 322 = 2%(z — 1)(z — 3) sén els punts d’equilibri: 0, 1 i 3.
— El punt 1 és atractor, ja que /(1) <O0.
— El punt 3 és repulsor, ja que f/(3) > 0.
— Al punt 0 tenim f’(0) = 0, i llavors hem d’estudiar el signe de f(z) per a x properes al 0. Com que
f(z) > 0 als intervals (—o0,0) 1 (0,1), deduim que z(t) creix en aquests intervals, i per tant s’apropa al 0

quan z(t) <0 ise n’allunya quan 0 < z(¢t) < 1. Aix{ doncs, el punt 0 és inestable no repulsor.

(b) Derivant 2’ = f(z), obtenim z” = f'(z)- -2’ = f'(z) f(z). A linterval (0,1), tenim f(z) > 0 i per tant

x(t) és creixent. D’altra banda, f'(x) = 22(22% — 62 + 3) s’anulla, a Iinterval (0,1), tnicament al punt

o= (3—+3)/2|. Es per aquesta zo que tenim un punt d’inflexié, ja que f'(x) >0 pera z € (0,z) i

f'(x) <0 pera x € (xg,1) i, per tant, z(¢) passa de convexa quan t < 0 a concava quan t > 0.

6 - 2e!
................................................................................................. [2 punts]
Solucié: 1 1
La matriu té valors propis 0 i —5, i els vectors propis respectius sén 5 i ( 3 Obtenim una matriu

1 e . . . . 1
fonamental: ~ ®(t) = 60 _gest | la solucié del sistema homogeni és x,(t) = ®(t) ¢, amb ¢ = .
—3e 2
ot
Ara apliquem el metode de variacié de constants. Resolent el sistema  ®(t) uw' = oot obtenim  w/(t) =
e
/ —t —t
u) (t) e ) uq (t) —e .
= , 1 per tant w(t) = = . Deduim que @x,(t) = ®(t)u(t) =
<u;<t>> <0> b ) <u2(t) ) que  ay(t) = (1) ult)
et
28 . és una solucié particular del sistema no homogeni, i la solucié general és
—2e

(t) = zp(t) + @n(t) = ( _;e;t ) + ( ; _Z;jﬁt ) ( 2 ) '



Nom i cognoms: B

Equacions Diferencials (240131) Examen Final — 18/1/2017
Temps: 3h

x a 2a—-3\ [z
Considereu el segiient sistema lineal al pla, ( ,> = (3 > < ), on a € R és un parametre.
Y o Y

(a) Estudieu la seva estabilitat i classifiqueu-lo en funcié de a.

(b) En el cas a = 0, podem assegurar que hi ha orbites periodiques? En cas afirmatiu, determineu el seu
periode i el seu sentit de gir. [Justifiqueu la resposta.|

................................................................................................. [3 punts]

Solucio:

(a) Usem el criteri traga—determinant: tenim 7T = 2o, D = (a — 3)?2, i el discriminant A = T? — 4D = 24a — 36,
amb la qual cosa obtenim « = 0, % ,3 com a valors de bifurcacié. Tenint en compte els signes de T', D i A,
concluim:

x si a < 0, focus atractor;

* si & = 0, centre (estable no atractor);

* si 0 < a < 3/2, focus repulsor;

* si & = 3/2, node impropi repulsor (ja que la matriu és no diagonalitzable);
% si 3/2 < a < 3, node propi repulsor;

* si a = 3, degenerat, inestable no repulsor (valors propis 0 i 6);

* si a > 3, node propi repulsor.

-3
(b) Per a a = 0, tenim un centre: la matriu del sistema és ( 3 0 >7 amb valors propis imaginaris purs +3i.
: o . . . c | 2T
Les solucions s’expressen com a combinacions lineals de cos 3t, sin 3¢, i per tant el seu periode és 3 D’altra

banda, com que 3’ = 3z, resulta que la coordenada y creix per a x > 0, i per tant les trajectories giren en sentit

antihorari.

(a) Donada 'EDO de segon ordre z”+ax’+bx =0, on a,b € R sén parametres, determineu la condicié
sobre a 1 b per tal que existeixi una solucié no trivial z;(¢) tal que 2 () = x1(¢) per a tot ¢.
(b) Si es compleix la condicié de I'apartat (a), quina altra condicié han de complir els parametres a i b

perque existeixi una segona solucié no trivial za(t) tal que xb(t) = k z2(t) per a tot ¢, amb algun k # 17
................................................................................................. [2 punts]

Solucié:

(a) Siz)| = zq, també tenim z{ = 2} = x1, 1 substituint directament a 'EDO trobem que |1+ a+ b= 0|. També

es pot deduir del fet que la solucié donada és de la forma z1(t) = ce’, i per tant el polinomi caracteristic
p(A) = A2 + aX + b ha de tenir A = 1 com a arrel.

(b) En aquest cas, el polinomi caracteristic ha de tenir arrels simples 1 i k. Per tant, 14+ k= —a i 1-k =1,
amb k # 1. Per tant, hem de tenir |b=—-1—a #1 ‘




@ Considereu el problema segiient, que correspon a la distribucié de temperatures u(x,t) en una barnilla de

longitud 7/2, amb condicions de contorn mixtes, i amb una font de calor externa:

Up — Uge = SIN DT,
u(x,0) = 2sin 3z + sin bz,
w(0,t) = ug(m/2,t) =0,

0<z<7/2,
t>0.

(a) Trobeu una solucié particular estacionaria ug(x) de 'EDP (és a dir, una solucié que no depengui
de t), que també satisfaci les condicions de contorn, i formuleu el problema que ha de satisfer la funcié

diferencia w(z,t) = u(z,t) — ug(x).

(b) Trobeu la solucié w(x, t) d’aquest nou problema, per separaci6 de variables. [Nota: No cal que resolgueu

explicitament el problema de valors a la frontera associat.]

(c¢) Per al problema original, trobeu la temperatura limit en el punt z = /2, quan t — occ.

Solucio:

1

55 sinbz, la

(a) La funci6 ug(z) ha de complir que uj = — sin 5z. Integrant dos cops obtenim una solucié wug(z) =
qual també satisfa les condicions de contorn: ug(0) = ug(7/2) = 0.
La funcié w(z,t) = u(z,t) — up(x) satisfa PTEDP homogenia, les mateixes condicions de contorn, i una nova

condicié inicial que obtenim calculant w(x,0) = u(x,0) —ug(x). Llavors w(z,t) ha de ser solucié del problema:

Wy — Wee =0,
w(z,0) = 2sin3z + 22 sin 5z,
w(0,t) = wy(7/2,t) =0,

0<z<m/2,
t>0.

(b) Suprimint de moment la condicié inicial (que és I'inica no homogenia), i escrivint w(z,t) = X (z)-T(t), obtenim
els segiients dos problemes d’EDOs:

X’/(:U) — )\X(:c) =0, ) -
{ X(0)=X'(n/2) =0, T'(t) — AT(t) = 0.

El primer és un PVF, per al qual sabem que els valors propis i les funcions propies sén
A = —(2n 4 1)2, Xn(z) =sin(2n+ 1)z, n>0.

esolent la segona per als valors propis A\, obtenim les funcions T, (t) =e~ 2’5, i per tant els modes
Resolent 1 EDO Is val An, Ob les fi T, (2n+1)
normals sén

wp(x,t) = Xp(z) - Ty (t) = e~ (1%t iy (2n + 1)z, n > 0.

[ee]
Finalment, imposem la condicié inicial a w(z,t) = Z dpwy(x,t):
n=0

w(z,0) = Zd” sin (2n + 1)z = 2sin 3z + 21 sin 5z,

n=0

d’on deduim que dy =2, dy = % i d, =0 peranz1,2. Per tant,

w(z,t) = 2w (2,t) + 22 wo(z,t) = 2% sin3z + 22 e 2" sinba.

(¢) La solucié del problema original és w(z,t) = ug(z) + w(x,t), i obtenim: tlim u(m/2,t) = up(n/2) =| =
— oo

(és a dir, la temperatura limit ve donada per la solucié estacionaria).



