'quacions diferencials -240131 / GETI -

13 de Gener de 2015

Teoria (30 minuts, 2punts)

e (a) Donat el PVI 2’ = 22, £(0) = 2, calculeu la solucié z(t) explicitament.
(b) Representeu-la en el pla (¢, ) distingint els cassos
(i) z0 >0
(ii) 2o =0
(iii) zg < 0
Quin és I'interval de definicié de la funcié z(t) en cada cas?
(c) Representeu el retrat de fases (croquis de les orbites) de l'equacié z' = 2,
(d) Si 29 > 0 i l'interval de definici6 de z(t) és (a,b), quant val %1_13(11 z(t), %g%m(t)'?
(e) Idem si zg = 0.
)

(f) Idem si zg < 0.
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Problemes (3h temps)

1. (3 punts) Donada una funcié H(z,y), C* V(z,y) € R?, direm que el sistema diferencial Hamiltonia associat
a la funcié H(z,y) és

dr OH
dt 9y
dy  OH
dt Oz

(a) Donat un sistema diferencial Hamiltonia, calculeu la derivada temporal de la funcié H (z,y) i comproveu
que és una quantitat conservada (o també una integral primera) per al sistema.

2 2

(b) Escriviu el sistema diferencial Hamiltonia associat.

1 4
A partir d’ara prendrem H(z,y) = = <y2 —z% 4+ _x__)

(¢) Calculeu-ne els punts d’equilibri.

(d) Estudieu ’estabilitat de cada punt d’equilibri del sistema diferencial no lineal amb el metode de lineal-
itzacid.

(e) Justifiqueu que les orbites es troben sobre les corbes y = ++/F — U(z), concretant qui és E i U(z).

(f) Representeu el retrat de fases (o croquis de les drbites) del sistema diferencial donant també el sentit de
recorregut de les drbites. (Indicacié: representeu la funcié U(z).)

2 —_—
2. (2.5 punts) Considereu el sistema al pla X' = AX, amb A = ( ?O _12 >

(a) Classifiqueu el sistema, de la manera més detallada possible, en funcié del parametre p € R. QQuins sén
els punts de bifurcacié?

(b) Per a u = 4\/3, trobeu les condicions inicials tals que X(t) — ( 8 ) (Nota: /2304 = 48)

t—00
(¢) Feu el retrat de fase (croquis de les orbites) en el cas p = 4.
(d) Per a p = 2, considereu el PVI: X’/ = AX, X(0) = Xo. Expresseu la solucié en funcié d’una base
adequada tal que, en aquesta base, les components descriuen una circumferéncia.

(e) Per a p = 2, trobeu un canvi de coordenades (Z,7), on les drbites siguin circumferencies. Es a dir, trobeu
T : (z,y) — (Z,7) on (z,y) sén les coordenades cartesianes.

3. (2.5 punts) Es pinga pel seu punt mig una corda de guitarra de longitud L i es deixa anar. Per 'efecte del
pincament la corda descriu inicialment un triangle isosceles d’altura b << L. Trobeu la forma de la corda a
temps ¢t > 0, seguint els segiients apartats:

(a) Escriviu equacié corresponent (suposeu que la velocitat de propagacié de les ones és una constant c¢
coneguda), amb les condicions inicials i de vora adients.
(b) Resoleu per separacié de variables.

(c) Observeu periodicitat en temps de la solucié? Quines son totes les freqiiéncies dels modes normals de la
corda?
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