Equacions diferencials -240131/GETI/GEQ/GEM- 23 de Juny de 2014

Teoria (25 minuts) (& ()\-N*t)

e Considerem el sistema 2D de primer ordre autonom en forma normal

¢ = f(z,y)
(1) { y = g(z,y)

per a algunes funcions f,g: D € R* — R de classe C*.

(a) Que és el camp de vectors associat a aquest sistema?
(b) Quina relacid existeix entre el camp de vectors i les solucions del sistema?

(c) Quina relaci6 existeix entre les trajectories del sistema inicial i les del sistema

{ = 3f (CU, y) ?
Yy =3g(z,y)
(d) Definiu amb precisié que (g, yo) és un punt d’equilibri de (1).
(e) Definiu amb precisié que (xo,yo) és un punt d’equilibri estable de (1).

Important: Responeu en aquest mateix full. Es valorara la claredat i brevetat de la resposta. Pot ser 1til incloure
alguns dibuixos.

Resolucié:

(a) El camp de vectors associat al sistema es construeix mitjangant la regla segiient: a cada punt (z,y) € D li assignem el
vector amb origen en aquest punt i direccié (f(z,v), 9(z,v)).

{(b) Donada una corba (z(t), y(¢)), el vector tangent a la corba en el punt (z(t), y(t)) vé donat per (z'(t), y'(t)). Per tant,
veiem que la corba (z(t), y(t)) és solucié del sistema si, i només si, la corba és tangent en tots els seus punts al camp
de vectors. Doncs, hem relacionat un problema analitic (resoldre el sitema d’EDOs inicial) amb un problema geométric
(trobar corbes tangents a un camp de vectors).

(c) El factor 3 davant de les funcions f(z,y) i g(z,y) fa que els vectors del camp de vectors associat al tercer sistema
inguin la mateixa direccié y sentit que els vectors del camp associat al sistema inicial, perd triple longitud. Per tant, les
trajectories sén las mateixes perd recorregudes a triple velocitat.

(d) f(zo,y0) = g(zo,y0) =0, Le., que (z(t), y(t)) = (%o, ¥o) és una solucié constant per a tot t.

(e) SiVe > 0346 >0 tal que
| X(0) = Xo [ 6 —=|| X(t) = Xo [<e VE>0

on Xo = (20,40, X(1) =(x<t>,y<t>) i X(0) = (3(0), %(0))
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Problemes

1. Considerem el sistema no lineal X' = F(X):
o' = pz -y — z(z” +1°)
1 eR
3(\W§- (1) {y’=x+uy—y(m2+y2) u
origen és un punt d’equilibri d’(1).

(a) Estudieu l'estabilitat del sistema linealitzat al (0,0) segons els valors de u. Qué podeu deduir de l'estabilitat del
sistema no lineal?

e Sigui X' = AX el sistema linealitzat al (0,0) i considereu p < 0. Aleshores:

y(t) Yo
(c) Calculeu la distancia del punt X (¢) = (z(¢), y(t)), solucié de Papartat anterior, a 'origen en funcié de t i de la
distancia de X = (2o, yo) a Porigen. Quant temps t. cal esperar per a que la nostra solucié X (t) estigui a la meitat
de la distancia inicial?

(d) En el cas u = 0, qué es pot dir de l'estabilitat del (0, 0) per al sistema no lineal (1) amb el métode de Lyapunov?

(b) Trobeu X (t) = ( 4 ) la solucié del PVL: X' = AX, X(0) = X, = ( =8 )

Resolucid:

(a) El punt (0,0) és punt d’equilibri F(0,0) = (0,0)

-3z —y? —-1-2z -1

D=p24+1>0; T=2u; A=T?—-4D=4u? - 4(u?>+1) = -4 <0 — vap’s complexes

T+VT?—-4D TxVA 2u++/—4
pAN) =X -TA+D=0= )= o = 2\/_: = 5 =pti
focus estable centre focus inestable
Per tant: SL: = YU
AE E 1
Per tant: SNL: 0
AE no dgcideix 1

(b) Cas p < 0: Focus estable (AE)

A=p+i:u€Nuc (A—{(u+14)I)=Nuc ( ~1Z __t)

:>u:( _i):(é)%—z( _(1)) és vector propi
P N

. 1 0 ut cost sint c1 , .,
= X(t) = ( 0 -1 )e ( _sint cost ) ( z ) és soluci6 general.



Imposem

X(O)-:on(x°)=>
Yo

Zg __ 1 0 1 0 C1 B C1
Yo - 0 -1 01 Co —C2
i per tant la solucié buscada és
1 0 cost sint z
— pht 0
Hift) = ( 0 -1 ) ( —sint cost ) ( —1Yo )

o bé
z(t) \ et [ %o cost —ypsint
y(t) | Tosint + yocost J °

(c) Calculem

e ((z(t),y),(0,0)) = z%(t) +y2(t) = e (x2 cos?t + y2 sin®t — 2xoyosintcost + x2sin’t +
+y5 cos® t + 2zoyp sint cost) = et () + y7)
1
i per tant d(X(t),0) = e#*d(X(0),0). Aleshores, si volem d(X (t),0) = §d(X(0), 0) =
1 1
et = Z = pt, =log= = —log2 = t, = _log2 .
2 2 I

(d) u =0, sistema complet
V(z,y) = 22 + y? és C*(R?) i definida positiva a (0, 0).

Calculem W(x,y) = %(V(z(t), y(t)) =VV . F =2z 2y) ( ;y_—ya(?a(c2272++y12/; ) =

= —2zy — 222 (2 + %) + 2yz — 2y% (2% + 4?) = =2(2? + ) (2? + y*) = —2(2? + y?)? <0, def. negativa al (0,0)
== (0,0) és atractor (AE).

2. Considereu el segiient sistema no lineal d’equacions diferencials:

(ZA’(NJT) ) {x’=w—2y—w2+2wy—y2

y=-Yy

(a) Trobeu els seus 2 punts d’equilibri i estudieu la seva estabilitat.
(b} Feu un croquis del sistema linealitzat per a cadascun dels punts d’equilibri.

(c) Trobeu els valors de a per als quals el sistema no lineal té y = = 4+ a com a recta invariant (és a dir, una solucié
amb condicié inicial sobre la recta es manté sempre sobre la recta).

(d) Proveu que la recta y = 0 és invariant per al sistema (*) i doneu el retrat de fase sobre aquesta recta.

(e) Feu un croquis aproximat del retrat de fase del sistema no lineal.

Resolucié:

(a) Trobant els zeros del camp vectorial F(z,y) = (z — 2y — z* + 2zy — y?, —y), obtenim com a els punts d’equilibri:
(0,0) (1,0). Per estudiar I'estabilitat, calculem la matriu jacobiana en cadascun dels punts:

DF(O,O):((I) :i) DF(l,O):(_Ol _01>,

La primera matriu té valors propis &1, i per tant el punt d’equilibri {0,0) és inestable (no repulsor). La segona
matriu té —1 com a valor propi doble, i per tant el punt d’equilibri (1,0) és un atractor.

(b} A partir de les matrius anteriors:
— EI sistema linealitzat al (0,0) és una sella. Els valors propis sén —1 i 1, amb vectors propis (1,1) i (1,0)
respectivament, que ens donen les direccions atractora i repulsora.
— El sistema linealitzat al (1,0) és un node propi atractor, ja que la matriu diagonalitza. Totes les direccions sén
propies.



(¢) Una recta y = = + a sera invariant si el camp vectorial en tots els seus punts té pendent 1. Per tant, calculem

F(z,z + a) i igualem els seus dos components, obtenint ’equacié —z — 2a — a® = —z — a. Aquesta es compleix per
atot zsia=00a=-1,laqual cosaens déna y =z i y = z — 1 com a rectes invariants.
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(e) Amb la informacié obtinguda i observant també que y(t) decreix quan y(t) > 0, i creix quan y(t) < 0 (ja que
y' = —y), podem dibuixar el croquis.

3. (a) Resoleu el segiient problema de valors inicials per 'equacié de la corda vibrant amb una corda de longitud infinita:
(Z'g’ Kk ) Ut = Ugg, u(z,0) =0, wu(z,0)=sin(3z), ze€R,t>0.

( (b) Resoleu el segiient problema de valors inicials amb condicions de frontera de tipus Dirichlet homogeni per ’equacié
de la corda vibrant amb una corda de longitud 27:

Ugp = Ugg, u(z,0) =0, wu(z,0)=sin(3z), u(0,t)=wu(2mt)=0, =z€[0,2n],¢t>0.

(No cal que resoleu en detall el problema de valors a la frontera que obtenim en fer separacié de variables.)

(c) Siguin f,g: R — R dues funcions senars i periodiques de periode L > 0. Considereu el seglient problema de valors
inicials per ’equacié de la corda vibrant amb una corda de longitud infinita:

Ut = Ugg, u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(z), zeR,t>0.
Resoleu-lo per D’Alembert en termes de f i g i proveu que la seva solucié verifica:
u(0,t) =u(L,t) =0, vt > 0.

Que ens permet concloure aquest resultat en relacié als apartats (a) i (b)? Justifiqueu la resposta.



Resolucié:
4+t

@+ +1@=1)+3 [ gls)ds on f(a) =0, g(a) = sin(32)

-t

(a) D’Alembert: u(z,t) =

N~

T+t
Gt = % / GimI(38)d5 = —é[cos(3s) smatt %[005(3(33 =)} =aea (@@ ¥ )] = %sin(Sw) sin(3t).

—t
(b) Busquem solucions en variables separades u(z,t) = X (z)T'(t) de

1" i
Uy = Uge = XT" =X"T = S . E . = u = const.
u(x,0) =0= X(z2)T(0)=0=T(0)=0
u(0,t) =0 = X{0)T(¢t) = 0= X(0) =
u(2m,t) = 0= X(2m)T(t) =0= X{27) =0

Resolem el PVF:

fups: X,(z) =sin (ﬁm)
"o _ 2
gis wX - / n\?
X(0) = X(2m) =0 vap's i p=pn=-(3)
n=123,...
Resolem 'equacié per T:
— __(1? 1
T, = pTn= (2) T, = To(t) = Acos(2 )—i—Bsm(g )
T,(00) = 0= A=0 T,.(t) = sin (g—t) (fem B = 1)

Solucions en variables separades: un(z,t) = X, (t)Tn(t) = sin (g-z) sin (gt)

o0

oo
Busquem u(z,t) = nz;l Cnun(z,t) = Zl ¢y, sin (gm) o (gt>

Solucié equacié inicial cal:
(e o]
ﬁ . ¢n=0 si n#6
sin(3z) = u(z,0) = g 5 ( ):>366:1:>06:1/3

1
Solucié: u(z,t) = 3 sin(3x) sin(3t).

(c) Solucié per D’Alembert és:

i 1 o[eEtt
uwd) = U@+ +fe-)+y [ gls)ds
r—t
1 1t
w@1) = L+ i) +5 [ gls)ds=0
-t
ja que f(t) = —f(—t), la integral d’una funcién senar en un interval simétric és zero

Lt
(f(L-l-t)-i-f(L—t))—i—%/L_t g(s)ds =
FL+1)=f() o
= e per periodicitat .
czfn(\i “t:) § —f(L’t)dL ds - %(f(L +t) + f(L—1)+ % /_tg(v)dv =0.
g(s) = glv+ L) = g(v)

En relacié a (a) i (b), és clar que f(z) =0 i g(z) = sin(3z) sén senars i 27- periddiques i per tant les solucions dels
2 apartats sén la mateixa funcié.

u(L,t)

DO =



