Examen Final de Ecuaciones Diferenciales 3 Problemas (7.5 puntos)
Fecha: 15 de junio de 2012 Tiempo total: 3 horas

Problema 1 [2.5 puntos]. Queremos dibujar el croquis de un sistema lineal 2D y
realizar algunos razonamientos graficos. Los dibujos deben ser claros. <

Consideramos el sistema lineal 2D homogéneo a coeficientes constantes ' = Az con

A ( —2r r ) '
ro—r
a) Clasificar el sistema &’ = Az en funcién del pardmetro r € R.

b) A partir de ahora sélo estudiamos el caso r = 1.

i) Dibujar un croquis completo del sistema x' = Azx.

ii) Dibujar el campo de velocidades (también llamado campo de vectores) sobre
los dos ejes de coordenadas. jSon invariantes los ejes de coordenadas?

iii) Sea x(t) una solucién del sistema ' = Az que parte del primer cuadrante en
el instante inicial; es decir, una solucién tal que x(0) € C1, donde
= {(1‘1,1'2) S R2 cx1 >0, 29 > 0}.
JPodemos afirmar que x(t) € C; para todo t > 07 Justificar la respuesta.
Realizar un estudio similar en cada uno de los otros tres cuadrantes.
iv) Sea x(t) una solucién tal que x(0) € T}, donde T; es la regién triangular

Tl;:{(;L‘l’xg)ERQ:J}120,$220,$1+{L‘2§Z}, > 0.
Podemos afirmar que x(t) € T; para todo ¢ > 07 Justificar la respuesta.
v) Calcular la derivada temporal W (z) de la funcién

V(x) = z1 + 22
sobre las soluciones del sistema =’ = Az.

Problema 2 [2.5 puntos]|. Consideramos el sistema de Lotka-Volterra competitivo ya
visto en clase, pero cambiando los parametros. El croquis también cambia. Los dibujos
deben ser claros. &

Sean z(t) e y(t) las densidades de poblacién de dos especies X e Y aisladas que compiten
por un recurso limitado. Modelamos la evolucién de las poblaciones mediante el sistema

{ ¥ =kx(l—z/m— ay)

y =ly(l—pBz—y/n)

donde todos los pardametros que aparecen son positivos. En este problema supondremos
quek=m=a=11=0F=1/2yn=2.

a) Encontrar los tres puntos de equilibrio, clasificar el sistema linealizado en cada uno
y estudiar, si es posible, la estabilidad de cada uno por el método de linealizacion.

b) ;Cuédl es la dindmica de la poblacién X cuando no hay poblacién Y? Dibujar el
croquis de esa dindmica en el eje {y = 0}. Idem cuando no hay poblacién X,
dibujando el croquis en el eje {x = 0}.

¢) La componente z’ se anula en el eje vertical y en una recta r, mientras que 3’ se
anula en el eje horizontal y en una recta s. Calcular y dibujar las rectas r y s.
Estas rectas dividen el primer cuadrante en tres regiones. ;Qué signo tienen las
cantidades 2’ e ¢/ en cada una de estas tres regiones?

d) Dibujar el croquis del sistema de Lotka-Volterra en el primer cuadrante, dando
tanta informacién como os sea posible. Interpretar bioldgicamente el resultado.
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Examen Final de Ecuaciones Diferenciales 3 Problemas (7.5 puntos)
Fecha: 15 de junio de 2012 Tiempo total: 3 horas

Problema 3 [2.5 puntos]. Es el problema computacionalmente mas largo, pues hace
falta calcular unos coeficientes de Fourier, pero todo lo que se pide es “rutinario”. <

Consideramos el PVI de calor 1D no homogéneo con condiciones de contorno tipo
Neumann constantes

Ut — Upe = 9sin(3z) 2 € (0,m) t>0

u(z,0) = 3sinx x € (0,m)
ug(0,¢) = 3 t>0
uaﬁ(ﬂ'7t) =-3 t > 0.

a) Sea T'(t) el promedio de la temperatura en el instante ¢. Dar una férmula explicita
para la funcién T'(t). ;Se conserva el promedio de la temperatura? Justificar la
respuesta.

b) Calcular los infinitos equilibrios térmicos v(z) del siguiente problema
U — Ugy = 9sin(3z)  z € (0,m) t>0
ug(0,¢) = 3 t>0
ug(m,t) = =3 t > 0.
¢) Sea v(x) uno de los anteriores equilibrios térmicos. Probar que el cambio
w(z,t) = u(z,t) — v(z)

transforma el problema original en un problema de la forma

Wi — Wegp = 0 z e (0,mr) t>0
w(z,0)=g(z) x€ (0,7

wyz(0,t) =0 t>0
wg(m,t) =0 t>0.

d) Calcular la solucién w(x,t) del problema transformado.
Indicacion 1: No es necesario resolver explicitamente el PVF resultante, basta
decir cudles son sus VAPs y sus FUPs.
Indicacion 2: Usar la identidad trigonométrica

2sin(ax) cos(fx) = sin[(a + B)z] + sin[(a — B)x].
e) Calcular lim;_,4 o u(x,t), siendo u(z,t) la solucién del problema original.

Solucién:

a) El promedio de la temperatura en el instante ¢ es

T(t) =

integral de la temperatura en el instante ¢ 1 (™
. . == [ u(x,t)de.
longitud del intervalo (0, 7) T Jo

Aplicando la regla de Leibnitz, la EDP que nos dan, el teorema fundamental del caculo
y, finalmente, ambas condiciones de contorno, vemos que

T L
T = L /0 wy(z, t)dz = - /O (e (2, £) + 95in(3) ) dz

s s

T=T 1

- % [um(x,t) — 3cos(3a:)] - [(_3 +3)— (3 3)] —0

=0
Por tanto, se conserva el promedio T'(t).

b) Alimponer que u(x,t) = v(x) cumpla el problema dado se obtiene que v’ (z) = —9sin(3z),
v'(0) = 3y v'(w) = —3. Integrando la EDO, vemos que v'(x) = a+ 3 cos(3z) donde a € R
es una constante de integracién. Al imponer las condiciones de frontera resulta que

a+3=2(0)=3,a—3=v(r)=-3=a=0.

Por tanto, v'(x) = 3cos(3z), e integrando otra vez obtenemos los infinitos equilibrios
térmicos: v(z) = b+ sin(3z), con b € R libre.



c¢) Si escribimos w(z,t) = u(z,t) — v(z) y escogemos v(x) = sin(3x), entonces
Wy — Wy = (U — Ugy) — V' (x) = 9sin(3z) — 9sin(3z) =0 ze(0,m) t>0

w(z,0) = u(z,0) — v(z) = 3sinz — sin(3z) =: g(z) z € (0,m)
wg(0,t) = ue,(0,¢) =0 (0) =3-3=0 t>0
we(m,t) = ug(m,t) —v'(w) = (=3) — (=3) =0 t>0.

d) Al imponer que la funcién w(z,t) = X (z)7T'(t) cumpla:

e La ecuacién wy = Wy, se obtiene que X (z)7T"(t) = X" (x)T'(¢), luego
X"(x)  T'(t)
X(z)  T(t)

e La condicién de frontera w,(0,t) = 0, vemos que X’(0) = 0.

e La condicién de frontera w,(m,t) = 0, vemos que X'(7) = 0.

Por tanto, obtenemos dos problemas separados:

{ X" (z) = AX () {T'(t) = \T ().

=XeR.

X'(0) = X'(r) =0
Ya vimos es clase que el PVF de Neumann homogéneo asociado a la funcién X (x)
tiene VAPs )\, = —n? y FUPs X,,(z) = cos(nz), con n > 0. Resolviendo la ecuacién

T'(t) = AT(t) para A = A, = —n?, obtenemos las funciones T}, (t) = e~""*. Por tanto, los
modos normales son

wp(z,t) = Xp(2)Th(t) = et cos(nx), n > 0.
Al imponer que la superposicién de infinitos modos normales
—I—Zanwn x,t) ——l—Zan b cos(nx)
n>1 n>1
cumpla la condicién w(z,0) = g(x) = 3sinz — sin(3z), se deduce que
™
an = 7/ g(x) cos(nz)dz, n >0,
T Jo

son los coeficientes de Fourier del desarrollo en cosenos de la funcién g(x) = 3 sin z—sin(3x)
en el intervalo [0, 7r]. Para calcularlos, usamos la identidad trigonométrica sugerida:

ap = 72r/07r g(x) cos(nz)dr = i/oﬂ (3 sin z cos(nz)dz — sin(3z) cos(n:z:))d:c
= % /07r (3 sin[(1 + n)x] 4+ 3sin[(1 — n)z] — sin[(3 + n)z] — sin[(3 — n)x})dx
1] 3cos[(1+mn)x] 3cos[(1—n)z] = cos[(3+n)x]  cos[(3 —n)ax]]""
B w[_ 1+n a 1—n + 34+n + 3—n ]w—o
B (—1)”+1{3 3. 1 1]
B 7r 1+n 1-n 3+n 3-n
o (=nh+1] 6 6 1 (—1)"+1 48
B ™ {1—712_9—712]_ v (n2 —1)(n2—-9)’ n#1L3.

Hemos usado que cos[(1£n)7] = (=1)1%" = —(=1)" y cos[(3£n)n] = (=1)3%" = —(-1)".
Andélogamente, se comprueba que a; = a3 = 0. En particular, a,, = 0 si n es impar.
Finalmente, la soluciéon del problema transformado es

we,) =G+ > anwa(at) =

n>1,n par

16 96 Z eIt cos(2ka)
FYSRL— 2 _ 2_09)°
3r  w = (4k2 — 1)(4k? —9)
e) La solucién del problema original es u(x,t) = v(z) + w(z,t), luego

t_l}gloou(x, t) =v(z)+ t_l}gloow(x, t) =v(x) + ag/2 = sin(3z) + 16/37.



APELLIDOS: NOMBRE:

Examen Final de Ecuaciones Diferenciales Teoria
Fecha: 15 de junio de 2012 Tiempo: 30 minutos

[2.5 puntos]. Lo bueno, si breve, dos veces bueno. <

a) Sea A una matriz n X n diagonalizable. Supongamos que {v,...,v,} es una base
de VEPs de VAPs Ay,..., A\, de la matriz A. Escribir la solucién general @y (t)
del sistema lineal homogéneo a coeficientes constantes @’ = Ax y esbozar una
explicacién somera de porqué tiene la forma dada.

b) Sea xy € R™ un punto de equilibrio de un sistema no lineal ' = F(x). ;Cuél es la
matriz A del sistema linealizado en el punto x¢? Enunciar el teorema que describe
como determinar la estabilidad del punto &g por el método de linealizacién.

¢) Escribir las dos EDOs que se obtienen al imponer que la funcién u(x,t) = X (x)T'(¢)
cumpla la EDP uy + kuy — g, = 0.

d) Sea u(z,t) la solucién del PVI de la cuerda vibrante infinita con friccién

gy + kuy — ugy = F(z,t) z€R teR
u(z,0) = f(x) zreR
ur(x,0) = g(x) z eR.

Calcular la aceleracién inicial uy(z,0) en funcién de los datos del problema.
Advertencia: La formula de D’Alembert no juega ningiin papel en esta pregunta.

Solucién:
a) La solucién general del sistema es

ALt Ant
xp(t) = cre’vr + -+ epe’ oy, C1,...,¢n €R.

Sabemos que si v es un VEP de VAP ) de la matriz A, entonces z(t) = eMv es una

solucién de ' = Azx. Ademds, las soluciones de ' = Az forman un subespacio vectorial
de dimensién n. Por tanto, la solucién general xy,(t) es la combinacién lineal de las n
soluciones linealmente independientes ;(t) = e vj,conj=1,...,n.

b) La matriz del sistema linealizado es

oz’
Lj 1<i,j<n
donde ¢ = (x1,...,2,) y ' = (2),...,2}).

En el teorema pedido se establece que:

= Si A tiene algtin VAP de parte real positiva, el punto de equilibrio es inestable.

= Si todos los VAPs tienen parte real negativa/positiva, entonces el punto de equilibrio
es atractor /repulsor.

= Fn los otros casos, la linealizacién no decide la estabilidad.

c¢) Al imponer que u(z,t) = X (x)T(t) cumpla la EDP uy + kuy — c®uy, = 0 se obtiene que
X(@)T"(t) + kX (2)T'(t) — X" (2)T(t) =0 = X(2)(T"(t) +kT'(t)) = X" (2)T(¢)

T'(t)+ kT'(t)  X"(x)

2T (t) - X(x)

=AXeR.

Por tanto, las dos EDOs que obtenemos son
X"(x) = AX(x),  T"(t)+kT'(t) — \2T(t) = 0.
d) Evaluando la EDP en el instante ¢ = 0 y usando las dos condiciones iniciales, vemos que

uy(2,0) = F(2,0) 4+ gy (x,0) — kug(z,0) = F(x,0) + A f"(x) — kg(x).



