Equacions Diferencials (240131) Avaluacié Continuada — 20 Maig 2020

Temps:

! -1 —1—a-—
El sistema segiient, < ;j, ) = < tatp @= i ) ( Z ) depeén d’un parametre ; € R (amb a € R

—l—-a—p —-l4+a+p
fixada). Digueu per a quin valor p = pg canvia l'estabilitat del sistema (és a dir, passa d’estable a inestable,
o d’inestable a estable).

Solucié:
El polinomi caracterfstic és A? — (=2 + 2a + 2u)\ — 4a — 4y i les seves arrels son A\ = —2 i A = 2a + 2u. El canvi
d’estabilitat es produeix quan 2a + 2 canvia de signe, és a dir quan .

Alternativament, ho podem veure a partir de la traga i el determinant, T = —2 4 2a + 2u, D = —4a — 4y, i estudiant
quan canvien de signe:

* sl pu < —a,tenim T'< 01D > 01 per tant és estable;

* sl = —a,tenim T'< 01D =01iper tant és estable;

* sl —a<pu<l—a,tenimT < 01D <01iper tant és inestable;
x* siu=1—a,tenim T =01 D <01 per tant és inestable;

* sipg>1—a,tenim T > 01D <0 per tant és inestable.

2a a’—p+a
el valor po del parametre per al qual el sistema és un centre, i indiqueu-ne el sentit de gir (suposem a # 0
fixada).

/ 2 _ _
Considereu el sistema ( ;;, ) = < @ -R—a @ ) ( z ) , essent u € R un parametre. Trobeu

Solucié:
El polinomi caracteristic és A% — (2a® — 2u)A + (a? — p)? + a2, i el seu discriminant és —4a? < 0. Per tant, sempre
tenim valors propis complexos conjugats (focus o centre). La part real d’aquests valors propis és a® — u, i per tant és

un centre quan p = . Per al sentit de gir observem, per exemple, que el camp vectorial en el punt (1,0) és un

vector amb segona component 2a, i per tant és antihorari si @ > 0, i és horari si a < 0.




El sistema d’EDOs 2’ = o1(y — 22), o' = 02(4+ 22 —y — 2?), essent o1 = £1, o9 = +1, té dos punts

d’equilibri. En un d’ells el sistema linealitzat és una sella. Classifiqueu el sistema linealitzat de ’altre punt
d’equilibri.

Solucié:

Els punts d’equilibri sén les solucions del sistema y — 22 =0, 442z —y — 22 = 0, que representen els dos punts de tall
de dues paraboles: P, = (—1,1), P, = (2,4).

Aplicant el metode de linealitzacid, considerem la matriu jacobiana del camp vectorial en un punt qualsevol: DF(x,y) =

-2
( 2 U1§ ) 7 ) L’avaluem als punts Py i Pa, i en cadascun d’ells calculem la traga (T), el determinant (D) i el
09 — 4T —09

discriminant (A = T? — 4D) per classificar el sistema linealitzat:

2

o DF(P) = < 42 _001_2 ) T =201 — 0y, D=—60109, A=5+ 200,09
4

o DF(R,) = ( _22 _‘7;2 ) T = —40, — 09, D = 60109, A =17 — 160,05.

Mirant els signes d’aquests valors en cada cas, deduim:

* si 07 = 09 = 1, tenim una sella al punt Pj, i tenim un node propi atractor al punt Ps;

x si 07 =1, 09 = —1, tenim un focus repulsor al punt Pj, i tenim una sella al punt Ps;
x 8l 01 = —1, 09 = 1, tenim un focus atractor al punt Pj, i tenim una sella al punt Ps;
* 8l 01 = 09 = —1, tenim una sella al punt P;, i tenim un node propi repulsor al punt Ps.

Considerem l’equacié del moviment d’un péndol sense friccié, mlf” + mgsinf = 0, on m és la massa, [ és la
longitud, g = 10 és l'acceleracié de la gravetat, i la funcié incognita 6(t) és I'angle respecte la posici6 vertical
inferior. Sabem que l'energia total és V(0,w) = iml%w? + mgl(1 — cos), on w(t) = @'(t) és la velocitat
angular. Per a la solucié amb condicions inicials 6(0) = m, 6'(0) = a > 0, trobeu la velocitat angular ¢'(¢;)
en un instant ¢; en qué tenim 0(¢;) = 7/3.

Solucié:

Sabem que lenergia és una quantitat conservada: V(0(t),0'(t)) = const per a tot ¢t. Per tant, V(7/3,6'(¢1)) = V (7, a),
és a dir, 11%0'(t1)% + gl(1 — cos(w/3)) = 31%a? + 2gl, d’on deduim que 6'(t1) = ++/a®+3g/l. Ara bé, com que tenim
la condici6 inicial a la posicié superior d’equilibri amb velocitat positiva, el péndol no oscil-la siné que sempre gira en el
mateix sentit, i per tant 6'(t1) = \/a? + 3¢/l >0 (no depén de m).




