ETSEIB. Eqs diferencials. Examen d’avaluacié continuada, 2/11/2015. Perm A

1. Calculeu la circulacié del camp F(z,y) = (0, 1) sobre 'arc de cardioide 7 = 14cos0,0 <0 <
orientat en sentit antihorari.
a) 1 @0 c) -1 d) 1/2 e) Cap de les anteriors

Solucié: O bé pel T Newton-Leibnitz si F' = grad y, la circulacié és 0
O bé per ser F conservatiu, la circulacié és 0.
O bé per ser F conservatiu, podem canviar el cam{ -prendre per exemple un segment-

O bé, la corba es pot parametritzar per o(f) = ((1+cos 8) cos8, (1+cos8)sin @), amb 8 € [0, ).
El seu vector velocitat és o/(#) = (—sin 6 — sin 26, cos @ + cos 26). Aleshores

/(F,dﬁ)z/ {(0,1), (—sin 8 — sin 26, cos @ + cos 26)) df
C 0

T
=/ cos @ + cos 26 df = (sin@—l—%sin%] =0.
0 0

O

2. Sigui S la part del cilindre 22 + ¢ = 1 que es troba al primer octant i esta delimitat pel pla
ar + by —24+1=0, amb a,b > 0. Determineu els valors d’a i b que fan que 'area d’S sigui
igual a .
a)a—b=3n/2 @+b=7r/2 c)a+b=5r/2 d) a—b=-3n/2 e) Cap de
les anteriors

Solucié: O bé una parametritzacié de S és ¢(0,z) = (cosb,sinf, z) amb 0 € [0,%], z €
[0,acos @ + bsinf + 1], lavors ||@g A @z|| = 1. Per tant 11/
2

“/ y a cos 0+bsin +1
Area = /§< / dzd@ =a+b+ £
Jo Ja 2

O bé, sabem que aquesta area és equivalent a calcular [, f(z,y)dl on f(z,y) = az +by +1
(en aquest cas f és positiva en el domini de (x,y)) i on C és la corba que s’obté al fer la
projeccié vertical de S sobre en pla xy. Usant que la corba C es pot parametritzar per
o() = (cos,sinf), 0 < 0 < /21 que ||o’(#)]] = 1, tenim que

. /2
Area=/fd€=/ (ac059+b51119+1)-1d9=a+b+g.
C 0

Si volem que sigui igual a 7 llavors la condicié demanada és que a + b = /2.



3. Un punt es mou al llarg de la corba tancada C' = C; U Cy on

2
G {my) e Z 4y =1,2>0), Co:{@y) eR|-1<y<l a=0}

Calculeu el treball fet pel camp de forces F = (y, —z — ¢), ¢ = constant quan el punt sobre C
déna una volta completa en el sentit antihorari.

a) 31/2  b) —cr/2 @-% d) —3cn/2 )0
Solucid. O be surt directe amb el teorema de Green:

circulacio = / (=2)dzdy = —2Area(D) = —27
D

O bé prenem la parametritzacié de lellipse z2/a? + 32 /b = 1:

z=acosf, y=bsing 60¢€[-n/2,7/2].

/2
/ (ydz — (x4 c)dy) = / [(—2)sin? 6 — 2cos?§ — ccos0]df = —27 — 2c,
(0f} —m/2

/Cz(ydm—(a;+c)dy)=/ (—x—c)dy=_c/1_1dy=2&

Ca
Llavors, W = -2, i no depen de c.
4. Calculeu el flux del camp F = (z%,4%,0) a través de
S={(z,y,2) eR¥|x? +4?2 =22 +1,0<2z< 1}
suposant la superficie orientada segons el vector normal (—z, —y, 2).

a) 9r/5  b) 3w /5 c) —7r/5 @—14#/5 e) cap de les anteriors

Solucié. Apliquem el t. de la divergéncia a S = W orientada per la normal interior, on
W estd limitat per S i dues tapes en els plans 2 = 01 z = 1. Observem que el camp F
és horitzontal i el flux en les tapes serd zero. LLavors divF = 3(x2? + ¢?) i treballant amb
coordenades cilindriques

27 1 V1t22
I:—/ didewdydz=—/ / / 3r2rdrdzdf = —14n/5.
w Q 0 JO

(Observem que el flux és negatiu ja que F apunta cap enfora, i S esta orientada cap a l'interior,
per tant les respostes positives queden descartades.)



. Sigui C = C1 UC, on Cy és la vora del quadrat [—1,1] x [—1, 1] orientada en sentit antihorari
i Cy és la vora del quadrat [~2,2] x [—2, 2] orientat en sentit horari. Calculeu la circulacié del
camp F(z,y) = (1 — zy, 2y) al llarg de C.

a) —2 0 )2 d)4 ) —12/5

Solucid. Pel T'. Green: circulacio=-fD(Qx — Py)dzdy = — fD zdxdy = 0 per simetria

. Calculeu I'altura mitjana de la valla que té per base la corba C = {(z,y) € R*|z®+y* =1,y >
0} i Paltura estd donada a cada punt per la funcié f(z,y) =y.

a) % b)\2 c)= d) 2 e) Cap de les anteriors

Solucid.

dl 1 [" 2
oltura mitjana = M_.,_ e —/ sintdt = —
long(C) mJy T

. Calculeu la massa d’un filferro C = {(m, y)eR? | z?24+9y%= 1} si la densitat en tot punt
és igual a la distancia del punt a l’eix y.

A1l b0 92 (@4 o8

Solucié. si Cy és el tros de circumferéncia amb z,y > 0, amb parametritzacié o(t) =
(cost,sint), t € [0, 7/2]

massa—= 4 fCl zdl =4 OW/Z costdt =4

. Calculeu el flux del camp F(z,y,2) = (z,y,2) a través de la superficie S = {(z,y,2) €
R® | 22492+ 22=1,2>0,y>0,2z> 0} orientada pel vector normal (z,y, 2)

a) —12r  b) —37/2 c) /2 d)mw/8 e) Cap de les anteriors

Solucié. O bé parametritzant (aquesta pregunta estd treta dels apunts) o bé

Stz =+/1-(22+42), D ={(z,y) € R?| 2’4+ <1}, (20,2, 1) = (\/1- (f:-?-+y")’ \/1—(13“;2)’
llavors
7 T Y
flum=/< z,y, /1 — (22 +y?2), , —, 1) > dady =
D ( ( Y ) (\/1 — (22 + %) 1— (2 +9?) )
Dl w/2 rl
= : :u‘y — = (usant polars) = / / (1- r2) Y 2rdrdf = /2
D vf1 = (2% +y%) 0 0

(De nou observem que el camp i l'orientacié apunten cap enfora per tant podem descartar els
resultats de flux negatiu)

1),



