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Calcul Vectorial (CV)

Aquest primer tema tracta sobre conceptes matematics (longitud, area, volum, camps de vectors, circulacié, flux,
gradient, divergencia, rotacional, laplacia) i fisics (massa, centre de masses, moment d’inércia, treball, camps de forga
de tipus gravitatori, magnetic o electric, camps de velocitats de fluids, fluxos de calor) que es defineixen mitjangant
(o apareixen en) integrals.

Es imperativ dominar les eines basiques d’integracié en dominis de R™: el teorema de Fubini i els canvis de variable
a coordenades polars, polars adaptades a una ellipse, cilindriques, cilindriques adaptades, esferiques, i esferiques
adaptades a un el-lipsoide.

Aqui durem l'estudi d’integrals una mica més enlla. Algunes de les preguntes que volem respondre, si el temps ens
ho permet, sén les segiients:

e Com podem calcular la longitud d’una corba o ’area d’una superficie?

e Tenim dos objectes (filferro, planxa...) homogenis de la mateixa mida, massa i densitat, pero diferent forma.
Quin té menys resistencia a girar sobre un eix que els travessa pel seu “centre”?

e Podem calcular I'area d’un llac sense mullar-nos?

e Com funciona un planimetre?

e Quina és relaci6 entre el flux electric a través d’una superficie tancada i la carrega electrica que tanca?
(La resposta és la llei de Gauss, una de les quatre equacions de Maxwell.)

o Ls cert que el camp gravitatori creat per un planeta al seu exterior coincideix amb el creat per una massa
puntual situada al seu centre i que concentra tota la seva massa? (La resposta és si. Una de les principals
contribucions de Newton, sens dubte.)

Per tal d’evitar complicacions innecessaries, totes les funcions que apareixen en aquest tema soén, almenys, continues
a trossos i tots els dominis seran compactes i connexos amb fronteres C! a trossos.

INTEGRALS DE FUNCIONS I CAMPS SOBRE CORBES

Introduirem en aquesta seccié el concepte de corba, el calcul de longituds de corbes, i definirem els simbols

° fc fdl = Integral d’una funcié f : C — R sobre una corba C' C R"; i
° fC<F, d#) = circulacié d'un camp F : U C R™ — R"™ al llarg d’una corba C' C U.

Corbes. Una particula en moviment, si descartem la teleportacid, descriu una corba continua que pot tenir singu-
laritats; és a dir, punts en els quals la particula canvia bruscament de direccié o fins i tot torna enrere. L’estudi de
corbes amb singularitats presenta unes dificultats que intentarem obviar mitjangant la segiient exposicié informal.

Una corba és suau quan no tenen punxes ni angles (el simbol < té una punxa i <1 té tres angles); simple quan no
s’autointerseca (els simbols © 1 C s6n corbes simples, pero o i > no ho sén); i tancada quan comenga i acaba al mateix
punt (la lletra o i el simbol co sén corbes tancades). Tots els exemples anteriors de corbes no suaus i/o no simples, es
poden descompondre en diversos trossos suaus i simples.

Una particula pot recérrer una corba a diferents velocitats, cada posibilitat déna lloc a una trajectoria diferent
tot i que la corba no canvia. No obstant, una corba simple no tancada d’extrems A i B només té dues orientacions
possibles: de A a B o de B a A. Analogament, les corbes tancades simples també tenen dues orientacions. Per
exemple, una corba tancada simple plana es pot recérrer en sentit horari o en sentit antihorari.

Tractar les corbes com a subconjunts de R™ no és practic, és millor parametritzar-les de manera bijectiva, la qual
cosa equival a recorrer la corba seguint una de les seves dues possibles orientacions, sense fer mitja volta. Les integrals
de funcions sobre corbes no depenen en absolut de la parametritzacié, mentre que les circulacions de camps al llarg
de corbes només depenen de l'orientacio6 escollida: en canviar 'orientacid, canvia el signe de la circulacié.

Intuitivament, una corba regular és una corba suau i simple que es recorre seguint una de les seves dues orientacions,
sense que la velocitat de la particula es pugui anul-lar en cap punt. Formalment, una corba regular de R" és el rang
(és a dir, la imatge)

C=oc(l)={o(t):tel} CR"
d’una aplicacié o : I — R™, que rep el nom de parametritzacid reqular, definida sobre un interval compacte I = [a,b] C
R tal que o és injectivall, o € CHI;R") i

a'(t) # 0, vVt eI =[a,b].
Una corba és regular a trossos quan esta composta per un nombre finit de corbes regulars. Totes les corbes que

estudiarem sén regulars a trossos, malgrat que no sempre ho esmentarem.
Donada una corba regular C'= o(I) C R, introduim les notacions segiients:

e o'(t) és un vector tangent a la corba C al punt o(t);
o ||o’(t)| ésla velocitat de la trajectoria o(t) a instant ¢;

LAmb la segiient excepcié: si la corba és tancada, llavors o(a) = o(b) per definicié.
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o T(t)=0d'(t)/|lo’(t)] és el vector tangent unitari a la corba C al punt o(t);
o dl =o' (t)||dt és Uelement de longitud de la parametritzacié o al punt o(¢); i
o dl =0o'(t)dt = T(t)d¥ és el vector diferencial de longitud de la parametritzacié o al punt o(t).

Escrivim en negreta 0, T' i d€ per remarcar que aquestes quantitats sén vectors: tenen direccié i magnitud. A la
pissarra escriurem 0, 7' i dZ. Ni I’element de longitud ni el vector diferencials de longitud poden anul-lar-se, ja que la
corba és regular.

Longitud d’una corba. La distancia recorreguda per una particula que es desplaga a velocitats vy,...,vx durant
uns rangos de temps Atq, ..., Aty és Zivzl v;At;. Si la velocitat no es manté constant, n’hi ha prou amb substituir
la suma per una integral, les velocitats v; per la velocitat instantania ||o’(¢)|| 1 els increments At; pel diferencial d¢.
Aix{, la longitud de la corba regular C' = o(I) és

b
Long(C) = / o’ ()] dt.

Usant que la parametritzacié o(t) és de classe C! i l'interval I = [a, b] és compacte, deduim que la funcié ¢ — |o’(¢)]|
és fitada (acotada), i per tant tota corba regular té longitud finita.

Ezemple 1. La longitud d’una corba no depén ni de la velocitat ni de I'orientacié amb que es recorre. Es a dir, la longi-
tud no depén de la parametritzacio escollida. Exemplifiquem aquest fet intuitivament obvi. Sigui C' la circumférencia
de radi R. Considerem la parametritzacié obtinguda en recérrer C a velocitat angular constant no nul-la w; el signe
de w determina l'orientacié. Es a dir, C' = o([0, 27 /|w|]) € R2, amb o(t) = (Rcoswt, Rsinwt). La velocitat lineal és
constant: ||o’(t)|] = R|w|. Per tant,

27 /| w|
Long(C) = / Rlw|dt = 27R.
0

En canvi, com que la trajectoria o : [0, 27k] — R?, o(t) = (Rcost, Rsint), k € N, recorre k cops la circumferencia C,

tenim 027rk lo’(t)||dt = 2rkR = k Long(C). Per aquest motiu hem imposat a la definicié de corba regular que la seva
parametritzacio sigui una aplicacié injectiva. A

Exemple 2. La longitud d’una corba regular a trossos es calcula sumant les longituds de tots els seus trossos. Sigui
C = o([0,7]) C R? la corba parametritzada per

) (Rcost, Rsint,0), si0<t<m/2,
o =
(0, R,h(t —7/2)), sim/2<t<m.

Aleshores, Long(C) = fowm o’ (t)]| dt + f:/2 o’ (t)||dt = OW/Q Rdt + f:/Q hdt =n(R+h)/2. A

Ezemple 3. Si la parametritzaci6 o : I — R™ no és regular, la corba C' = o(I) pot tenir longitud infinita malgrat que
linterval I sigui compacte. Sigui C' = o([0, 1]) C R? I'espiral parametritzada per
(t) = (tcos(2m/t), tsin(2m/t)) si0<t <1
~1(0,0) sit=0.
La parametritzacié és continua a l'extrem ¢ = 0 ja que 1im+ o(t) = (0,0) = ¢(0). No obstant,
t—0
o' (t) = (cos(2m/t) + 2mt~ ' sin(2w /t), sin(27 /t) — 27t~ cos(2m/t))
i per tant la parametritzacié no és de classe C! a 'extrem ¢t = 0, ja que no existeix lim+ o'(t). En cada interval de
t—0

temps I, = [1/(k + 1),1/k], k € N, la particula déna una volta completa al voltant de l'origen. Sigui Cy = o(I})
aquesta espira. Tenim

Lot~ |

k
1
k+1

1

k+1

k+1
\/1+47r252d—28227r/ EZQ—W
5 k

s k+1

1
&
o/ (8)]| dt = / VIt a2 dt =
== k

Per tant, Long(C) = > ,-, Long(Cy) > 27> -, k+-1 = oo. Hem comprovat que la particula recorre una distancia

infinita en un temps finit, i per tant la velocitat ha de tendir a infinit en algun instant. Concretament, lim+ lo’ ()| = .
t—0

A

Exemple 4. Si la velocitat s’anul-la en alguns instants, perd la parametritzacié és de classe C! a tot I i la particula
recorre la corba mantenint la mateixa orientacié, també podem calcular la longitud. Parametritzem 'astroide C' =
{(z,y) € R? : 2?/3 + y?/3 = 4®/3} com a C = o(I), on

o(t) = (acos®t,asin®t), I =0,2n].

2En realitat, en cada punt de la corba hi ha dos vectors tangents unitaris de sentits oposats.
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La velocitat ||o’(t)|| = 3a|costsint| s’anul-la als instants ¢ = 0,7/2,m,37/2, 27, perd la particula avanca sempre en
sentit antihorari. Per alliberar-nos del valor absolut que apareix a la velocitat, calculem la longitud de la part de
Pastroide continguda al primer quadrant: C; = o(I1), amb I = [0,7/2]. Mitjancant un dibuix veiem, sense realitzar
cap calcul, que v2a < Long(Ch) < 2a, la qual cosa queda confirmada pel calcul

/2

/2 3a t=m/2
Long(Cy) = / llo’(t)]| dt = 3a/ costsintdt = 5 [sin2 t] o = 3a/2.
0 0

Finalment, Long(C) = 4Long(C7) = 6a. A

Convé aprofitar al maxim la llibertat referent a 1’eleccié de la parametritzacié i escollir-la de manera que simplifiqui
els calculs. Tot seguit estudiem algunes eleccions tipiques.

Grafica plana. Si C C R? és la grafica y = f(x) de una funcié f : [a,b] — R, aleshores:

e La parametritzacié més adequada és o : [a,b] — R%, amb o(z) = (x, f(x));
e L’element de longitud és d¢ = ||o’(z)||dx = /1 + f/(z)?dx; i per tant

e Long(C) = f; V14 f(x)?de.

Ezemple 5. Sigui y = f(x) = ma + n Pequacié d’'una recta que forma un angle a € [0,7/2) amb eix d’abscisses. Es
a dir, |m| = tan . Si C és la grafica d’aquesta recta sobre un interval I = [a, b], llavors el seu element de longitud ve
donat per d¢ =1+ m2dx = = dx. Per tant,

Cos &

b
Long(C) = / Az ng(”.

Ccos & Cos &

Si o = 0, la recta és horitzontal i Long(C') = Long(I). A més, lim/ Long(C)/Long(l) = co. A
a—m/2

Grafica 3D. Si C = {(x,y,2) € R : y = f(x), z = g(x), = € [a,b]}, aleshores:
e La parametritzacié més adequada és o : [a,b] — R3, amb o(z) = (x, f(z), g(x));
e L'element de longitud és d/ = ||’ (z)||dz = /1 + f'(2)% + ¢’(z)2dx; i per tant
e Long(C) = f; V14 f(2)? + ¢ (2)%da.

Ezemple 6. La corba C = {(x,y,2) € R®: x = Rcos(2nz/h), y = Rsin(2rz/h), z € [0,h]} és una espira d'una helix
circular de radi R i algaria h. La seva longitud és

/h \/1 + (2mR/h)?(sin*(2mz/h) 4 cos?(2mz/h))dz = /1 + (27 R/h)? ' dz = +/(27R)? + h2.
0 0

Observem que %imo Long(C) = 27R i Ilzimo Long(C') = h, d’acord amb la intuicié geometrica. A
— —

Corba plana expressada en polars. Si C' ve definida per I'equacié r = ¢(#) en coordenades polars amb alguna funcié
g : la,b] = Ry, aleshores:

e La parametritzacié més adequada és o : [a,b] — R? amb o(0) = (g() cos b, g(#) sin 0);
e L’element de longitud és df = ||o’(0)]|d6 = \/g(0)? + ¢/(6)?>d0; i per tant

e Long(C) = f; Vg(0)? + ¢'(0)2d6.

Ezemple 7. La longitud de la cardiode definida en polars per r = g(6) = R(1 + cosf), 6 € [0, 2x], és

2m T
\/2+20059d9:4R/ cosf/2d0 =8R. A
0

2m
R/ \/(1+COSG)2+sin29d9:R
0 0

Ezxemple 8. Sigui w # 0. La longitud de l'espiral logaritmica r = g(8) = Re™?, § € [0,27], és

27 27
/ V R?e=290 4 R22e=240d0 = R\/1 + w2/ e “?d0 = RV1+w?2(1 — e *™) /w.
0 0

També podem calcular la longitud de I’espiral logaritmica infinita 7 = Re™? 6 € [0,00), malgrat que l'interval
I =[0,00) no sigui compacte. Si w > 0, lespiral s’apropa a l'origen mentre gira i su longitud segueix essent finita, ja
que fooo df = Rv1 + w? fooo e “?df = RV1+ w?/w. Per contra, si w < 0, I'espiral té longitud infinita, ja que cada
volta té una longitud més gran que 'anterior. A

Ezercici. Escriviu les férmules per a corbes 3D definides per les equacions r = g(0) i z = h(0) en coordenades
cilindriques amb funcions donades ¢ : [a,b] = Ry i h: [a,b] — R.
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Integrals de funcions sobre corbes. Sigui f : ¢ — R una funcié continua definida sobre una corba regular
C =o(I) C R™. La integral de f sobre C' és

/fcw —/ Fe®)le’ ®)] dt.

Notem que la definicié de 1’element de longitud ens permet escriure la igualtat Long(C) = fc d? (és a dir, la integral
de la funci6 1). La integral d’una funcié sobre una corba regular a trossos es calcula sumant les integrals sobre tots
els seus trossos.

La interpretacié més simple del concepte d’integral d’una funcié sobre una corba plana és la segiient. Si tenim una
tanca que té com a base la corba C' = o(I) C R? ~ R3N{z = 0} i la seva alcaria ve donada per una funcié f : C — R,
llavors fc fdl ens dona 'area de la tanca.

Aquestes integrals compleixen moltes de les propietats tipiques de les integrals sobre dominis de R™: linealitat,
additivitat, teorema del valor mitja, etc. Destaquem les desigualtats

Long(C') -mc'{nf < /Cfdﬁ < Long(C) -mgxf.

Les integrals de funcions sobre corbes permeten calcular, entre altres coses, la mitjana d’una funcié f definida
sobre una corba, i també permeten calcular diverses magnituds fisiques d'un “filferro” C' C R? a partir de la seva
densitat lineal p : C — Ry (en el cas en que la densitat és constant, p = po, direm que la corba C' és homogénia).
Concretament, podem calcular:

o f= ﬁ fc fpdf és la mitjana, ponderada per p, de la funcié f;
e m(C) = [, pdl és la massa de C;
e CM(C) = (7,7,2) = ﬁ fc(x,y,z)pdﬂ és el centre de masses de C' (en el cas homogeni, s’anomena centre
geometric); 1
o I. = [,r?pdl és el moment d’inércia respecte un eix e de C, on r(p) = dist(p, e).
El cas de “filferros plans” C' C R? és analeg. Convé recordar que una corba, i la seva funcié densitat, pot tenir diferents
tipus de simetries, i que és ttil aprofitar-les en el calcul de les integrals.

Ezemple 9. Massa de astroide de l'exemple [ quan la seva densitat lineal és p(x,y) = |xy|. Si recuperem la
parametritzacio i les notacions de ’exemple esmentat, veiem que
/2 /2 3¢3 [7/2 9ma’
m(Ch) :/ pdl :/ p(a(@®)|lo’ ()| dt = 3a3/ cos tsin tdt = — sin?(2t)dt = .
o) 0 0 16 256
En els darrers pasos hem usat les identitats sin2t = 2costsint i sin?f = 3 — % s(20) + % cos(46). Finalment,
m(C) =4m(Cy) = 7ra , ja que la densitat és simetrica respecte els dos eixos. A

(Podeu trobar a Wlkipedia una llista molt completa d’identitats trigonometriques.)

Ezemple 10. Mitjana de la temperatura del filferro helicoidal C' = o([0,27]), o(t) = (cost,sint,t), quan la seva
temperatura en cada punt és el quadrat de la distancia a 'origen: T'(x, v, 2) = 22 +y? + 22. Com que aquest filferro té
la forma d’una espira d'una helix de radi R = 11 algaria h = 27, sabem que df = ||o’(t)||dt = v/2dt i Long(C) = 2v/2,
vegeu exemple [0l Aixi, la mitjana de la temperatura és

T 1 1 2m 2m ) 47r
Tﬁng@/jdﬁm/o T(o(t))l|o" (1) dt = f/ aeevaar=1+ 1T 4

Circulacions de camps al llarg de corbes. El treball realitzat per una forga constant F' sobre un objecte que es
desplaga en linea recta des d'un punt A fins a un punt B és W = (F',d), essent d = AB. Volem generalitzar aquest
concepte a forces no necessariament constants i trajectories no necessariament rectes. Després veurem si el treball
depen de la trajectoria de la particula o, per contra, només depen de la corba descrita o fins i tot només dels extrems
de la corba.

Camps vectorials. Un camp vectorial 2D és una aplicacid
F:UcCR? - R?, F(xz,y) = (P(z,y),Q(z,y)).
Analogament, un camp vectorial 3D és una aplicacid
F:UCR?—R3, F(z,y,2) = (P(x,y,2),Q(x,y, ), R(z,y, 2)).

Per tal de simplificar 1'exposicié, suposarem que tots els camps sén, almenys, continus. Un camp consisteix a situar
un vector en cada punt de l'obert U C R™. Els camps apareixen de manera natural en fisica. Els dos exemples
més importants sén els camps de for¢a —els seus vectors defineixen forces (gravitatories, electriques, magnétiques, de
marea) que actuen sobre particules— i els camps de velocitats —els seus vectors defineixen la velocitat en cada punt
d’un gas o fluid. En aquest primer tema, suposarem que els camps no depenen del temps.
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Circulacid. Sigui el camp F : U C R"® — R™ i una corba C orientada parametritzada per o : [a,b] — C € U.
Recordem que d€ = T'd/¢, essent T = o'/||o’|| el vector tangent unitari a la trajectoria amb l'orientacié adequada.
Llavors Frp := (F,T) és la component tangencial del camp a la trajectoria.

En llenguatge matematic el treball realitzat pel camp F rep el nom de circulacid i es defineix la integral de linea
o circulacié del camp F' al llarg de ¢ com

/C(F, d£>:/U<F, dﬁ):L(F,Td€>:LFTd£ - /ab<F(a—(t)),a'(t)>dt.

Es a dir, la circulacié és la integral de la funcié “component tangencial del camp” sobre la corba.
Una notacié alternativa per a la circulacié del camp F = (P, Q) al llarg de la trajectoria o és

/sz + Qdy.

Analogament, [ Pdz+ Qdy+ Rdz per a camps 3D. Aquests dos simbols sén “sinonims” de [ (F, d£).
En particular, la circulacié és zero quan la forga és perpendicular a la trajectoria seguida.

Ezxemple 11. La circulacié d’'un camp al llarg d’una trajectoria no depen de la velocitat, pero si de l'orientacio
amb que és recorreguda. Per tal de convencer el lector, reprenem 'exemple I Tenfem una circumferencia C de
radi R recorreguda a velocitat angular constant no nul-la w; el signe de w determina l'orientacié. Concretament,
C = o([0,27/|w|]) C R2, amb o(t) = (Rcoswt, Rsinwt). Per tal de fixar idees, considerem un camp concret. Per
exemple, F(z,y) = (—y,x). Aleshores,

(F,d) = (F(o(t),0’(t))dt = {(—Rsinwt, Rcoswt), (— Rwsinwt, Rw coswt) ) dt = R*wdt.

Per tant, la circulacié del camp F' al llarg de la trajectoria o és

/(F a0) /%/'“’l Rodt — o g2 +27R?,  si el sentit és antihorari: w > 0,
) = w = ﬂ. T . . ’ .
o 0 |w] —2mR?,  si el sentit és horari: w < 0.

Aix0 motiva que, a partir d’ara, utilitzem els simbols

/C<F, de) :/C+<F, de), /7<F, de)

per a denotar el valor de la circulacié d'un camp F' al llarg d'una corba C' orientada, o al llarg de la corba recorreguda
en sentit contrari (respectivament), essent [ (F, d€) = — [, (F, d£). Els signes + i — signifiquen que l'orientacié
amb que recorrem la corba és positiva o megativa. Si no posem signe, sobreentenem que l'orientacié és positiva.

I utilitzarem els simbols
fwag-§ wan.  § wa
C Cc+ -

quan la corba C' sigui tancada, com la circumferencia de 'exemple anterior.

Observacio. En cada enunciat s’especificara quina és l'orientacio escollida com a positiva. Per exemple, dient “corba
orientada en sentit antihorari”, donant una parametritzacié concreta o clarificant els punts inicial i final de la corba.
Si no, cal escollir una orientacié com a positiva i dir-ho.

Ezxemple 12. La circulacié d’un camp no depen de la velocitat, pero, en general, si depen del cami seguit per connectar
el punt inicial A amb el punt final B. Calculem la circulacié del camp F(z,y) = (32, 2?) al llarg de tres corbes que
van des de A = (0,0) fins a B = (1,1).
(1) El segment C; = {(z,y) € R?: 0 < y = 2 < 1}. Si el parametritzem per o : [0,1] — R?, o1(t) = (t,t), llavors
Jo (F,de) = [[{(F(o1(t), o} () dt = [ 262dt = 2/3.
(2) Parametritzem I'arc de parabola Cy = {(x,y) € R? : 0 < y = 2? < 1} per 03 : [0,1] — R?, o(t) = (¢, ?).
Llavors [, (F,d€) = [ (F(oa(t)),oh(t))dt = [ (t* + 2t%)dt = 7/10.
(3) La uni6 de segments C3 = AD U DB, amb D = (1,0). Usem la parametritzacié a trossos

(t,0), sio<t<1,

. 0,2] — R?, t) =
73 (0,2 73(?) {Oi—l) sil<t<2.

Aleshores, [, (F,d€) = [Z(F(o3(t)),o}(t))dt = [} 0dt + [71dt=1. A
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Camps conservatius (primera part). Un camp s’anomena conservatiu quan la seva circulacié només depen dels extrems
de la corba, pero no de la corba en si, o, equivalentment, quan té circulacié nul-la sobre qualsevol corba tancada. De
moment, ens limitem a veure un parell d’exemples.

Ezemple 13. El camp F(z,y, z) = (z,y, z) és conservatiu. La clau és observar que és el gradient de la funcié f(z,y, z) =
(:C +y +Z)/2 ES&dlI‘ F*gra’df (fxafyva)*(%ag_ia%)
Sigui o : [a,b] — R3, o(t) = ( ( ), y(t), ( )), una trajectoria arbitraria tal que o(a) = A i o(b) = B. Sigui
g la,b] = R la funci6 g(t) = f(o(t)) = ((x(t)* + (y(t))? + (2(t))?) /2. Aleshores
d t))? t))? t))?
) = 5 { £ <y<;> e ( Do — o) (6) 4 50/ 0 + 002/ (0) = (Flo(0), (1),

Per tant, si calculem la circulacié del camp F' al llarg de la trajectoria o obtenim

b
/ (F, de) = / J(t)dt = g(b) — gla) = F(B) — F(A),

quedant provat que la circulacié només depen de A i B. De fet, la circulacié és la diferencia del valor de la funci6 f
en els extrems A i B. Ho comprovem a continuacié en un cas concret.

Sigui C = o([0,27]) C R3, o(t) = Re'(cost,sint, 1). Se sobreentén que C' esta orientada des de A = o(0) = (R,0, R)
fins a B = o(2m) = (Re®™, 0, Re*™). Per tant, la circulacié ha de ser

/ (F,de) = f(B) — f(A) = (R?"" + 0+ R*") /2 — (R* + 0+ R?)/2 = R*(e"™ — 1).
c
Si apliquem la definicid, calculem d€ = ¢’(t)dt = Re'(cost — sint,sint + cost, 1)dt, i per tant

/C<F, ag = |

Es una bona practica realitzar determinats calculs de dues (o més) maneres diferents, com a ’exemple anterior, de
cara a detectar possibles errors de calcul.

27 2m
R*e* (cost(cost —sint) + sint(sint + cost) + 1)dt = / 2R%e* dt = R*(e™™ —1). A
0

Ezemple 14. Calculeu fc ydx — xdy, essent C 'arc superior de I'el-lipse 22/a® + y?/b*> = 1 que va des de A = (a,0)
fins a B = (—a,0). Es conservatiu el camp F = (y, —x)?
Usem la parametritzacié C' = o([0,7]), o(t) = (x(t),y(t) = (acost,bsint). Aleshores,

s

/Cydx —ady = /0 (y(t)a' (t) — x(t)y'(t)) dt = / (—ab)dt = —mab.

0
El camp no és conservatiu, ja que és perpendicular al segment d’extrems A i B en tots els punts del segment, i per
tant la seva circulacié al llarg del segment és nul-la. A

INTEGRALS DE FUNCIONS I CAMPS SOBRE SUPERFICIES

Introduirem en aquesta seccié el concepte de superficie, el calcul d’arees de superficies, i definirem els simbols
° fs fdS = Integral d’una funcié f :.S — R sobre una superficie S; i
e [(F,dS) = Flux del camp vectorial F' : U — R® a través d'una superficie S C U C R®.

Superficies. Intuitivament, una superficie és un subconjunt bidimensional suau de R3. Es a dir, sense punxes ni
arestes, la qual cosa exclou cons, poliedres, etc. No obstant, aquesta idea restringeix massa el camp d’accié, ja que
volem treballar sobre superficies amb algunes singularitats. Formalitzar rigurosament un marc de treball adequat no
és facil, perd evitem aprofundir en detalls tecnics. Definim una superficie regular com el rang (o imatge)

8 = (D) = {p(u, v) = (a(u,v), y(u,v), 2(u,v)) : (u,v) € D} € R?
d’una aplicacié ¢ : D C R? — R3, que rep el nom de parametritzacid regular, tal que:

e D és un domini compacte, connex i amb frontera C! a trossos de R?;
e ¢ és una aplicacié de classe C' i injectiva excepte, potser, a la frontera del domini D; i
e La superficie S és suau excepte, potser, en un nombre finit de punts.

Direm que la superficie S és suau en un punt p = p(u,v) quan
0 0
Ou(u, V) A @y (u,v) = a—i(u,v) A a—f(u,v) # 0.
Si S = (D) C R3 és una superficie regular, introduim les notacions segiients:

o ., (u,v) 1 p,(u,v) sén dos vectors tangents (linealment independents) a la superficie S al punt p = ¢(u, v);
o TS = p+ [pulu,v), p,(u,v)] és el pla tangent a la superficie S al punt p = ¢(u, v);
o 0, (u,v) A @y (u,v) és un vector normal (no nul) a la superficie S al punt p = p(u, v);
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o dS = |lpu A wy||dudv és Uelement de superficie de la parametritzacié ¢; i
e dS = (pu A py)dudv = NdS és el vector diferencial de superficie de la parametritzacié ¢, on

() A gu(uv)
N = Tou(w0) A pu(w 0)]

és ef] vector normal unitari a la superficie S al punt p = ¢(u,v).

Tot seguit presentem alguns exemples tipics de superficies regulars.

Cilindre. El cilindre circular recte de radi R i alcada h es sol parametritzar mitjancant la longitud i I'altura de les
coordenades cilindriquesﬂ. Recte significa que I'algada és perpendicular a la base i circular significa que la base és un
cercle. Concretament, si S = {(z,y,2) € R3: 2% + 3?2 = R?, 0 < 2z < h}, llavors S = ¢(D), on

©(0,z) = (Rcosl, Rsind, z), D =1[0,2x] x [0, h].
Notem que la injectivitat falla en alguns punts de la frontera de D, ja que (0, z) = ¢(27, 2).
Con. El con circular recte S = {(m,y,z) ER3: k222 =22 +9% 0<2< h} té alcada h, radi R = kh i semiangle

a € (0,7/2), on k = tana. Els termes recte i circular els hem explicat abans. Tot con és intrinsecament singular al
seu vertex. Es sol parametritzar de dues maneres.

(1) Mitjangant la longitud i 'altura de les coordenades cilindriques: S = ¢(D), on
©(0,z) = (kzcosb, kzsinb, z), D =10,2x] x [0, h].

Aquesta parametritzacié és singular quan z = 0 (vértex) i no és injectiva a la frontera de D.
(2) En forma de grafica: S = ¢(D), on

(,D(ZC,y): (:L'aya \/:L'2+92/k); D= {(m,y) €R22$2+y2§R2}.

Aquesta parametritzaci6 és singular quan (x,y) = (0,0).

Esfera. L'esfera S = {(x,y,2) € R®: 2% +y? + 22 = R?} es sol parametritzar de dues maneres.

(1) Mitjangant la longitud 6 i la latitud ¢ de les coordenades esf‘eriquesﬁ: S = (D), on
00, ) = (Rcos¢ cost, Rcos¢ sinf, Rsin¢), D =10,27] x [-7/2,7/2].

Aquesta parametritzacié és singular quan ¢ = £7/2 i no és injectiva a la frontera de D.
(2) Expressant els seus dos hemisferis en forma de grafica: S =Sy US_, Sy = p+(D), on

wi(zay):('rvyai R271'27y2)5 D:{(zay)€R2z2+y2§R2}
Ambdues parametritzacions sén singulars quan z? + 32 = R2.

Variants: cilindres i cons eliptics, el-lipsoides. Les coordenades cilindriques es poden adaptar. Aixo permet parame-
tritzar cilindres i cons eliptics. Per exemple, la parametritzacié usual del cilindre S = {(z,y, z) € R? : 22 /a? +y?/b? =
1, 0<z<h}és S=¢(D) on

(0, z) = (acos,bsinb, z), D =1[0,2x] x [0, h].

I les coordenades esferiques es poden adaptar a el-lipsoides. Aquesta idea serveix per a parametritzar ’el-lipsoide
{(x,y,2) € R® : 22/a? + y?/b® + 22 /c? = 1} usant la longitud i la latitud de les coordenades esferiques modificades.
Concretament, S = ¢(D), on

©(0,¢) = (acosd cos, beos ¢ sinb, csin @), D =10,27] x [-7/2,7/2].

3En realitat, en cada punt de la superficie hi ha dos vectors normals unitaris de sentits oposats. Si la superficie tanca una regié, aquests
vectors s’anomenen exterior i interior segons si apunten a l’exterior o interior de la regié.

4En aquests apunts considerem les coordenades cilindriques definides per z = rcosf, y = rsinf i z = z, on 7 = /22 +y2 > 0 és la
distancia a leix z, 6 € [0, 27] és la longitud i z € R és la coordenada vertical.

5En aquests apunts considerem les coordenades esferiques definides per x = rcos¢ cosf, y = rcos¢ sinf i z = rsin¢g, on r =
Vz2 +y?2 + 22 > 0 és la distancia a Dorigen, 0 € [0,27] és la longitud i ¢ € [—7/2,7/2] és la latitud.
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Area d’una superficie. Sigui S = ©(R), ¢ : R = [a,b] x [¢,d] — R3, una superficie regular. Si descomponem el
rectangle R en N? subrectangles R;; de costats Au = (b—a)/N i Av = (d — ¢)/N repenjats al vertex (u;,v;), llavors
també podem descompondre la superficie S en N? petits “trossos rectangulars” S;; = ¢(R;;), i,j =0,...,N —1. En
aquestes condicions, es pot provar que

o Arca(R;;) = Au - Av;

o Area(Si;) ~ [lu(ui, vj) A pu(ui, v;)|| Area(Ri;);

e Area(S) = Zgjzl Area(S;;) ~ Zﬁszl [l (wi,vj) A ou(us, v;)||Au - Av.

La darrera aproximacié es converteix en una igualtat quan passem al limit N — oo, la qual cosa motiva la segiient

definicié. L’area de la superficie regular S = ¢(D) C R? és igual a

Area(9) ::/ [lpu A @ol||dudo.
D

Usant que la parametritzacié ¢(u,v) és de classe C! i el domini D C R? és compacte, deduim que la funcié (u,v) —
[l A o || és fitada, i per tant tota superficie regular té area finita.

Observacio. L’area d’una superficie regular a trossos es calcula sumant les arees dels seus trossos.

Igual que abans, I'area d’una superficie regular no depen de la parametritzacié escollida, i per tant en cada cas
convé escollir la parametritzacié més adequada. Tot seguit estudiem quatre situacions tipiques per veure com queden
les formules.

Grafiques. Si S és la grafica z = f(x,y) d’'una funcié f : D C R? — R, aleshores:
e La parametritzacié més adequada és ¢ : D — R3 amb ¢(z,y) = (z,y, f(z,v));
e L’element de superficie és d.S = [|ps A pyl|dady = \/1+ (f2)? + (fy)?dzdy; i per tant
e Area(S) = [, /14 (f2)? + (fy)*dzdy.

Ezemple 15. Considerem la superficie S = {(z,y,2) € R®: z = 2% + %, 2% + y? < R?}. La igualtat defineix la funcié
f(x,y), mentre que la desigualtat defineix el domini D. Aix{ doncs, aquesta superficie és la grafica de z = f(z,y) =
22 + y? sobre el disc D = {(z,y) € R? : 22 + y> < R?}. L’element de superficie és dS = /1 + 422 + 4y2dady, i per
tant l'area de S és

(1 +4R*)?3/2 —1)

R
/ \/1+4x2+4y2dxdy:/ \/1+4r2rdrd9:27r/ V1+drirdr = T .
D . 0

6

A la primera igualtat hem realitzat un canvi a coordenades polars per tal de transformar el disc D en el rectangle
D* =0, R] x [0,27] i a la segona hem usat el teorema de Fubini. A

Equacions implicites. Si S és una superficie regular que compleis 'equacié implicita F(z,y, z) = 0 pero es pot expressar
com la grafica z = f(x,y) d’una funcié f : D C R? — R, aleshores:

e La parametritzacié més adequada segueix essent ¢ : D — R3 amb ¢(x,y) = (z,v, f(z,v));

e L’element de superficie és dS = /1 + (F,/F.)? + (F,/F.)?dzdy;

o Area(S) = [, V14 (Fy/F.)? + (F,/F.)*dzdy.

Ezemple 16. Sigui II = ax + by + ¢z = d un pla amb vector normal que forma un angle « € [0, 7/2) amb eix z. Es a
dir, si k = (0,0, 1) és el vector unitari vertical i N = (a,b,c)/va? + b? + ¢? és el normal unitari, llavors
kN
[Nk Va2 + b2 + ¢

En particular, ¢ # 0 ja que estem suposant que «a # 7/2. Aix0 vol dir que el pla IT es pot expressar com la grafica de
la funcié z = f(z,y) = (d — ax —by)/c, a tot R? ~ R3N{z = 0}. Sigui S la superficie continguda en el pla II sobre un
domini arbitrari D C R%. Aix{ doncs, el seu element de superficie és d.S = \/1+ (a/c)? + (b/c)?dady = ——dxdy,
i per tant

Area(D
Area(S) = / dzdy _ rea )
D COsQ cos
Si a = 0, el pla és horitzontal i Area(S) = Area(D). A més, lim Area(S)/Area(D) =oco. A

a—m/2
Superfies de revolucid. Suposem que obtenim S en girar una corba C' = {(r(t),z(t)) : t € [a,b]} respecte l'eix z. Per
tal que la superficie S sigui regular necessitem que:
(1) La corba C sigui regular: (r'(t), 2'(t)) # 0 per a tot t € [a,b]; i
(2) La corba C no toqui l'eix z: r(t) > 0 per a tot ¢ € [a, b].
Sota aquestes dues condicions es compleix que:
e La millor parametritzacié és ¢ : D = [a,b] x [0,27] — R3, (t,0) = (r(t) cos 0, 7(t) sin 0, z(t));
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e L’element de superficie és d.S = ||or A pp||dtdd = \/(r'(£))2 + (2/(¢))2r(t)dtdb; i per tant
o Area(S) = 27 [* /(P ()2 + (2/(1))2r(t) dt.

A la darrera férmula hem usat el teorema de Fubini. L’element de superficie estd ben definit (i no s’anul-la en cap
punt) gracies a les dues condicions anteriors sobre la corba C.

Exemple 17. Obtenim l'esfera de radi R en girar la corba

C={(r(t),z(t)) = (Rcost, Rsint) : —m/2 <t < 7/2}
respecte l'eix z. Aplicant la férmula anterior, la seva area és 27w f:g? R?costdt =47R%. A

La férmula general per a calcular I’area d’una superficie de revolucié admet dues simplificacions:

o C={(z,z2=g(x)):x € a,b]} = Area(S) = 27rfab 1+ (¢ (2)2|z|da; i
o C={(x="n(2),2): 2 € [e,d]} = Area(S) = 27rfcd T+ (W (2)2|h(z)|dz.

Ezemple 18. Obtenim la cara lateral del con de revolucié de radi R i al¢ada h en girar la corba C' = {(x,z = hz/R) :
x € [0, R]} respecte l'eix z. Aplicant la primera férmula veiem que la seva area és

R
27r/ V14 h?/R?zdx = mR\V R? 4+ h? = 7 Rs,
0

essent s = vV R?2+ h? = Long(C). Més endavant interpretarem aquesta férmula a la llum del primer teorema de
Guldin. L’area total del con és mR(R + s), ja que faltaba afegir Parea de la base. A

Superficie expressada en esfériques. Si S ve definida per l'equacié r = g(6, ¢) en coordenades esferiques amb alguna
funcié g : D C [0,27] x [-7/2,7/2] — Ry, aleshores:

e La parametritzacié adequada és ¢ : D — R3, amb ¢ (6, ¢) = g(0, qb)(cos ¢ cos b, cos ¢ sin 0, sin ¢);
e L’element de superficie és d.S = [|pg A @y d8d¢ = g\/gg + (92 +97) cos? pdBd¢; i per tant

o Area(S) = [, 9(6.9)\/93(0.9) + (42(6,0) + 92(6,)) cos? $dbd .

Ezemple 19. L’esfera de radi R ve definida en coordenades esferiques per ’equacié r = ¢g(6, ¢) = R per a tot (0,¢) €
D = [0,27] x [-7/2,7/2]. Aplicant la férmula anterior obtenim que la seva area és

2m /2
/ R?cos pdfd¢p = R? (/ d9> (/ cos¢d¢> =47R% A
D 0 —7/2

Ezercici. Escriviu les férmules per a superficies definides per 'equacié r = ¢(6, z) en coordenades cilindriques amb una
funcié donada g : D C [0,27] x R — R. Idem per a les superficies definides per I'equacié z = h(r,0) en coordenades
cilindriques amb una funcié donada h : D C Ry x [0, 27] — R.

Integrals de funcions sobre superficies. Sigui f :.S — R una funcié continua definida sobre una superficie regular
S = ¢(D) C R3. La integral de f sobre S és

/de ::/ Flo(,0))[[0u A 0ol dudo.
S D

Notem que la definicié de 'element de superficie ens permet escriure la igualtat Area(S) = |, s A5 (és a dir, la integral
de la funcié 1). Aquestes integrals satisfan moltes de les propietats tipiques de les integrals sobre dominis de R™:
linealitat, additivitat, teorema del valor mitja, etc. Destaquem les desigualtats

Area(S) ~m§nf < /Sde < Area(S) ~m§mxf.

Ezxemple 20. L’additivitat implica que la integral d’'una funcié sobre una superficie regular a trossos es calcula sumant
les integrals sobre tots els seus trossos. Sigui D = {(z,y) € R? : 2% + y? < 1} el cercle de radi 1 centrat a l'origen.
Sigui S = 51 U S5 la superficie formada pels trossos

S1 = {(x,y,z)ER?’:zzl—x2—y2, (z,y) € D}, So :{(x,y,z)€R3:z:O, (z,y) € D}.
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Sigui f(z,y,2) = 1+ xz. Volem calcular fS fdS. Els trossos Sp i Sy son les grafiques de les funcions z = g1 (z,y) =
1—a2? —y?iz=ga(x,y) = 0 sobre el cercle D, respectivament. Per tant,

fds = / flz,y, 1 —2? —y*)\/1 + 422 4+ 4y2dxdy [Canvi a polars: D* =[0,1] x [0, 27T]:|
D

S1

/ (1471 —7r*) cos0)\V/1 + 4r2rdrdd [Apliquem Fubini i usem la linealitat]
D*

(/OQW dG) : (/Olr\/1+4r2dr) + (/O%cosedé’) : (/01r2(1 —r2)\/1—FTT2dr)

+ 0 - (no importa) = 7r(53/2 —1)/6,
0

o [(1 + 47"2)3/2/12}

/de = /f(x,y,O)\/1+02+02dxdy:/dxdy:Area(D):ﬂ.
S5 D D

Finalment, [q fdS = [q fdS+ [q fdS=5n(vV5+1)/6. A

Les integrals de funcions sobre superficies permeten calcular, entre altres coses, la mitjana d’una funcié definida
sobre una superficie, i també permeten calcular diverses magnituds fisiques d’una “planxa” S C R3 a partir de la
seva densitat superficial p : S — Ry (en el cas en que la densitat és constant, p = po, direm que la superficie S és
homogénia). Concretament, podem calcular:

o f= ﬁ Js fpdS és la mitjana, ponderada per p, de la funcié f;
m(S) = [4pdS és la massa de S;

[
e CM(S) = (7,9,2) = ﬁ Js(@,y,2)pdS és el centre de masses de S (en el cas homogeni, s’anomena centre

geometric); 1
o [, = fs r?pdS és el moment d’inércia respecte un eix e de S, on r(p) = dist(p, ).

Convé recordar que una superficie, i la seva funcié densitat, pot tenir diferents tipus de simetries, i que és tutil
aprofitar-les en el calcul de les integrals.

Ezxemple 21. Constant d’inercia, respecte el seu eix de revolucid, de la cara lateral d’'un con de radi R i algada h.

Sempre que no diguem res sobre la densitat, suposarem que 'objecte és homogeni: p = pg densitat constant. Escollim
la parametritzacié S = ¢(D) donada per

©(0,z) = (kzcosb, kzsinb, z), D =10,2nx] x [0, k],

on k = R/h, vegeu pag. [l L’element de superficie és d.S = V1 + k2k|z|dfdz, i per tant

2m h
m(S) = / pdS = po/ V14 k2k|z|d0dz = 1+ k2kpo (/ d9) . (/ zdz) =7\ 1+ k2Rhpo.
s D 0 0
Tot seguit, calculem el moment d’inercia respecte 'eix z:
I = /(ac2 +9%)pdS = / E*2%poV/1 + k2kzdfdz = /1 + k2K po(27) (h* /4) = 7/ 1 + k2R3hpo /2,
S D

i per tant I, = 2 (7v/1+ k2Rhpo) R* = 2 m(S)R? i la constant d’inércia és c = . A

Ezemple 22. Massa de la superficie S del paraboloide hiperbolic P = {2az = 22 — y?} tallada pel cilindre C' =
{2? + y? = a?} si la densitat superficial és proporcional a la distancia al pla {z = 0}, essent k > 0 la constant de
proporcionalitat. Suposarem que a > 0.

Escrivim la superficie S com a grafica de la funcié z = f(z,y) = (2% — y?)/2a sobre el cercle de radi a centrat a
lorigen: D = {(z,y) € R? : 2% 4+ y? < a?®}. L’element de superficie és

ds = \/1 + (f2)2 + (fy)2dady = /1 + (22 + y2?)/a2dzdy = a~'\/a2 + 22 + y2dzdy.
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Integrem la densitat p(z,y, z) = k|z| sobre la superficie:

k
m(S) = /SpdS = ﬁ/ |22 — y?| Va2 + 22 + y2dzdy [Reduccié aDi=DN{0< |yl < x}}
D
2k . *
= = . (2® —y*) Va2 + 22 + y2dady [Canw a polars: DT = [0, a] x [—7r/4,7r/4]}
2k
= 5[ r*(cos®0—sin?0)v/a? +12rdrdd [Fubini & formules angle doble]
a D;
2% /4 a
= - / cos(20)de | - (/ r?va? + T27’d7’> [Canvi s=a’>+r? ds= 2rdr}
a —m/4 0
_ 2k 1 1 2a” 2 \/_d _ k 2 5/2 2 2 3/2 w20 _ 4 1 \/5 k/’ 3 A
= 2 la), (S—G)SS—E g5 — 30’8 S:a2—1—5(+ ka®.

Acabem aquesta seccié amb dos resultats de tipus geometric.
Teorema (Primer i segon teoremes de Guldin). Sigui I1, C R3 un semipla i e = Oll,. Siguin C C Iy una corba
plana no necessariament tancada © D C Iy un domini pla sense contacte amb e.
(1) L’area de la superficie de revolucié S obtinguda en girar C' respecte leix e és
Area(S) = 27 dist(CG(C), e) Long(C).
(2) El volum del cos solid de revolucic W obtingut en girar D respecte leix e és
Vol(W) = 2x dist(CG(D), e) Area(D).

Prova. Podem suposar que ’eix de revoluci6 és l'eix z, i per tant II; és un semipla vertical arbitrari on usem les
coordenades (r, z) tals que r > 0 és la distancia a eix i z és I'altura.
1. Sigui C = {(r(t),2(t)) : t € [a,b]} la corba base i sigui CG(C') = (7, z). Aleshores,

b rea
dist(CG(C),e) =7 = m/crdﬁ = ﬁg(c)/a V()2 + (2 (1)2r(t)dt = 72:Lon§(’)0)'

A la darrera igualtat hem usat la formula per a calcular 'area d’una superficie de revolucid.
2. Sigui D C {(r,2) € R? : r > 0} el domini base i sigui CG(D) = (7,2) = m Jp(r,z)drdz. El cos de revolucié
en coordenades cilindriques és W* = {(r,0,2) : 0 < 0 < 27, (r,z) € D}, i per tant

2m
Vol(W) :/ drdydz :/ rdrdfdz = </ d9> : (/ rdrdz> = 277 Area(D).
w * 0 D

Finalment, n’hi ha prou amb observar que 7 = dist(CG(D), e). O

Observacio. Un cercle i la circumferencia que el tanca comparteixen el mateix centre geometric, pero, en general, aixo
no es complird amb un domini pla qualsevol i la seva frontera: C' = 90D # CG(C') = CG(D).

Ezxemple 23. Siguin r, R € R tals que 0 < r < R. Obtenim el tor solid W de radi interior r i radi exterior R en girar
respecte un eix e = Jll; un cercle D C I1; de radi r amb el centre situat a distancia R de l'eix e, mentre que obtenim
la seva superficie S = OW en girar la circumferencia C' = 9D. En aquest cas, dist(CG(D),e) = dist(CG(C),e) = R.
Aplicant els dos teoremes de Guldin, resulta:

Area(S) = 2rRLong(C) = 47°rR,  Vol(W) = 27R Area(D) = 27°r°R. A

Observacio. Donada una corba plana no necessariament tancada C' i donat un domini pla D, siguin S1iW els cilindres
rectes de bases C'i D, tots dos amb algada h. Es interessant comparar les anteriors férmules de Guldin amb les ja

conegudes férmules Area(S) = hLong(C') i Vol(W) = h Area(D).

Fluxos de camps 3D a través de superficies. Sigui II C R? un pla amb vector normal unitari IN. Suposem
que un fluid travessa aquest pla a través d'un “forat” S C II amb una velocitat constant Fp en tots els punts de S.
Llavors el flux (quantitat de fluid per unitat de temps) que travessa el pla ve donat pel volum (amb signe) del cilindre
solid de base S i generatriu Fo; és a dir, (Fp, IN) Area(S). El signe del flux esta relacionat amb el sentit del fluid: és
positiu quan el fluid travessa el pla en el sentit del vector normal IN i negatiu en cas contrari. Aquest concepte es pot
generalitzar a velocitats no necessariament constants i superficies no necessariament planes.

Observem també que utilitzarem superficies orientables o amb dos costatsﬁ, és a dir que podem desplagar el vector
normal (N o —IN) de manera continua al llarg d’ella. Direm que la superficie és orientada quan hem escollit un vector
normal unitari.

Sun Algunes superficies, com la cinta de Mdbius, només tenen un costat; vegeu Wikipedia, i la famosa xilografia de M.C. Escher |web].
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Fluz. Sigui el camp F : U C R® — R3i S = (D) C R? una superficie orientada. Recordem que dS = N dS, essent
N = (pu N @v)/|lu A o €l vector normal unitari a la superficie amb 'orientacié adequada. Llavors Fy := (F, N)
és la component normal del camp a la superficie. Definim el flux del camp F a través de la superficie S (o la integral
de superficie de F' sobre S) de la manera segiient:

Pop Qoyp Royp
/(F,dS> :/<F,NdS> :/FNdS:/<Foap, gou/\tpv>dudv:/ Ty Yu zy | dudo,
S S S D D

Ty Yv Zy

on ¢ = (z,y,2) 1 F = (P,Q,R). és a dir, el flux és la integral de la funcié “component normal del camp” sobre la
superficie. La darrera formula ajuda a entendre la notacié alternativa

/ Pdydz+ Qdzdx + Rdzdy
s

per denotar el flux del camp F = (P, @, R) a través de la superficie S, ja que

Zu Ty Ty  Yu

v Yu

dudv, dzdzx= dudv, dady= dudw.

Ry Ly

_ dydz _| Yu Zu
dydz = dudvdudv—’ Yo 7

En particular, no hi ha flux quan la velocitat és tangent a la superficie. Observem també a partir de la definicio
que la férmula simplifica el calcul del flux quan la component normal Fy té un expressié senzilla. Per exemple, si és
constant: Fx = a, llavors [((F, dS) = o Area(S). Usaren aixd a I'exemple

Orientacid. Un cop hem fixat un vector normal unitari N (és a dir, un costat de S), utilitzarem els simbols

/S<F, d8) = /S+ (F.dS), /7<F, ds)

per a denotar el valor del flux del camp F' a través de la superficie S orientada per IN o el valor del flux si orientem .S
per —N (respectivament). Obviament, [o_(F,dS) = — [, (F,dS). Per tant, en calcular un flux segons un vector
normal fixat, és imprescindible comprovar que la parametritzacié és positiva.

Ezemple 24. Sigui S el primer octant de 'el-lipsoide E = {(z,y,z) € R? : 22/a® + y?/b* + 2%/c* = 1}. Calculeu el
flux de F(z,y,z) = (x,y, 2) a través de S i E, orientades segons la normal exterior.

Si N és el vector normal unitari exterior, llavors Fiy = (F, N') > 0 sobre tot 1’el-lipsoide. En conseqiiéncia, els dos
fluxos han de ser positius. Aquesta observacié ens permetra comprovar a posteriori que la parametritzacié escollida és
correctament orientada. Parametritzem el primer octant de ’el-lipsoide usant la longitud i la latitud de les coordenades
esferiques modificades: S = (D), on

(0, ¢) = (acos¢ cosl, beos sinb, csin ), D =1[0,7/2] x [0,7/2].
Aleshores, g = (—acos¢ sinf, bcos¢ cosf, 0) i pg = (—asing cosf, —bsing sinf, ccos @), 1 per tant
0o A py = (becos® ¢ cos B, accos® ¢ sin6, abcos ¢ sin @)

és efectivament un vector normal exterior i la parametritzacié ¢ és positiva. N’hi ha prou comprovant que @g A @4
apunta cap a l'exterior de l’el-lipsoideﬁ7 ja que les seves tres components sén positives. Per tant,

/S+ (F, dS)

/ (Fop,pgApgdide
D

/ abc cosqﬁ((cos2 6 + sin® 6) cos? ¢ + sin? qﬁ) dodo¢
D

/2 /2
abc </ d9> . (/ cos qbdqﬁ) = mabe/2 > 0.
0 0

El flux a través de tot I'ellipsoide és ¢, (F', d.S) = abc (fo% d9) . (f:/iQ cos qﬁdqb) = 4mabe > 0, ja que en aquest cas

la longitud és 6 € [0,27] i la latitud és ¢ € [—7,2,7/2]. A

"En realitat, només caldria comprovar-ho en un punt de la superficie.
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Grafiques. Si S és la grafica z = f(x,y) d’'una funcié f: D C R? — R i S estd orientada segons un vector normal de
component vertical positiva, aleshores:

e La parametritzacié positiva més adequada és o : D — R?, amb p(x,y) = (2,9, f(2,9));
e El vector diferencial de superficie és d.S = (¢, A ¢,)dxdy = (—fz, —fy, 1) dady; i per tant

o [((F,dS) = [, (R(z,y,[) = P(z,y, /) f» — Q(x,y, f) f,) dzdy.

Exemple 25. Sigui S = {(z,y,2) € R®: 2 = 22 +y?, 22 +y? < R?} orientada al punt (0, 0, 0) pel vector normal unitari
N =k. Calculeu el flux de F(z,y,z) = (22,0,1+ xz) a través de S.

Aquesta superficie és la grafica de z = f(x,y) = 2% + y? sobre el disc D = {(z,y) € R? : 22 + y? < R?}. Per tant,
el flux [((F,dS) és

[ aser et - o) dedy = [

(1+ 23 4+ zy® — 223)dady = /
D

dzdy —|—/ z(y? — 2%)dedy = TR
D D

Hem usat que el disc D és simetric respecte la recta {x = 0}, i per tant fD r(y? —2?)dedy =0. A

Camps solenoidals (primera part). Quan la superficie S tanqui una regié W C R? (és a dir, quan és la frontera d'una
regi6, S = W), com a l’exemple anterior referent a ’el-lipsoide, utilitzarem els simbols

jé(F, ds) = ﬂ (F,dS), jé, (F,dS).

En aquests casos podem orientar la superficie segons el seu vector normal exterior o el seu vector normal interior. En
particular, si I'orientem segons el normal exterior, el signe de fs +(F,dS) ens diu si el fluid, en mitjana, surt de (signe
positiu) o entra a (signe negatiu) la regié W.

Un camp vectorial 3D s’anomena solenoidal quan té divergencia nul-la a tot el seu domini: div F = 0. Aixo és
equivalent a demanar que el flux de F' a través de la frontera de qualsevol regié W C R3, continguda en el domini
del camp, és nul. Es a dir, el fluid que entra per un costat de la frontera, sempre en surt per un altre, com esdevé en
tots els fluids incompressibles. Com veurem, el teorema de Gauss (vegeu la pag. [[9) ens déna una de les implicacions
d’aquesta equivalencia.

El camp de 'exemple [24] no és solenoidal. Els camps constants F' = Fp s6n solenoidals. (Per que?)

Ezemple 26. Flux de F(z,y,2) = (z,y,—2z) a través de la frontera del cub W = [—a,a]® C R? orientada segons la
normal exterior. La frontera del cub és regular a trossos. Calculem el flux per cada una de les seves cares i sumem els
sis fluxos.

e A les dues cares {x = +a}, el vector normal unitari exterior és N = +i = (£1,0,0) i la component normal
del camp és Fy = (F, £i) = ((+a,y, —22),(£1,0,0)) = a. Per tant,

/ (F,dS) = / FndS = aArea({x = +a}) = 4a®.
{z=+a} {z==+a}

o Analogament, [, (F,dS)= [, _. . FndS=aArea({y = +a}) = 4a’.
e A les dues cares {z = %a}, el vector normal unitari exterior és N = tk = (0,0,+1) i la component normal
del camp és Fy = (F, £k) = {(z,y, —2a), (0,0, £1)) = —2a. Per tant,

/ (F,dS) = / FndS = —2a Area({z = +a}) = —8a®.
{z=+a} {z=+a}

Finalment, el flux total és nul: f6W<F7 dS) = 4a® + 4a® + 4a® + 4a® — 8a® — 8a® = 0, ja que tot el fluid que entra per
les quatre cares verticals del cub, surt per les seves dues cares horitzontals. Provarem més endavant que aquest camp
és solenoidal, i per tant el resultat obtingut era previsible. A

Exercici. Continuant amb I'exemple anterior, sigui W = [—a,a]®. Quina condicié6 han de complir els parametres

a, 3,7 € R per tal que faw axdydz + fydzdx +vyzdady =07

ELS TEOREMES INTEGRALS FONAMENTALS: NEWTON-LEIBNIZ, GREEN, STOKES I GAUSS

Els quatre teoremes que presentem en aquesta seccié tenen tres caracteristiques comunes:

(1) En cadascun d’ells s’estableix una igualtat entre dues integrals;
(2) Una de les integrals es realitza sobre la frontera de I'objecte que apareix a l’altra integral; i
(3) Les orientacions de totes dues integrals han de ser “compatibles”.

Concretament, el teorema de Newton—Leibniz relaciona corbes amb els seus extrems, el teorema de Green relaciona
dominis 2D amb les corbes planes que els delimiten, el teorema de Stokes relaciona superficies de R® amb les corbes
que formen les seves vores, mentre que el teorema de Gauss relaciona dominis 3D amb les superficies que els tanquen.
El Teorema Fonamental del Calcul és la pedra angular per a provar cadascun d’aquests teoremes.


https://mat-web.upc.edu/etseib/ed/

https://mat-web.upc.edu/etseib/ed/ 15

Definicions. Sigui F = (P,Q,R): U C R - R3 un camp 3D i f: U C R3 — R una funcid.

o El gradient de la funcié f és el camp grad f := (fs, fy, f2) = (%5, %5, %g)

e La divergéncia del camp F és la funcié divF := P, + Q, + R, = 6P +2 ay + 6R.
e El rotacional del camp F' és el camp

i i k
OR 0Q 0P OR 0Q 0P
-9 9o o |_ (Xt Y= Y7 YL Y YO\ _ _ _ _
rotF.— BL 25 52 (ay 82’ 82 al" 81' ay) (Ry Qz;PZ Rman Py)

e El laplacid de la funcié f és la funcié Af := divgrad f = fox + fyy + foz = ‘9 oL+ 62f + 2L

Aquestes definicions s’adapten al cas 2D de manera Obvia, excepte la del rota(;lonal. El rotacional del camp pla
F=(P,Q):U CR? = R? és el camp vertical ot F : U C R? — R? donat per

rot F':= (Q, — Py)k = (0,0,Q, — P,).

Camps i funcions “especials”. Direm que un camp vectorial F':

(1) Prové d'un potencial escalar f quan F = grad f;

(2) Prové d'un potencial vector G quan F = rot G;

(3) Ef solenoidal, incompressible o conserva volum quan té divergencia nul-la: div F' = 0;

(4) Es irrotacional quan té rotacional nul: rot F = 0;

(5) Es conservatiu quan té circulacié nul-la al llarg de qualsevol corba tancada continguda en el seu domini de

definicié; i

(6) Es centrald quan la seva direccié en qualsevol punt apunta cap a l'origen o s’allunya d’ell, mentre que la
seva magnitud només depen de la distancia a 'origen. Es a dir, sén camps de la forma F' = h(r)r, essent
h:(0,00) — R una funcié arbitraria, r = ||r||, mentre que el camp 7 ve donat per r(x,y, z) = (x,y,2) en el
cas 3D i r(x,y) = (z,y) en el cas 2D.

Veurem que les propietats 1, 4 i 5 sén “quasi” equivalents. [dem per a les propietats 2 i 3. Les funcions de laplacia
nul s’anomenen harmdniques. Veurem exemples de funcions harmoéniques al tema dedicat a les equacions en derivades
parcials (EDPs).

Ezercici. Per a quins valors de a,b,c,d € R és solenoidal el camp lineal F(x,y) = (ax + by, cx + dy)? 1 per a quins
és irrotacional? Per a quines matrius A € M3(R) és solenoidal el camp 3D lineal F(p) = Ap? I per a quines és
irrotacional?

El teorema del gradient (Newton—Leibniz). La circulacié d'un camp que prové d’un potencial escalar al llarg
d’una corba arbitraria continguda a ’obert on esta definit el camp és igual a la diferencia del potencial escalar als
extrems de la corba. En simbols, si f: U C R® — R i C C U és una corba, no necessariament simple, orientada des
del seu extrem A fins al seu extrem B, llavors

/C (grad £, d8) = §(B) - F(A),

Prova. S1gu1 o : [a,b] — R™ una parametritzaci6 de la corba C' tal que o(a) = A i o(b) = B. Sigui g : [a,b] — R la

funcié g(t) = f(o (t),) Aplicant la regla de la cadena, veiem que
= T{F(o()} = (arad f(o(1), 0" (1),
Per tant, [ (grad f, d£) f t)dt = g(b) — g(a) = f(B) — f(A). O

Corol-lari. Tot camp que prové d’un potencial escalar té circulacié nul-la al llarg de totes les corbes tancades contin-
gudes a l'obert on esta definit el camp; és a dir, és conservatiu.

Ezemple 27. Circulacié [, (10z* — 22y®)dx — 32°y*dy essent C la corba orientada des de A = (0,0) fins a B = (2,1)
que comple equacié x* — 6z2y> = 4y2. [Ind.: Newton—Leibniz.]

Per aplicar el teorema de Newton—Leibniz, necessitem dues coses. En primer lloc, que el camp vectorial F(x,y) =
(P(x,y),Q(x,y)) = (102* — 2zy3, —32%y?) provingui d’un potencial escalar f. I en segon lloc, necessitem trobar f.
Imposant que (P, Q) = F = grad f = (fs, f,), resulta que

fr=P= 102* — 2zy3, fy=Q = —3z2y2

8Aquests tres sinénims s’usen en electromagnetisme, teoria de fluids i sistemes dinamics, respectivament.
9Els camps gravitatoris i electrics creats per una sola particula sén centrals (lleis de Newton i Coulomb).
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Integrant la segona identitat respecte la variable y, veiem que f(z,y) = —22y>+g(x), essent g una funcié a determinar.
Si ara recuperem la primera identitat, obtenim

g (z) — 22y% = fp = 102 — 229° = g(z) = /1Oz4dz =2 +c= flx,y) = 225 — 2293 + ¢,

on la constant d’integracié ¢ € R queda lliure. Per simplificar, prenem ¢ = 0. Finalment, fC<F, dey = f(B)— f(A) =
f(2,1)— f(0,0) =(64—4)—0=060. A

Observacio. No ha estat necessari parametritzar la corba C'. De fet, ni tan sols sabem quin aspecte té. Pero aixo no
ens importa, ja que el teorema de Newton—Leibniz implica que la circulacié només depen dels seus extrems. Un altre
punt interessant és el calcul del potencial escalar. Obviament, si intentem aplicar el mateix metode a un camp que
no prové d’un potencial escalar, arribarem a alguna contradiccié. Per tant, se’ns plantegen dos reptes. Existeix algun
metode simple per saber quan un camp prové d’un potencial escalar? I per a calcular el seu potencial? No respondrem
aquestes preguntes per manca de temps.

Orientacions compatibles (o consistents). De cara als teoremes que segueixen, necessitem definir tres tipus
d’orientacions usualment anomenades “compatibles” o “consistents”.

e Donat un domini pla D C R? ~ R3N {z = 0}, sigui C = 9D la seva frontera. Direm que C esta orientada
segons el vector vertical k quan el vector k la recorre de manera que el domini queda a la seva esquerra.
Per exemple, suposem que D és el domini compres entre dues circumferencies concentriques C,. i C'r de radis
0 < r < R, de manera que C = 9D = C, U Cg té dues components. Llavors, orientem C). en sentit horari
i C'g en sentit antihorari.

e Donada una superficie regular S C R?, sigui C = 9 la seva frontera i N una de les seves dues orientacions
(és a dir, un vector normal unitari de S). Direm que C esta orientada segons el vector N quan el vector N la
recorre de manera que la superficie queda a la seva esquerra. Per exemple, suposem que S és la cara lateral
d’un cilindre vertical orientat segons el vector normal exterior, de manera que C' = 95 = C_ U C1 té dues
components: la circumferencia superior Cy i la inferior C_. Llavors, orientem C, en sentit horari i C_ en
sentit antihorari (respecte el pla horitzontal on estan contingudes).

e Donada una regié espacial W C R3, sigui S = OW la seva frontera. Direm que S esta orientada segons el
vector normal exterior a la regio quan en cada punt de la frontera escollim el vector normal unitari que apunta
cap a fora de la regié. Per exemple, suposem que W és la regié compresa entre dues esferes concentriques .S,
i Sg de radis 0 < r < R, de manera que S = 0W = S, U Si té dues components. Llavors orientem S, segons
el seu vector normal interior i Si segons el seu vector normal exterior.

Exzercici. Realitzeu alguns dibuixos per tal de clarificar aquests tres conceptes. El segon és el més dificil.

El teorema del rotacional 2D (Green). El flux del rotacional d’un camp 2D a través d’un domini pla és igual a la
circulacié del camp al llarg de la frontera del domini, si escollim 'orientacié adequada sobre la frontera. En simbols,
si D C R? és un domini pla, la seva frontera C* = 9D esta orientada segons el vector k i el camp F = (P, Q) : U C
R? — R? és de classe C!' en un obert que conté D, llavors

/D(rotF,k)dxdy:/D(Qm—Py)dxdy:7{0+ de+Qdy=7§ (F, de).

C+
La primera igualtat és conseqiiencia de la definicié de rotacional 2D. La tercera ens mostra dues formes equivalents
de denotar la circulacié. El teorema propiament dit es redueix a la segona.

Corol-lari. Tot camp irrotacional 2D té circulacié nul-la al llarg de qualsevol corba que tanqui un domini pla contingut
a l'obert on esta definit el camp.

Ezemple 28. Circulaci6 §,,,(y—sinz)dz+cos zdy essent dD la frontera del triangle de vertexs (0,0), (7/2,0) i (7/2,1)
recorreguda en sentit antihorari.

Al final veurem que el camp F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) = (y — sinx, cos ) no prové d'un potencial escalar, amb
la qual cosa no es pot aplicar Newton—Leibniz. Per contra, aplicant Green:

7{ (y —sinz)dx 4+ cosxdy = /(QI—Py)dxdy:—/(1+sinx)dxdy [Fubini}
oD D

D
/2 2z /7 92 /2
= —/ (1+sinx) / dy d,r:——/ (x + xsinz)dx
0 0 ™ Jo
2 2 . r=7/2 2 m
= _Z 2 — -_z_T
- [2%/2 + sin xcos:c}zzo e

El calcul directe requereix calcular les circulacions al llarg dels tres costats del triangle. La circulacié al llarg de la
corba tancada C' = 0D no déna zero, i per tant deduim que el camp F' no prové d’un potencial escalar, tal i com
haviem afirmat. A
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Calcul d’arees planes. Si un camp F = (P,Q) compleix la condicié Q, — P, = 1, llavors Area(D) = [, dzdy =
$op Pdz + Qdy per a tot domini pla D C R?. Per exemple,

1
Area(D) = ijé rdy —ydz = jé xdy = fjé ydz.
D D D

Obtenim aquestes férmules amb els camps F(z,y) = (—y/2,2/2), F(x,y) = (0,z) i F(x,y) = (—y,0), respectivament.
Quan D esta delimitat per una corba parametritzada en sentit antlhorarl per o(t) = (z(t),y(t)), a < t <b, les férmules
tenen una expressio sorprenentment simple:

b

Area(D) = % / (2(t)y (1) — y(t)a' (£)) dt = / 2Oy () dt = — / y(0)2 (1) dt.

La primera expressié sembla més complicada, pero és simetrica i sovint simplifica els calculs.

Ezxemple 29. Area del domini D delimitat per astroide C' = {(ac, y) € R%: 223 4?3 = a2/3} estudiat a I’exemple[d]
La parametritzaci6 de Pastroide era o(t) = (x(t),y(t)) = (acos®t,asin®t), amb 0 < t < 27. Per tant,

Area(D) = %7{C+ xdy —yde = %/0 ! (z()y' (t) —y(t)2'(t)) dt

3a2 [T 3a2 [*
= - (cos4 tsin® t + cos® t sin? t) dt = T / cos? tsin® td¢
0 0
3¢2 [7/?

0

/2
= 6a2/ cos® tsin® tdt = sin?(2t) dt
0

3a% [T 3
= — sin? sds = —a®.
0 8
Comprovem doncs, com és d’esperar en un domini pla, que I’area és proporcional al quadrat de a. En aquest cas la
constant de proporcionalitat és 37/8. A

El planimetre. Hem vist que es pot calcular I'area d’un domini pla prenent certes mesures mentre recorrem la seva
frontera en el sentit adequat. Aquesta idea és la base dels planimetres, intruments mecanics que determinen ’area de
figures arbitraries. Podeu consultar |Wikipedia, o bé la web Mathematik.com| sobre el funcionament d’un planimetre

polar (vegeu també un problema de la llista que clarifica el seu 1s).

El teorema del rotacional 3D (Stokes). El flux del rotacional d’un camp 3D a través d'una superficie és igual
a la circulacié del camp al llarg de la corba frontera de la superficie, si orientem la corba de manera compatible amb
la superficie. En simbols, si S C R? és una superficie orientada per un vector normal unitari N, la seva corba frontera
Ct = 08 esta orientada segons el vector IN i el camp F : U C R? — R3 és de classe C! en un obert que conté S,

aleshores
/<rotF,ds>=7§ (F, de).
S+ ct

Corol-lari. Tot camp irrotacional 3D té circulacié nul-la al llarg de qualsevol corba tancada que delimiti una superficie
continguda a l’obert on esta definit el camp.

Demostracio del teorema de Green. El teorema de Green és una conseqiiencia directa del teorema de Stokes. N’hi ha
prou amb notar que si la superficie S és un domini pla D C R? ~ R3N{z = 0}, podem prendre N =k i dS = dady,
i per tant dS = NdS = kdzdy i (rot F', dS) = (rot F,k)dzdy. De fet, la igualtat [, (rot F',k)dzdy = §., (F, d£)
es compleix tot i que el camp F' no sigui pla. Esa dir, és certa fins i tot amb camps de la forma F = (P,Q,R) : U C
R3 — R3, sempre i quan D C U. O

Exemple 30. Sigui r(z,y,z) = (x,y,2). Proveu que si v = v(x,y,2) = (a,b,c) € R3 és un camp constant, S C R? és

una superficie i C' = 95, llavors
2/<v,dS) =7§<vm~, ae)
s c

suposant que les orientacions de S i C' sén consistents (és a dir, suposant que S i C' estan orientades segons el mateix
vector normal).
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Comencem calculant el camp G = v A r i el seu rotacional:

i j k
G(z,y,z) = a b ¢ |=(bz—-cy,cx—azay—bx),
Ty z
i j k
rot G(z,y,z) = 2 6% 2 = (2a,2b,2¢c) = 2v.
bz—cy cr—az ay—bx

Ara n’hi ha prou amb aplicar Stokes: 2 [¢(v, dS) = [((rot G, dS) = §.(G, d€) = [ (v Ar,dL). A
Exzercici. Sila corba C és plana i el vector v és paral-lel al pla que conté C, que podem deduir de I’exemple anterior?

Ezemple 31. Circulaci6 §, —y*dz + 23dy — 2°dz essent C' la intersecci6 del cilindre Q = 2 +y*> = 1 i el pla
II=ux+y+2=1, orientada segons el vector normal unitari N = (1,1,1)//3.

Primera manera (Definicid). La projeccié de la corba C al pla xy és la circumferencia de radi 1 centrada a
lorigen, i per tant escollim la parametritzacié o = (z,y,2) : [0,27] — R3 donada per z(t) = cost, y(t) = sint
iz(t)=1—x(t)—y(t) = 1—cost—sint. L'orientacié antihoraria fa que el vector normal IN recorri C' deixant 'interior
del cilindre a la seva esquerra. Per tant,

/0 (PO ) + 20 (1) — P (0) dt

27 4 t=2m
/ (sin t 4+ cos* t)dt — [z_(t)}
O 4

1 2m
= —/ (34 cos4t)dt = 37/2,
0

4
ja que 1 = (cos®t + sin? t)? = cos* t + 2 cos? tsin? ¢ +sintt, i per tant cos?t +sintt =1 — % sin’ 2t = HCTOS“.

Segona manera (Stokes). Per aplicar Stokes necessitem un camp i una superficie orientada. El camp només pot ser
F(z,y,2) = (—y3,23,—23). El seu rotacional és

7{ —y3da 4+ 23dy — 22dz
c

t=0

i j Kk
rot F'(z,y,z) = 6% 6% % = (0,0,3z% + 3y?).
S R B

Necessitem que la corba C sigui la frontera de la superficie, i per tant 1’eleccié més simple és la superficie plana
S ={(z,y,2) eR®>: 22 +y> <1, 2 +y+ 2z = 1}. Orientem S segons el seu vector normal unitari N = (1,1,1)/v/3.
Donat que la superficie és la grafica de z = f(x,y) = 1 — 2 — vy, el seu vector diferencial de superficie és d.S =
(—fa,—fy,1)dady = (1,1,1)dzdy. Per tant, aplicant Stokes veiem que

27 1
/ (F, d£>:/ <rotF,dS>:3/(z2+y2)dxdy:3/ T2rdrd93</ do) : (/ T3dr> _ T
o+ S+ D . 0 0 2

Aqui hem realitzat un canvi a polars, prenent D* = [0, 1] x [0, 27].

Ezemple 32. Circulacié fc 2zdz+ydy+3zdz essent C la corba tancada continguda a la interseccidl] del paraboloide
hiperbolic P = z? — y? = 2z i el hiperboloide d’una fulla H = 2% + y? = 1 + 22 orientada segons el vector normal
(—z,y,1).

Primera manera (Stokes). Sigui S el tros del paraboloide tancat per C. Després de comprovar que el camp
F(x,y,z) = (22,y,32) és irrotacional, deduim que

7{ 2zdx +ydy +3zdz = jé (F,de) = /(rotF, ds) =0.
C c S

Segona manera (Newton—Leibniz). El camp F prové d'un potencial escalar. Efectivament, si imposem que
(22,y,32) = F = grad f = (fu. fy, f-), resulta qud]

fo =2z, fy:yv f =3z

Integrant la darrera identitat respecte la variable z, veiem que f(z,v,2) = g(z,y) + 32%/2, essent g una funci6
a determinar. Tot seguit, la segona identitat es converteix en y = g,(x,y), i per tant integrant respecte la variable y
resulta que f(z,y,2) = g(x,y)+322/2 = h(x) +y?/2+32%/2, essent h una funcié a determinar. Finalment, la primera
identitat esdevé 2x = h/(x), i per tant h(z) = 2% + ¢, essent ¢ € R una constant d’integracié arbitraria que podem

0P N H conté la corba C i quatre corbes no tancades asimptotiques a les rectes {y = +x,z = 0}.
1probablement en aquest cas podeu veure quin és el potencial escalar a simple vista, perd donem un metode general (probablement,

no el millor) per a trobar-lo.
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escollir com a zero. Per tant, el camp prové del potencial escalar f(x,y,2) = 22 +y%/2+322%/2, i per tant té circulacié
nul-la al llarg de qualsevol corba tancada.

Tercera manera (Definicid). Exercici apte només per a valents. Expressem la corba C' usant una parametritzacié
“antihoraria” o = (z,v, 2) : [0,27] — R? basada en coordenades cilindriques; és a dir,

x(0) = r(0) cos b, y(0) = r(0)sind, z(0) = (z°(0) — y*(0))/2 = 3r2(0) cos 20.
Per determinar la funcié r(#), imposem que C' compleixi I'equacié de I'hiperboloide:

2+ 4 —4cos?20 1+ |sin 26|
2 (02 a2y — 2y _ 402 2 _ _

dre =4z +y°) =41+ 2°) =4+ r*cos” 20 = r* = 05220 =2 o220

Si 6 e {n/4,3n/4,57/4,7n/4}, Navors cos(26) = 0 i Pequacié 4r? = 4 déna r = 1. Per tant, ens quedem amb el signe
negatiu: 72(0)/2 = (1 — |sin26])/ cos?(20) i z(0) = (1 — |sin26|)/ cos(20). Queda clar que els calculs es compliquen
massa (no val la pena d’acabar-los). A

El teorema de la divergéncia 3D (Gauss). La integral de la divergéncia d’un camp 3D sobre un cos és igual al
flux sortint del camp a través de la frontera del cos. En simbols, si W C R? és una regié, la seva frontera ST = oW
esta orientada segons el vector normal exterior a la regié i el camp F = (P,Q, R) : U C R?® — R3 és de classe C! en
un obert que conté W, llavors

/didexdydz:/ (Pm—l—Qy—i—Rz)dxdydz:?{ dedz—l—dedx—l—Rdxdy:% (F,dS).
w w S+ S+

La primera igualtat és conseqiiencia de la definicié de divergencia. La tercera ens mostra dues formes equivalents de
denotar el flux a través d’una superficie. El teorema propiament dit es redueix a la segona.

Corol-lari. Tot camp solenoidal 3D té flux nul a través de qualsevol superficie que tanqui una regié continguda a 1’obert
on esta definit el camp.

Exemple 33. Quan el camp F prové d'un potencial escalar: F' = grad f para alguna funcié f : U C R? — R de classe
C?, el teorema de Gauss implica que

0
/ Afdzdydz = —de,
w S 3n
on Af =divgrad f és el laplacia de f 1 9f/0n := (grad f, N') denota la derivada direccional en la direccié del vector
normal unitari exterior IN a la regié W. En particular, si la funcié f és harménica, llavors fs g—i dS = 0 per a tota

superficie que tanqui una regié continguda a ’obert on esta definida f. A

Ezemple 34. La divergencia del camp r(z,y, z) = (z,y, z) és constant igual a 3, i per tant

3Vol(W) = /

divrdzdydz :jé (r,dS)
w

S+

per a tota regié W c R3. Es a dir, el flux del camp 7 a través de la frontera de qualsevol cos 3D és el triple del volum
del cos. Per exemple, podem obtenir la relacié entre el volum i I'area d’una esfera. Sigui W l'esfera solida de radi R
centrada a origen i sigui Sg = 0Wg. El vector normal unitari exterior sobre Si és N = (x/R,y/R, z/R), 1 per tant
la component normal del camp és ry = (r, N) = ((z,y, 2), (zr/R,y/R,z/R)) = (2* + y* + 2?)/R = R. Per tant,

3Vol(Wgr) = 7{+(r, ds) = 7{+ rndS = R Area(Sg).
S

SR R

No és cap sorpresa, ja que, com tothom sap, Vol(Wg) = %ﬂ'R3 i Area(Sg) = 47R%. A

El segiient truc és important, ja que permet aplicar el teorema de Gauss a superficies no tancades. Consisteix a
tancar la superficie original afegint unes “tapes” adequades. Com que el resultat no depen de ’eleccié de les tapes,
usarem les més simples (que sovint seran tapes planes).

Ezemple 35. Flux del camp solenoidal F(z,y,z) = (z,y,—2z) a través de la superficie oberta S = {(z,y,z) € R3 :
2?2 +y? + 22 =1, 2 < 1/2}, orientada segons el vector normal N = (z,y, z).

La superficie S té forma de bol esferic. Podem tancar-la afegint la tapa superior del bol, que és la superficie plana
S1 = {(z,y,2) € R® : 2% + y? < 3/4, 2 = 1/2}. Les dues superficies juntes tanquen el domini 3D W = {(x,y,2) €
R3 : 22 +y? + 22 <1, 2 < 1/2}. Passem a estudiar 'orientacié. El vector N = (x,y, z) és el vector normal unitari
exterior sobre la part esferica del bol, mentre que N; = k = (0,0, 1) és el vector normal unitari exterior de la tapa
plana. Per tant, aplicant el teorema de Gauss en el domini W, obtenim

0:/ didexdydz:/ <F,dS>:/ <F,dS>+/ (F,dS) = <F,dS>:f/ (F,dS).
w oW S+ s S+ S
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Calculem el darrer flux integrant la component normal del camp F' sobre la tapa plana S;. Com que la coordenada
vertical és constant en la tapa: z = 1/2, la component normal també ho és:

Fx =(F,Ny) ={(z,y,-22),(0,0,1)) = =2z = —1.
Finalment, [¢, (F,dS) = — [(+(F,dS) = — [; FxdS = Area(S1) = 37/4, ja que la tapa S; és un cercle de radi
V3/2. A '

Ezercici. Proveu que el flux del camp lineal F(xz,y,z) = (ax,by,cz) a través de la superficie oberta de 'exemple
anterior és [¢ (F,dS) = (a+ b+ c) Vol(W) — ¢ Area(S1)/2 = 7(9a + 9b — 6¢)/8.
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Equacions Diferencials Ordinaries (EDOs)

Aquest tema és probablement el més senzill. Tracta de la resolucio i analisi de diversos tipus d’equacions diferencials
ordinaries (EDOs). Suposarem que el lector sap com resoldre les EDOs de primer ordre basiques:

e EDOs de variables separades de la forma 2’ = f(t)g(x), on f(¢) i g(x) sén funcions continues en alguns
interval oberts I CRi J C R.

e EDOs lineals de primer ordre de la forma 2’ = a(t)x 4+ b(t), on a(t) i b(t) sén funcions continues en algun
interval obert I C R.

Aqui aprofundirem en 'estudi de les EDOs i sistemes d’EDOs, incloent EDOs d’ordre superior, posant eémfasi en
les seves aplicacions practiques. Algunes de les preguntes que volem respondre, si el temps ens ho permet, son les
seglients:

e Com es comporten, en linies generals, les solucions d’un sistema lineal a coeficients constants? I les solucions
d’un sistema no lineal autonom al voltant d’un punt d’equilibri?

e Com funciona el meétode de datacié per carboni-14? (Willard Libby va guanyar el premi Nobel de Quimica el
1960 per aquest metode.)

e Com evoluciona la concentracié de contaminants en un llac situat al curs d’un riu amb fabriques a les seves
vores? Quan de temps han de tancar les fabriques per tal de complir una determinada normativa medi-
ambiental?

e On s’ha de col-locar un satel-lit perque es quedi “quiet”? Que passa si el posicionament falla i el satel-lit es
queda a uns (pocs) quilometres de la posicié calculada?

e QQuina és la base matematica del principio d’exclusié que afirma que si tenim diverses especies que competeixen
per uns recursos, llavors a llarg termini només en pot sobreviure una?

NOCIONS I RESULTATS BASICS

Sistemes d’EDOs. Estudiarem equacions diferencials, que tenen funcions com a solucions, i en les quals apareixen
la funcié incognita i algunes de les seves derivades. En aquest tema considerem equacions diferencials ordinaries
(EDOs), la qual cosa expressa que les funcions incognites depenen d’una tnica variable. Deixem per a un altre tema
les equacions en derivades parcials (EDPs), en les quals les funcions incognites poden dependre de diverses variables.

Comengarem pels sistemes d’EDOs de primer ordre en forma mormal, la qual cosa significa que tenim tantes
equacions com funcions incognites i a cada equacié una derivada primera apareix aillada en funcié d’una expressio que
no conté derivades. Es a dir, sén equacions del tipus

(1) ' =F(t,x)

e { és el temps o variable independent,

e x = (x1,...,2,) ésla incognita o variable dependent, i

e F:UCRXR" = R" F = F(t,x), és una aplicacié que depén d'un argument escalar ¢ i un argument
vectorial x.

Direm que el sistema és autonom si el temps no apareix explicitament a I’expressié que el defineix. Les solucions
o trajectories del sistema ({I]) sén totes aquelles funcions vectorials
x: I —R", x = x(t),
definides en un interval obert I C R que satisfan el sistema. En particular:
e La funcié @ = x(t) és derivable, i
e L’aplicacié F = F(t, ) es pot avaluar en els punts (¢,z(t)) per a tot t € I.

La corba C' = x(I) C R™ és I'orbita de la solucié x(t). Aixi doncs, la diferéncia entre solucions (o trajectories) i orbites
és que les solucions expliciten la velocitat amb que es recorren les orbites.

Camps vectorials. Considerem el sistema de primer ordre en forma normal
' =F(t,x),

on 'aplicacié F : U — R" esta definida en un obert U C R x R™. Fisicament, podem interpretar el sistema com
una condicié que fixa la velocitat @’ = F(¢t,x) d’una particula situada a la posicié  a 'instant ¢. Geometricament,
podem pensar que hi ha un vector F(t,x) a la posicié  a linstant ¢. D’aqui ve que en aquest context l’aplicacid
F : U — R" s’anomeni camp de velocitats o camp de vectors. Dos exemples intuitius d’aquests camps sén la disposicio
que adquireixen unes ferritges sota l'influx d’'un imant o I'aspecte canviant d’'un camp de blat quan bufa el vent.

Per definicié, la funcié @ : I — R és una solucié o trajectoria del sistema anterior quan

x'(t) = F(t,z(t)), Vt e I.
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Es a dir, &(t) és una soluci6 del sistema si i només si, considerant-la com una corba parametritzada, té com a vector
tangent el camp de vectors en cadascun dels punts per on passa. Aixi doncs, hem relacionat el problema analitic de
resoldre el sistema x’ = F (¢, ) amb el problema geometric de trobar trajectories tangents al camp vectorial F'(¢, x).

Ezercici. Dibuixeu el camp vectorial pla F(z,y) = (x,y) i algunes de les seves orbites.
Ezercici. Dibuixeu el camp vectorial pla F(z,y) = (—y,z) i algunes de les seves orbites.

Teoremes d’existéncia i unicitat. Els problemes en queé busquem la trajectoria d’'una particula que segueix un
camp de velocitats donat i que en un cert instant inicial esta situada en una posicié concreta s’anomenen problemes
de wvalor inicial (PVIs). La condicié inicial s’expressa aixi: x(tg) = xo, on to és 'instant inicial i & és la posicié o
valor inicial. Si @(t) és una solucié del sistema @’ = F'(¢,z) definida en un entorn de U'instant to i (ty) = o, llavors,
suposant que els objectes involucrats es poden derivar tants cops com vulguem, resulta que

x'(to) = F(to,x0), @"(to) = DiF(to, x0) + DaF (to, o) F(to, o),

Es a dir, la posicié inicial de la particula determina la seva velocitat inicial, la seva acceleracié inicial, etc. Per tant,
sembla razonable pensar que la trajectoria de la particula queda completament determinada; o sigui, que els PVIs
tenen solucions uniques. Aquesta intuicié queda confirmada pel segiient teorema, que no provarem.

Teorema (Teorema d’existéncia i unicitat per a sistemes). Si el camp F = F(t,x) és de classe C* en un obert
UCRXxR" i(tg,z0) € U, llavors el PVI

' = F(t,z), x(ty) = xo,
té exactament una solucid local; és a dir, una unica solucid definida quan |t — to| és petit.

Quan el sistema és autonom; és a dir, quan el camp de velocitats és de la forma F = F(x), la velocitat @’ = F(x)
de la particula només depén de la posicié @ pero no de l'instant concrefd. En aquest cas, el teorema d’existencia
i unicitat implica que orbites de particules diferents no poden intersecar-se (de fet, aixd pot ser fals si no es compleixen
les condicions del teorema; per exemple amb 'EDO 2’ = 2%/3 en que el camp no és C1).

Quan el sistema no és autonom; és a dir, quan existeixen punts on la velocitat depen de 'instant ¢, pot esdevenir
fins i tot que orbites de particules diferents es tallin de manera transversal. Evidentment, les particules passaran pel
punt de tall en instants diferents.

EDOs d’ordre superior. També estudiarem les equacions amb una sola funcié incognita

(2) () = f(t, x, ..., z("fl))
on
e { és el temps o variable independent,
e 1 ésla funcid incognita o variable dependent,
e n és el ordre de I'equacid, i
o = f(t, x,x, ..., z("_l)) és una funcié que depen de n + 1 arguments escalars.

Aquestes equacions s’anomenen equacions diferencials ordinaries (EDOs) en forma normal, porque la derivada mayor
z(™ apareix despejada.

Qualsevol EDO en forma normal d’ordre n es pot transformar en un sistema d’EDOs de primer ordre en forma
normal amb n equacions. Concretament, introduint les funcions incognita 1 = z, @2 = 2/, ..., x, = "~V veiem
que l'equacié (2] es converteix en el sistema ([II) amb

F(t,x) = (zg,...,xn,f(t,m)).

Corol-lari (Teorema d’existencia i unicitat per a EDOs). Si la funcié f = f(t,z,2',...,2""Y) és de classe C' en
un obert U C R 4 (tg, 20, 21,...,2n_1) € U, llavors el PVI

M = f(t,x,a,... z""Y)
w(to) = .To,.%'/(to) =Z1,... ,w(n_l)(to) = Tn-1

té exactament una solucid local; és a dir, una dnica solucid definida quan |t — to| és petit.
Les EDOs dels segiients exemples sén de variables separades, i per tant sén facils de resoldre.
Ezemple 36. EI PVI 2’ = 22, 2(0) = 1, té una tinica solucié: z(t) = 1/(1—t). Aquesta solucié esta definida a I'interval

I = (—00,1) ino es pot estendre més, ja que arriba a infinit en un temps finit. A

12Aquesta situacié implica que cada espiga manté la seva posicié a ’exemple del camp de blat i el vent.
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Ezemple 37. El PVI t2’ = 2z, x(0) = 0, té infinites solucions: z(t) = ct, amb ¢ € R constant lliure. En canvi, el PVI
te' =z, x(0) = xo # 0, no té cap solucid, ja que si en tingués alguna, en avaluar l'equacié a l'instant ¢ = 0 resulta
que zg = 2(0) = 0-2'(0) = 0. Aquests resultats no contradiuen el teorema d’existéncia i unicitat per a EDOs lineals
ja que Pequacié tz’ = x no estd normalitzada i és singular a 'instant ¢ = 0. (Per normalitzar-la es necessita dividir
pert.) A

Val la pena remarcar que en els PVIs per a EDOs s’ha de fixar el valor de la funcié incognita i algunes de les seves
derivades en un mateix instant inicial, per tenir una condicié inicial “completa”. En particular, les grafiques al pla
(t,z) de dues solucions diferents d’'una EDO en forma normal d’ordre n només poden intersecar-se quan n > 2.

Ezemple 38. La soluci6 general de 'EDO lineal de primer ordre &’ = ax + b, amb a # 0, és
zg(t) = ce™ —b/a,
on la constant ¢ € R queda lliure. No hi ha dues solucions diferents les grafiques de les quals s’intersequin. A

Ezemple 39. Veurem més endavant que la solucié general de 'EDO lineal homogénia de segon ordre a coeficients
constants '/ 4+ w?x =0, amb w > 0, és

an(t) = ¢1 coswt + ¢o sinwt,
on les constants c¢i,co € R s6n lliures. Les grafiques de les solucions x(f) = coswt 1 z2(t) = sinwt es tallen
transversalment en infinits punts. A

El retrat de fase d’EDOs de primer ordre autonomes. Considerem 'EDO de primer ordre autonoma en forma
normal
o’ = f(z)

on el terme f: I — R és una funcié de classe C! en un interval obert I C R. Si x(t) és la solucié del PVI 2’ = f(z),
2(0) =z € I, aleshores es compleix que:

o f(xg) > 0= x(t) és creixent en t = 0 i el camp de vectors en xy apunta cap a la dret;

o f(xg) <0 = x(t) és decreixent en t = 0 i el camp de vectors en xy apunta a la esquerra;

o f(zg) =0= z(t) =z i diem que xg és un punt d’equilibri.

Una pregunta natural és: cém es comporten les solucions de 2’ = f(z) prop d’un equilibri? Direm que un equilibri
és atractor/repulsor quan les solucions que comencen a punts propers s’apropen a/s’allunyen del punt d’equilibri.
L’estabilitat d’un equilibri 29 de 'EDO 2’ = f(z) es pot deduir mirant el signe de la funcié f(x) quan x = 2 i quan
x < xg, la qual cosa permet determinar com és el camp de vectors als dos costats de xg. Els punts d’equilibri d’EDOs
de primer ordre poden ser repulsors per un costat i atractors per 'altre.

Ezxemple 40. Dibuixeu el retrat de fase de I'equacio logistica
' = kx(l —xz/m), k,m > 0.
La funcié f(x) = kx(1 —z/m) és negativa en (—oo,0) U (m, 00), positiva en (0,m) i s’anul-la als dos punts d’equilibri
=012z =m. Per tant, la soluci6 del PVI
¥ =kz(l —x/m), z(0) = zo
compleix les propietats segiients:
e lim z(t) = m si zg > 0;
t—o0
e lim z(t) = —ocosizp <0;1i
t— oo
o x(t) =x0gsixg=00x0=m.
L’equilibri = m és atractor (A) i I'equilibri 2 = 0 és repulsor (R), vegeu la figuralll A

<
<

flx) <0 (E{) flx)>0 (é) flxz) <0
0 m

FIGURA 1. Retrat de fase de 'equacié logistica 2’ = f(z) = kz(1 — z/m).

Exemple 41. Discutiu 'estabilitat del tnic punt d’equilibri de 'EDO 2’ = 22.

La funcié f(x) = 2% només s’anul-la a l'origen. Per tant, 1'inic equilibri és x9 = 0. A més, f(x) és positiva als dos
costats del punt d’equilibri, i per tant xy és repulsor per la dreta i atractor per I’esquerra. A I'exemple 36l vam veure
que la particula escapa a infinit en temps finit si la seva posicié inicial és 2(0) = 1. El mateix resultat és cert sempre
que z(0) > 0. A

13Suposant que dibuixem l’interval I horitzontalment amb ’orientacié estandard.
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Ezercici. Sigui xp un punt d’equilibri de 'EDO ' = f(x). Proveu que:
o f'(xg) > 0=z és repulsor (pels dos costats).
o f'(r9) < 0=z és atractor (pels dos costats).

Exzxercici. Practiqueu amb el MIT Mathlet| sobre “Phase Lines” per visualitzar retrats de fase 1D.

SISTEMES LINEALS

El sistema @’ = F(t,x) és un sistema d’EDOs lineals de primer ordre en forma normal —o, abreviant, un sistema
lineal— quan F'(t,x) sigui lineal en la incognita. Es a dir, quan

(3) o' = A(t)x + b(t)
amb funcions continues A : I — M, (R)ib: I — R" definides en algun interval obert I C R. Direm que el sistema
lineal és:

e homogeni, quan b(t) = 0; i

e a coeficients constants, quan la matriu A(t) no depeén del temps.

Si el sistema @’ = A(t)x + b(t) és no homogeni, direm que &’ = A(t)x és el seu sistema homogeni asociat.
Els sistemes lineals compleixen un resultat d’existencia i unicitat més potent que els sistemes no lineals, ja que les
seves solucions tenen un caracter global.

Teorema (Teorema d’existéncia i unicitat per a sistemes lineals). Si A = A(t) i b = b(t) sdn continues en un interval
obert I C R, tg €I i xyg € R™, llavors el PVI lineal

' = A(t)x + b(t), z(tg) = xo,
té exactament una solucid global; és a dir, una unica solucidé definida a tot l'interval I.

Tot seguit, comencarem resumint alguns metodes quantitatius per resoldre sistemes lineals. També desenvoluparem
metodes qualitatius que donen informacio sobre l'aspecte de les trajectories d’un sistema lineal sense necessitat de
resoldre el sistema.

Resolucié de sistemes lineals.

Estructura de les solucions. Les solucions d’un sistema lineal homogeni formen un subspai vectorial, la dimensi6 del
qual coincideix amb la dimensié del sistema; és a dir, amb el nombre d’incognites. D’altra banda, en el cas d’un
sistema lineal no homogeni les solucions es poden expressar com la suma de les solucions del sistema homogeni asociat
i una solucié particular qualsevol del sistema no homogeni.

Conjunts i matrius fonamentals. Un conjunt fonamental de solucions d’un sistema lineal homogeni és qualsevol base
del subspai vectorial format per les seves solucions. Si el sistema té dimensié n, llavors qualsevol conjunt de n solucions
x1(t),...,x,(t) linealment independents forma un conjunt fonamental, i llavors la solucié general és la combinacid
lineal

zp(t) = i1 (t) + - - 4 cpxn (1), €1y Cn €ER.

El wronskia de les solucions @1 (t),. .., x,(t) és el determinant de la matriu quadrada obtinguda escrivint les solucions
en columnes. és a dir,

w(t) = wlei(t),...,x,(t)] = det[x1(2),. .., T, (t)].
El wronskia és ’eina estandard per a comprovar la independencia de n solucions:

e Les solucions @1 (t),...,x,(t) sén linealment dependents < w(t) =0 Vt.
e Les solucions @1(t), ..., x,(t) sén linealment independents < w(t) # 0 Vt.

Finalment, diem que una matriu quadrada X : I — M,,(R) és una matriu fonamental del sistema ' = A(t)x quan
les seves columnes sén solucions linealment independents del sistema; és a dir, quan X'(¢t) = A(t) X (¢) i det[X (¢)] # 0
per a tot t € I. Una manera de obtenir una matriu fonamental consisteix a trobar n solucions linealment independents
del sistema i formar una matriu n x n posant-les com a columnes. Si X (¢) és una matriu fonamental, llavors

xp(t) = X(t)e,

és la soluci6 general del sistema homogeni, essent ¢ € R™ un vector de constants lliures.
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Resolucio de sistemes lineals homogenis a coeficients constants. La idea basica per tal de resoldre un sistema lineal
homogeni a coeficients constants és que les funcions vectorials que obtenim en multiplicar un vector propi per la funcié
exponencial que té el corresponent valor propi com a exponent sén solucions (anomenades solucions propies).

Proposicid. Siv és un vector propi de valor propi A d’una matriu quadrada A, llavors
x(t) = Mo
és una solucid del sistema ' = Ax. A més, x(0) = v.
Prova. Com que v és un vector propi de valor propi A de la matriu A, sabem que Av = Av. Per tant,
x'(t) = MeMv = Ml = MAv = AeMv = Ax(t).
Aqui hem usat que la posicié dels escalars en una cadena de productes és indiferent. O

Ezercici. Siguin w i v vectors no nuls tals que Au = Au+ v, Av = Av, on A és una matriu quadrada (notem que v és
vector propi perd w no ho és, i que A és no diagonalitzable). Proveu que la funcié

y(t) = M (u + tv)

és una solucié (no propia) del sistema @’ = Az. (Aix0 té relacié amb les formes i bases de Jordan.)

Ezercici. Proveu que si v és un vector propi constant de valor propi A(t) d’'una matriu quadrada A(t), llavors
x(t) = e MDAt

és una solucié del sistema homogeni no autonom =’ = A(t)x.

Quan la matriu del sistema és diagonalitzable podem generar, a partir d’'una base de vectors propis, un conjunt
fonamental format per solucions de la forma anterior.

Teorema. Suposem que {vi,...,v,} €és una base de vectors propis de valors propis Ai,..., A, de la matriu A.
Aleshores, la solucidé general del sistema x' = Ax és

Art Ant
xn(t) = cre™'vr + -+ epe’ oy, C1y...,Cn €R.

Prova. Com que les n funcions vectorials x;(t) = e’\ftvj sén solucions del sistema, n’hi ha prou amb comprovar que

sén linealment independents. Per exemple, veient que el seu wronskia no s’anul-la a l'instant ¢ = 0. Pero
w(0) = det[x1(0),...,x,(0)] = det[vy,...,v,] #0
ja que els vectors propis vq, ..., v, formen una base. U

Ezxemple 42. Calculeu la soluci6 general i una matriu fonamental del sistema

;L (=3 1
x = Ax, A( 1 _3>.

El polinomi caracteristic d’aquesta matriu és
Qa(\) =det(A — AId) = A — (tr A)X\ +det A = A2 + 6\ +8 = (A +2)(\ +4),

i per tant els valors propis sén Ay = —2 1 Ay = —4, tots dos simples. Per tant, la matriu A diagonalitza i resulta facil
calcular una base de vectors propis. Una possible base és v; = (1,1) i v2 = (1, —1). Aix{ doncs,

ot —at
_9 1 4 1 cie + coe
xp(t) = creMtoy + coeM?toy = e + oo H = ot —u |, c1,c2€R
1 -1 cie — C2€

-2t —at
voet?t ) = ¢ ¢
=2t o4t

és una matriu fonamental, probablement la que s’obté de manera més simple. A

és la solucié general del sistema. A més,

X(t) = <vle)‘1t

FEzercici. Sigui «(t) una solucié del sistema anterior. Que es pot dir sobre tlim x(t)?
— 00
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El cas diagonalitzable compler. Quan la matriu diagonalitza sobre els complexos; és a dir, quan diagonalitza pero té
alguns valors propis complexos conjugats, el metode anterior proporciona solucions complexes que es poden convertir
facilment en solucions reals (és a dir, en solucions que prenen valors reals per a tot ¢ € R). N’hi ha prou amb substituir
cada parella de solucions complexes conjugades per les seves parts real i imaginaria.

Proposicié. Sivy =u+wi son vectors propis de valors propis Ay = a & Bi d’una matriu A € M, (R), llavors
y(t) = e (u cos Bt — w sin ﬂt), z(t) = et (u sin Bt + w cos ﬁt) ,
sdn solucions linealment independents del sistema ' = Ax. A més, y(0) =u i z(0) = w.
Prova. En primer lloc, recordem que les funcions
xy(t) = Mty = e (cos ft & isin ft)(u + iw) = y(t) + 2(t)i

sén solucions complexes conjugades. A la tercera igualtat hem usat la férmula d’Euler. Com que el conjunt de
solucions és un subspai vectorial, deduim que les combinacions lineals
24 (t) + (1) 24 (t) — (1)
y() = LT = B
també sén solucions. Per veure que son linealment independents, recordem un resultat classic d’algebra lineal: vectors
propis de valors propis diferents sempre sén linealment independents, En particular, els vectors propis complexos
conjugats v+ = uw £ wi so6n independents, i per tant les seves parts reals i imaginaries u i w també ho sén. Les
propietats y(0) = uw i z(0) = w sén trivials. O
Aquest truc funciona sempre, pero 'expliquem en un exemple concret per clarificar idees.

Ezxemple 43. Calculeu la soluci6 general i una matriu fonamental del sistema

1 —-12 -—-14
' = Ax, A= 1 2 =3
1 1 —2

Es pot comprovar (comproveu-ho!) que el polinomi caracteristic d’aquesta matriu és
Qa(\) =det(A—Ad) == -A3 + X2 — 25X + 25 = — (A — 1)(\? + 25).

Els valors propis sén Ay = 11 A\s 3 = £51, tots simples. Per tant, la matriu diagonalitza en els complexos.
Pasem a calcular una base de vectors propis. Comencem pel cas més facil, el valor propi real A\; = 1.

x _ 252/6 25
Nuc(A — Id) = y | eR?: _jiyy__léj _ 8 = ~72/6 | izeRY = || -7
z z 6

Per tant, v1 = (25,—7,6) és un vector propi de valor propi A\ = 1, i per tant obtenim la solucié

25e!
x(t) = Moy = | —Te
et
El cas dels valors propis complexos conjugats és més complicat, tot i que aprofitarem el fet que si dos valors propis

sén conjugats, sus vectors propis també ho sén. Es a dir, n’hi ha prou amb realitzar la meitat dels calculs. Per tant,
per calcular la part de la base asociada als valors propis Ag 3 = 51, n’hi ha prou calculant el nucli

T (1-5i)z—12y—14z = 0 1+ 5i
Nuc(A — 5ild) = y | €R®: r+(2-5i)y—32 = 0 = 1
z r+y—(2+5i)z = 0 1

Per tant, v 3 = u £ wi sén vectors propis complexos conjugats de valors propis A 3 = a £ 31, essent a = 0, 8 = 5,
u=(1,1,1) i w = (5,0,0). Usant la proposicié anterior, obtenim dues solucions reals linealment independents:

cos bt — Hsin bt sin 5t + 5 cos 5t
y(t) = cos bt , z(t) = sin 5t
cos bt sin 5t

En particular, z,(t) = c121(t) + cay(t) + c3z(t) = X (t)c és la solucié general real del sistema, on el vector de constants
c = (c1,c2,c3) € R? queda lliure i

25e!  cosbht — Hsinbt  sin bt + 5cos bt
X(t) = ( x1(t) ’ y(t) | z(¢) ) = | —7¢ cos bt sin 5¢
Gel cos bt sin 5t

és una matriu fonamental real. A
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Formula de variacio de les constants. Serveix per a calcular una solucié particular d’un sistema lineal no homogeni a
partir d’'una matriu fonamental del seu sistema homogeni asociat.

Teorema. Si X (t) és una matriu fonamental del sistema homogeni ' = A(t)x i la derivada de la funcid vectorial
u: [ = R" és una solucid del sistema X (t)u/(t) = b(t), llavors

@ (t) = X (t)u(t)
és una solucid particular del sistema no homogeni @’ = A(t)x + b(t).
Prova. z(t) = X'(H)u(t) + X (t)u'(t) = A®t) X (t)u(t) + b(t) = A(t)z,(t) + b(t). O

Ezemple 44. Resoleu el sistema lineal no homogeni &’ = A(t)x + b(t), on

2—1 2t-2 t
=120 271) wo=(1)
[Ind.: els vectors propis de la matriu A(t) no depenen de t.]

La matriu A(t) és diagonalitzable amb vectors propis vy = (1,1) i v2(2,1) de valors propis A\i(t) =t i A2(t) = 1.
Per tant, usant l'exercici de la pag. 23] obtenim que les funcions

x1(t) = el A(t)dt S = etz/Qvl, xao(t) = ol A2(t)dt cvy = ey

sén solucions del sistema homogeni @’ = A(t)x. Posant-les com a columnes, obtenim la matriu
t2/2 t
e 2e
X(t) = .
(t) ( et’ /2 ot )

Aquesta matriu és fonamental, ja que el seu wronskia és no nul: w(t) = det X (¢) = —et+t*/2_ Per tant,
1 2
xp(t) = X(t)e = crx1(t) 4+ coma(t) = 1 ( 1 ) e’/ 4 ¢, ( 1 ) el c1,c2 €R

és la soluci6 general del sistema homogeni. Ara resolem el sistema lineal

( Et;z ! ) ( o ) — X () (t) = b(t) = ( ! ) :{ Zﬁ:(/;“’l(g) =t L )= ( G )

Per tant, x,(t) = X (t)u(t) és una solucié particular i

2g(t) = zn(t) + zp(t) = X (B)[e + u(t)] cl< } )et2/2+cQ< f >et+< j ) ¢1,¢3 € R

és la soluci6 general del sistema no homogeni. A

Estabilitat de sistemes lineals a coeficients constants. Hem recordat com resoldre alguns sistemes lineals,
pero els sistemes (lineals 0 no) que sabem resoldre sén una minoria, i per tant necessitem un metode para descriure
qualitativament el comportament dinamic de les seves solucions sense resoldre’ls.

Comengarem pels sistemes lineals a coeficients constants que sén els més simples.

La primera observacid és que la velocitat del sistema @’ = Ax a l'origen és igual a zero, ja que

x=0=—= a2 = Az = A0 =0.
En particular, la funcié constant x(t) = 0 sempre és una solucié (usualment anomneada solucid trivial) del sistema

homogeni ' = Ax. Aixd és un cas particular del segiient concepte.

Definicié. Direm que un punt xg € R™ és un punt d’equilibri del sistema &’ = Ax quan la velocitat del sistema en
aquest punt sigui zero. Es a dir, quan xg € Nuc A. Direm que el sistema x’ = Ax és degenerat quan tingui infinits
punts d’equilibri. Es a dir, quan det[A] = 0.

Si un sistema és degenerat, tots els seus punts d’equilibri sén “iguals” i n’hi ha prou amb estudiar l'origen.

Ezxercici. Proveu que si g és un punt d’equilibri del sistema lineal ' = Az, llavors el canvi de variable dependent
y = x — T no modifica el sistema; és a dir, el sistema transformat és y’ = Ay.

Donat un sistema lineal homogeni a coeficients constants, la primera qiiestié qualitativa que ens plantegem és
determinar el comportament futur (t > 0 o ¢t — o) i passat (t <0 ot — —o0) de les seves trajectories. Distingim
quatre tipus de sistemes.

Definicié. Direm que el sistema ' = Ax és:

e [nestable si alguna de les seves solucions escapa a infinit quan ¢ — oo;
e FEstable quan no és inestable (és a dir, quan totes les seves solucions estan fitades per a t > 0);
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e Atractor (també anomenat asimptoticament estable) si totes les seves solucions no trivials tendeixen a l’origen
quan t — oo i escapen a infinit quan t — —o0o; i
e Repulsor si totes les seves solucions no trivials escapen a infinit quan ¢ — oo i tendeixen a l’origen quan

t — —o0.
Observacio. Veiem que ' = Ax és atractor/repulsor si i només si &’ = —Ax és repulsor/atractor, pero, en canvi, no
és cert que «' = Ax és estable/inestable si i només si &’ = — Ax és inestable/estable.

Observacio. Per definicio, els conceptes estable i inestable sén “complementaris”; és a dir, tot sistema lineal és estable
0 bé inestable. Per contra, repulsor i atractor no sén conceptes complementaris; és a dir, existeixen sistemes que no
sén ni repulsors ni atractors.

El sistema o’ = Ax és estable perd no atractor quan totes les seves solucions son fitades per a t > 0 pero alguna
d’elles no tendeix a ’origen quan t — oo.

Ezemple 45. La funcié ay,(t) = ze™ és la solucié general de 'EDO lineal homogenia 2’ = Az. Per tant, aquesta EDO
és: repulsora < A\ > 0, atractora < A < 0 i estable pero no atractora < A =0. A

Definicié. Sigui v un vector propi de valor propi A € R de la matriu A. Sigui r» = [v] la recta que passa per l'origen
amb direccié v. Aleshores, direm que r és una

e Recta invariant inestable (o de sortida) del sistema &’ = Ax quan A > 0.
e Recta invariant estable (o d’entrada) del sistema ' = Ax quan A < 0.
e Recta invariant de punts d’equilibri del sistema ' = Ax quan A = 0.

Analogament, siguin v+ = u £+ wi vectors propis complexos conjugats de valors propis AL = « + (i de la matriu A.
Sigui IT = [u, w] el pla que passa per l'origen amb direccions w i w. Aleshores, direm que IT és un

e Pla invariant inestable (o de sortida) del sistema ¢’ = Az quan a > 0.
e Pla invariant estable (o d’entrada) del sistema &’ = Az quan a < 0.
e Pla invariant de girs tancats del sistema ' = Az quan o = 0.

La interpretacié d’aquestes definicions és la segiient. Sigui x(t) la solucié del PVI

' = Az, z(0) = xo.

Si &g € r, llavors Axg = A\xg, i per tant z(t) = eMx(. Per tant, qualsevol trajectoria que comenca en un punt de la

recta r es manté sobre la recta (per aixo diem que la recta és invariant) i per a decidir si escapa cap a infinit, tendeix
a 'origen o es queda fixa n’hi ha prou amb mirar el signe del valor propi .

Si xg € 1T = [u, w], llavors existeixen uns coeficients ag, by € R tals que &y = apu + bpw. Usant la linealitat i el
teorema d’existéncia i unicitat de solucions, deduim que

x(t) = aoy(t) + boz(t) = a(t)u + b(t)w,

a(t) \ o cos St sin Bt ag
b(t) ) ¢ —sinft  cos St by )’

Per tant, qualsevol trajectoria que comenca en un punt del pla IT es manté sobre el pla (per aixd diem que el pla és
invariant) girant sempre i per decidir si escapa cap a infinit, tendeix a l'origen o els girs sén tancats n’hi ha prou amb
mirar el signe de la part real a. Si la part real és zero, llavors totes les trajectories contingudes al pla sén periodiques de
periode T' = 27/B3. Podem escriure la fémula anterior en “polars”. Notant ag + ibg = roe'% i a(t) + ib(t) = r(t)e'?®),
resulta que r(t) = roe® i 0(t) = 0y — fSt, la qual cosa mostra que tenim una velocitat angular constant.

on

Ezercici. En una recta o pla d’entrada, quant de temps triga la trajectoria en arribar a ’origen?

Ja sabem que els valors propis reals positius i els valors propis complexos de part real positiva donen lloc a rectes
i plans invariants inestables i, per tant, donen lloc a solucions inestables. Pero no sén els tinics valors propis amb
aquesta propietat. Donem els teoremes segiients sense provar-los.

Teorema. FEl sistema lineal homogeni a coeficients constants ©' = Ax és:

e [nestable si i només si algun valor propi de A té part real positiva o algun wvalor propi no semi—simpl de A
té part real nul-la.
e Atractor/repulsor si i només si tots els seus valors propis tenen part real negativa/positiva.

14yn valor propi és semi-simple quan coincideixen les seves multiplicitats algebraica i geometrica.
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Teorema (Evolucié d’un volum en un sistema lineal). Siguin A : I — M, (R) i b: I — R™ unes funcions continues
definides en un interval obert I C R. Sigui T(t) = tr A(t). Donat un instant arbitrari to € I i un domini arbitrari
Wi, C R™, sigui Wy el conjunt format a linstant t per les particules que a linstant ty es trobaven sobre el domini
W, - Es a dir,
Wy = U {a:(t) cx és la solucié del PVI x' = A(t)x + b(t), x(ty) = mo}.
zoEWy,
Llavors ,
Vol(Wy) = Vol(W,, ) elio T4,
En particular, un sistema lineal expandeir, conserva o contrau volum si la seva matriu té traca positiva, nul-la o ne-
gativa, respectivament.
3 -1

Ezemple 46. Estudieu estabilitat del sistema ' = Az, on A = < U 4

). Aquest sistema expandeix, conserva o

contrau area?
Les arrels del polinomi caracterfstic Qa(A) = A2 + A +2sén Ao = (—1 & \/71)/2, i per tant aquest sistema lineal
és atractor. La traca és T = —1 < 0, i per tant contrau area. A

Exercici. Proveu que si la traca de A és positiva, llavors el sistema @’ = Ax és inestable.

Un resultat interessant és que totes les solucions d’'un sistema lineal atractor/repulsor s’apropen/se separen quan
t — oo 1 se separen/s’apropen quan t — —oo (aixd també és cert en el cas no homogeni).

Proposicié. Siguin x1(t) i x2(t) dues solucions diferents d’un sistema lineal (homogeni o no).

(1) Si el sistema homogeni asociat és atractor, llavors

Jim @) —ea()] =0, lim @1(t) — @a(0)] = 0.

(2) Si el sistema homogeni asociat és repulsor, llavors

Jim [l ()~ @20 =0, lim [l (1) — @a(t)] = oo,

Prova. Sixq(t) i x2(t) sén solucions diferents del sistema no homogeni @’ = Ax+b(t), la diferencia x(t) = x1(t) —x2(t)
és una solucié no trivial del sistema homogeni asociat, ja que

2/(t) = @ (1) — @(t) = (Ama() + b(t)) — (A@a(t) + b)) = A(ma(t) — @(t)) = Aw(?).

Si aquest sistema homogeni és atractor /repulsor, aleshores, per definicid, totes les seves solucions no trivials es com-
porten de la manera descrita per la proposicié anterior. O

Ezercici. Argumenteu que un sistema lineal (homogeni o no) a coeficients constants tal que el seu sistema homogeni
asociat és atractor o repulsor no pot tenir dues solucions periodiques diferents.

Classificacié de sistemes lineals 2D a coeficients constants. En aquesta seccié ens limitem a classificar els
sistemes lineals ' = Az quan A és una matriu 2 x 2.

Suposem que el sistema &’ = Ax no és degenerat, i per tant els dos valors propis de la matriu sén diferents de zero.
Llavors classificarem el sistema com a:

e Una sella, si els valors propis son reals i de signes diferents,
e Un node, si els valors propis son reals pero del mateix signe, i en aquest cas direm que el node és:
— atractor/repulsor quan els dos valors propis siguin negatius/positius; i
— propi/impropi si la matriu diagonalitza/no diagonalitza;
e Un centre, si els valors propis sén imaginaris purs; i
e Un focus, si els valors propis sén complexos conjugats de part real no nul-la, i en aquest cas direm que el focus
és atractor/repulsor quan la part real sigui negativa/positiva.
Només hi ha tres tipus de sistemes 2D a coeficients constants que conserven area: els centres, un tipus especial de
selles i els sistemes degenerats amb valor propi zero doble.

Proposicié (Criteri traca—determinant per a sistemes lineals 2D a coeficients constants). Sigui A una matriu real
2x2. NotemT =trA, D=detA i A =T?—4D. Aleshores el sistema ' = Ax és:

Una sella (T pero no R) si i només si D < 0.

Un centre (E pero no AE) si i només si T =0 i D > 0.

Un focus si i només si T #0 1 A < 0. El focus és repulsor (R) quan T > 0 i atractor (AE) quan T < 0.

Un node si i només si D >0 i A > 0. El node és repulsor (R) quan T > 0 i atractor (A) quan T < 0. A més,
el node és impropi si i només si A =0 i la matriu A no és diagonal.

e Degenerat quan D = 0. Un sistema degenerat és I quan T > 0, FE pero no AE quan T < 0, i pot ser E pero
no AFE, o bé I pero no R, quan T = 0.


https://mat-web.upc.edu/etseib/ed/

30 https://mat-web.upc.edu/etseib/ed/

Podeu veure a la figura [2] una representacié grafica d’aquests resultats sobre el pla de coordenades (T, D).

Focos Focos

AE  CENTROS I

= E no AE
o NODOS NODOS
7 PROPIOS PROPIOS
= AD D=T¥4 I
Z 0 o
Z  DEGENERADO DEGENERADO
= I no AR I
- SILLAS
0
TRAZA (T}

Ficura 2. Criteri traca—determinant en el pla (T, D).

Prova. Siguin Ay i A_ les arrels del polinomi caracteristic Q(t) =t — Tt + D. Llavors

T+VT?2—4D T++VA
2 2
Amés, T=Xy +A_ 1D = A A_. Ara distingim cinc casos:
e D=2\ <0=A=T?-4D>0== A\, ,\_ € R = sign\; # sign\_ = Sella (I).
e T=0iD >0= Ay =+/—D s6n imaginaris purs = Centre (E, perd no AE).
e T#0iA<0= AL = % + ‘/?i s6n complexos conjugats i Re Ay = T/2 # 0 = Focus.
A més, el signe de la part real dels valors propis coincideix amb el signe de la traca.
D =X A_ >01iA >0 = Valors propis reals del mateix signe = Node.

A més, el signe de la traca T'= A4 + A_ coincideix amb el signe dels dos valors propis. Finalment, el node
és impropi, per definicid, si i només si A no diagonalitza. De fet, les iniques matrius 2 x 2 no diagonalitzables
son les matrius no diagonals amb un valor propi doble.

El sistema és degenerat, per definicid, si i només si D = 0. Les relacions D = A - =017 = Ay + A
impliquen que un dels valors propis és zero i l'altre coincideix amb la traca.

As =

O
Aquest criteri simplifica la classificacié de sistemes 2D amb parametres. Vegem-ne un exemple.
Ezemple 47. Classifiqueu el sistema ' = Ax, on
o —2p 2p—1
A= ( ) 0 ) , weR.
La traga T' = —2pu només canvia de signe en p = 0. El determinant D = 2u — 1 només canvia de signe en p = 1/2.

El discriminant A = T2 — 4D = 42 — 8u+ 4 = 4(u — 1)? és positiu si g # 1 i nul si g = 1. A més, la matriu A no és
diagonal quan p = 1. Per tant, aplicant el criteri traca—determinant veiem que el sistema és:

e Una sella (I) quan p < 1/2;

e Degenerat (E pero no AE) quan p=1/2;1

e Un node atractor quan p > 1/2, essent propi quan u # 1 i impropi quan g = 1.
En particular, I'inica bifurcaci del sistema té lloc en creuar el valor pu, = 1/2, moment en el qual el sistema passa
d’inestable a atractor. Es usual representar tota la informacié en un diagrama en colord anomenat diagrama de
bifurcacid, vegeu la figura@ A

Sella (I) Degen. (L) Node (AE)
i

FIGURA 3. Diagrama de bifurcacié de I’exemple T sobre la recta p € R. Aqui, p« = 1/2.

15Una bifurcacié es defineix com un canvi en l'aspecte qualitatiu de les trajectories de sistema.
16pey exemple, vermell per a la part inestable de I'espai de parametres, blau per a la part atractora i verd per a la part estable pero no
atractora.
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Croquis de sistemes lineals a coeficients constants. Quan ja sabem si el sistema ' = Ax és atractor, repulsor,
inestable no repulsor, o estable no atractor, podem dibuixar una representacié geometrica de les seves orbites. Aquesta
representacié, anomenada croquis o retrat de fase del sistema, ha de ressaltar les rectes i plans invariants. Seguirem un
codi de colores per a distingir sortides (vermelles), entrades (blaves), plans de girs tancats (verdes) i rectes de punts
d’equilibri (grogues). T un codi de fletxes per a distingur direccions rapides i lentes o visualitzar els sentits de gir.

La interpretacié geometrica de les rectes i els plans invariants donada a la pag. ens ajuda a dibuixar croquis
precisos de qualsevol sistema lineal homogeni a coeficients constants €’ = Az quan la matriu A diagonalitza.

Per exemple, siguin vy,...,v, els vectors propis i suposem que tots els valors propis Ai,..., A, sén reals. Els
signes dels valors propis determinen el comportament de les trajectories contingudes en les rectes invariants r; = [v;].
I per tant la pregunta és: Quin aspecte tenen les altres trajectories? Per respondre aquesta pregunta projectem una
condicié inicial arbitraria sobre cadascuna de les rectes invariants. Com que els vectors propis vq,...,v, formen
una base de R", sabem que donat un punt arbitrari &y € R"™, existeixen uns coeficients ci,...,¢, € R" tals que
Ty = c1v1 + - + cyv,. Aleshores, usant el teorema d’existeéncia i unicitat de solucions deduim que

x(t) = creMtoy + -+ epeto,

és la solucié del PVI corresponent a la condicié inicial £(0) = x¢. Aixd permet descriure la forma de qualsevol
trajectoria del sistema. Vegem un exemple 2D i un altre 3D.

Ezemple 48. Sigui A la matriu 2 x 2 del sistema de 'exemple @2l Sabem que té vectors propis v1 = (1,1) i vy = (1,—1)

de valors propis A\y = —2 i Ay = —4. Per tant, hi ha dues rectes invariants d’entrada:
r = [’Ul] = {($1,$2) S R? X1 — Xy = O}, rog = [’Ug] = {(1]1,.%’2) S R?: r1 + 10 = 0}
A més, 1 correspon a l'entrada lenta i ry a la rapida, ja que eM? = e~ tendeix a zero més lentament que e?2? = e=%t,

Per tant, totes les solucions del sistema @’ = Az tendeixen a l'origen. Concretament, les solucions situades sobre una
recta invariant no abandonen la recta, mentre que les altres solucions tracen orbites amb aspecte de paraboles que
sén tangents a l'origen a la recta lenta i que lluny de 'origen tendeixen a adquirir la direccié de la recta rapida. Amb
aquestes dades ja podem dibuixar el croquis del sistema. A

Ezemple 49. Sigui A la matriu 3 x 3 de 'exemple @3l Sabem que té vectors propis v, = (25, —7,6) i v23 = u + wi,
amb u = (1,1,1) i w = (5,0,0), de valors propis A\; = 11 A2 3 = £5i. Per tant,

r=[v] = {(SCl,SCQ,SCg) ER3:2,/25 = —a5/7 = £E3/6}
és una recta invariant de sortida i
I =[u,w] = {(SCl,ZEQ,ZEg) eER?: oy = ,7:3}

és un pla invariant de girs tancats on totes les trajectories tenen periode T' = 27/5. El truc de projectar una condicid
inicial arbitraria sobre r i I per veure la forma de la seva trajectoria funciona igual que abans. En aquest cas, obtenim
que totes les orbites del sistema @’ = Az no contingudes ni en 7 ni en IT sén helixs que escapen a infinit. A

En aquests apunts no incloem dibuixos. El lector interessat els pot realitzar per si mateix i comparar-los després
amb els dibuixos de la referencia Notes on Differential Equations [E] de Robert E. Terrell o, millor encara, realitzar
Pexercici seglient.

Ezercici. Practiqueu amb els dos MIT Mathlets sobre “Linear Phase Portraits”.

Els segiients comentaris proporcionen algunes claus para dibuixar un croquis:

Dues orbites diferents no poden intersecar-se;

Els valors propis reals donen lloc a rectes invariants d’entrada, sortida o punts d’equilibri;

Els valors propis complexos conjugats donen lloc a plans invariants d’entrada, sortida o girs;

Una sella té una recta invariant de sortida i una altra d’entrada, la resta de les seves orbites tenen aspecte

d’hiperboles;

e Un node propi atractor/repulsor amb valors propis simples té dues rectes d’entrada/sortida (la lenta i la
rapida) i la resta de les seves orbites semblen paraboles tangents a l'origen a la recta lenta;

e Un node impropi atractor /repulsor té una tnica recta invariant d’entrada/sortida i totes les seves altres orbites
son tangents a l'origen a aquesta recta invariant;

e Totes les orbites d’un node propi amb un valor propi doble sén rectes que passen per l'origen;

e En un sistema degenerat 2D el camp de vectors F(x) = Ax apunta sempre en la mateixa direccid, i per tant
les seves orbites formen un feix de rectes paral-leles;

e Totes les orbites d’un centre sén el-lipses;

e Totes les orbites d’un focus sén espirals; i

e En aquests dos darrers casos, que corresponen a valors propis complexos conjugats A+ = a + i, el sentit de

gir es determina calculant la velocitat en algun punt del pla. La velocitat de gir depen de la part imaginaria 8

i Pexpansi6/contraccié depén de la part real «.
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Exemple 50. Sigui A una matriu 3 x 3 amb valors propis A1, Az, A3 € R tals que
)\3 <A <0< A

i sigui {v1,v2,v3} una base de vectors propis. Llavors existeixen tres rectes importants: 1, = [v1] (sortida), ro = [vs]
(entrada lenta) i r3 = [vs] (entrada rapida). Sobre el pla generat pels vectors propis de valors propis negatius el
sistema té ’aspecte d’'un node propi atractor. Sobre els plans generats per vy i un vector propi de valor propi negatiu,
el sistema és una sella. La resta del croquis 3D es dedueix d’aquest “esquelet”.

Ezercici. Dibuixeu el croquis en els casos: (1) A3 < A2 < A1 =0,1(2) A3 < A2 < A1 <0.
Ezemple 51. Sigui A una matriu amb valors propis A\ € R i A3 = o & 51 tals que
a <0< A,

Sigui v; un vector propi de valor propi A; i siguin ve 3 = u £ wi vectors propis de valor propi Ay 3. Llavors r = [v;]
és una recta invariant de sortida i IT = [u,w] és un pla invariant d’entrada. Sobre el pla II el sistema és un focus
atractor. Les trajectories 3D tracen espirals que escapen a infinit en la direccié vy, pero les seves amplituds es fan
cada cop més petites.

Ezercici. Dibuixeu el croquis en els casos: (1) a=0< XA, (2)0<a<A,i(3)0< A <o

Exercici. Dibuixeu els croquis dels sistemes degenerats @' = Ayx i ' = Agx donats per
+1 0 0 0
=(fn) we(Va)

SISTEMES NO LINEALS

Ja sabem resoldre sistemes lineals, determinar la seva estabilitat i dibuixar les seves trajectories. Ara passem a
estudiar sistemes no lineals autonoms de primer ordre expressats en forma normal. Concretament, sistemes de la
forma

' = F(x)

on el camp vectorial F : U — R" és una funcié de classe C' en un obert U C R™. Recordem que les trajectories
d’aquest sistema sén tangents al camp de velocitats F(x). A més, per cada posicié inicial passa una tnica orbita del
sistema (teorema d’existéncia i unicitat).

Estabilitat de punts d’equilibri. La segiient definicié és una copia del cas lineal.

Definicié. Direm que un punt xg € U és un punt d’equilibri del sistema x’ = F(x) quan la velocitat del sistema en
aquest punt és zero. Es a dir, quan F(xg) = 0.

Si @y és un punt d’equilibri, la funcié constant x(t) = x( és una solucié del sistema no lineal, ja que
z'(t) = 0= F(xzo) = F(x(t)), vt € R.

Aixo era previsible, ja que ens diu que si una particula es mou segons un camp de velocitats, restara quieta quan la
situem en una posicié amb velocitat zero.

La pregunta que ens fem ara és: com es comporten les trajectories d’un sistema no lineal que comencen a punts
propers a un punt d’equilibri del sistema no lineal? En linies generals, direm que un punt d’equilibri és estable quan les
trajectories amb condicions inicials a punts suficientment propers al punt d’equilibri es mantenen properes (és a dir,
no se n’allunyen); inestable quan existeixen trajectories que se n’allunyen tot i que comencin en punts molt propers;
i atractor/repulsor quan les trajectories amb condicions inicials a punts suficientment propers hi tendeixen quan el
temps avanca/retrocedeix. No obstant, la definicié formal és quelcom més tecnica.

Definicié. Sigui &y € U un punt d’equilibri del sistema «’ = F(x). Direm que aquest punt és:
e FEstable (E) siinomés si per a tot € > 0 existeix algun ¢ > 0 tal que
[|£(0) — x| <0 = ||x(t) — x| <, vt > 0.

Aqui, 2(t) denota una trajectoria qualsevol del sistema.
e Inestable (I) quan no és estable.
e Atractor o asimptoticament estable (AFE) si i només si és estable i, a més, existeix dy > 0 tal que

l2(0) — ol < 0 = lim x(t) = 0.

e Repulsor si i només si és atractor per al sistema ' = —F(x).
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Aquestes definicions sén semblants, perd no iguals, a les donades per al cas de sistemes lineals. Convé entendre
les tres principals diferencies. La primera diferencia és que sén els propis sistemes lineals els que es defineixen com a
atractors, repulsors, inestables o estables, pero en treballar amb sistemes no lineals sén els seus punts d’equilibri els que
es defineixen com tals. Per exemple, un sistema no lineal pot tenir simultaniament punts d’equilibri atractors i punts
d’equilibri repulsors. Ja vam veure una mostra d’aquesta convivencia en estudiar 1’equacié logistica a ’exemple
La segona diferencia és el caracter local que tenen les definicions en el cas no lineal, en contraposicié amb el caracter
global del cas lineal. Per exemple, si un sistema lineal és atractor, totes les seves trajectories tendeixen a 'origen. En
canvi, donat un punt d’equilibri atractor d’un sistema no lineal, només podem afirmar que hi tendeixen les trajectories
que comencen suficientment a prop d’aquest punt, en una zona que rep el nom de conca d’atraccid. La tercera
diferéncia és que en els atractors i repulsors lineals fixem el comportament passat i futur: ¢ — +00, mentre que en els
atractors/repulsors no lineals només fixem el comportament futur/passat.

Estabilitat de punts d’equilibri per linealitzacié. La idea darrere del metode de linealitzacié per estudiar
Pestabilitat d’un punt d’equilibri d’un sistema no lineal autonom consisteix a construir un sistema lineal homogeni a
coeficients constants que “s’assembli” al sistema no lineal original en les proximitats del punt d’equilibri, tot esperant
que el comportament dinamic dels dos sistemes sigui “similar”.

Definicié. Sigui &y € U un punt d’equilibri del sistema no lineal @’ = F(x). Llavors, direm que

A=DF(zo) = (gxfz ($0)>
J 1<ij<n

és la matriu del sistema linealitzat de ' = F(x) al punt x.

Aquest concepte és clau para estudiar 'estabilitat de sistemes no lineals. Donem el segiient teorema sense provar-lo.

Teorema. Sigui A la matriu del sistema linealitzat d’un sistema no lineal en un punt d’equilibri.

e Si A té algun wvalor propi de part real positiva, llavors el punt d’equilibri és inestable.

e Si tots els valors propis tenen part real negativa/positiva, el punt d’equilibri és atractor/repulsor.

o A la resta de casos (és a dir, sitots els valors propis tenen part real < 0 i algun té part real = 0), la linealitzacid
no decideix [’estabilitat.

Observacio. En alguns casos en que existeix algun valor propi de part real nul-la la linealitzacié pot decidir 'estabilitat.
Per exemple, si la matriu asociada a un punt d’equilibri d’un sistema no lineal 2D té un valor propi nul i un valor
propi positiu, llavors el punt d’equilibri és inestable.

Es pot provar que si el sistema linealitzat d’un sistema no lineal en un punt d’equilibri no té valors propis de part
real nul-la, llavors els sistemes lineal i no lineal sén qualitativament “similars”. Aquest resultat rep el nom de teorema
de Hartman—Grobman. Hem definit cinc tipus de sistemes lineals 2D homogenis a coeficients constants: selles, nodes,
focus, centres i els sistemes degenerats. només els centres i els sistemes degenerats tenen valors propis amb part real
nul-la. Per tant, si el sistema linealitzat d’un sistema no lineal 2D en un punt d’equilibri és una sella, un node o
un focus, llavors podrem dir com son les trajectories del sistema no lineal prop del punt d’equilibri. Per exemple, si
el sistema lineal asociat és una sella, el sistema no lineal té unes corbes invariants d’entrada i sortida (tangents al
punt d’equilibri a les rectes invariants d’entrada i sortida del sistema lineal asociat) que organitzen la seva dinamica
local entorn d’aquest punt. En ’argot matematic, aquestes corbes s’anomenen corbes invariants estable i inestable. El
terme invariant emfatitza que si prenem una condicié inicial arbitraria sobre qualsevol d’aquestes corbes, la trajectoria
es manté sobre la corba.

Exemple 52. L’origen és un punt d’equilibri del sistema 3D de Lorenz

2y = o(xe —x)
vy = x1(p—T3) — T2
ry = x122 — fa3

on o, p, 8 > 0 sén parametres del sistema. Per simplificar, suposarem que p > 1.
La matriu del sistema linealitzat a l'origen és

—0 o 0 —0 o 0
A= p —1 —x = p —1 01,
T2 1 75 (z1,22,23)=(0,0,0) 0 0 75

i els seus tres valors propis sén

—(c+1)£/(c+1)2+40(p—1)
5 ;

A2 =
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Com que A\ > 01 A2, A3 < 0, lorigen té una dimensié inestable (una corba invariant de sortida) i dues dimensions
estables (una superficie invariant d’entrada). L’eix vertical corresponent a la coordenada x3 és una corba invariant
d’entrada. (Per que?) Les trajectories properes a l'origen no giren, ja que tots els valors propis sén reals. A

Ezxercici. Accediu a lapplet de Java de Paul Falstad, sobre “3D Vector Fields”, marqueu el sistema de Lorenz al ment
de camps vectorials i visualitzeu les seves trajectories.

Exemple 53. L’origen és un punt d’equilibri del sistema 2D no lineal
xy = wmo(x; —1)
ay = x(1—aq)

La matriu del sistema linealitzat a l'origen és

A( T2 $1—1> <0 —1>
1— 22, 0 (#1,22)=(0,0) 1 0

que té valors propis complexos conjugats de part real nul-la: A; o = +i. Per tant, la linealitzacié no decideix I’estabilitat
i tampoc no sabem quin aspecte tenen les trajectories del sistema no lineal prop de 'origen, només podem dir que el
sistema linealitzat és un centre. L’inica conclusié que podem deduir de la linealitzacié és que les trajectories giren
entorn a ’origen. No obstant, no sabem si aquestes trajectories s’allunyen, s’apropen o es mantenen a una distancia
constant de l'origen després de donar una volta completa. A

Ezercici. Volem entendre el significat del sistema linealitzat mitjangant un exemple. Per a aix0, veurem que el sistema
no lineal anterior tendeix al seu sistema linealitzat quan fem un zoom cada cop més gran sobre 'origen. Concretament,
considerem el canvi d’escala

T1 = €Y1, T = €Ya, € > 0.
Quan € < 1, el quadrat [—1,1] x [—1,1] en les noves coordenades (y1,y2) es correspon amb el mindscul quadrat
[—€, €] X [—¢, €] en les coordenades originals (a1, 22). Realitzant aquest canvi d’escala, el sistema no lineal de 'exemple
anterior es transforma en el sistema no lineal

vi = ya(eyn —1)
yy = y(l—ex)
Finalment, prenent el limit € — 0, el sistema no lineal transformat tendeix al sistema lineal donat per
{ Yvio= e
yvo = 0

0 -1

Es a dir, hem obtingut el sistema lineal y’ = Ay, essent A = ( 1 0

> la matriu calculada anteriorment.
Ezercici. Practiqueu amb el MIT Mathlet sobre “Vector Fields”. En particular, useu el seu zoom per comprovar que
els sistemes no lineals s’assemblen als seus sistemes linealitzats entorn de cadascun dels seus punts d’equilibri.

Ezercici. El punt (1,1) també és un punt d’equilibri del sistema no lineal anterior. Calculeu la matriu del sistema
linealitzat en aquest punt. Que podem dir sobre 'estabilitat del sistema no lineal?

Estabilitat de punts d’equilibri pel métode de Lyapunov. El metode de Lyapunov pot proporcionar informacié
quan el metode de linealitzacié no decideix I'estabilitat. Recordem que en el cas 2D aixdo només pot passar quan el
sistema linealitzat és degenerat i sense valors propis positius o quan el sistema linealitzat és un centre.

El metode consisteix a considerar una funcié V(x) que mesuri la “distancia” al punt d’equilibri (per exemple,
V(z) = ||& — xo||* que és el quadrat de la distancia al punt x), per després estudiar si aquesta “distancia” V(z)
augmenta, no augmenta, disminueix, no disminueix o es manté constant al llarg de les trajectories del sistema, casos
en que el punt d’equilibri sera repulsor, estable, atractor, no atractor o estable pero no atractor, respectivament.

Ezemple 54. Estudiem com varia el valor de la funcié
V(z) = |z 0% = (21)* + (z2)*

sobre les trajectories del sistema 2D de 'exemple[53] Donada una trajectoria x(t) = (z1(t), x2(t)) del sistema, apliquem
la regla de la cadena per calcular la derivada de la composicié ¢t — V (x(t)) respecte el temps. En aquest cas la derivada
és idénticament nul-la, ja que

d oV daq °)% dao / / _
T V@®)} = 8—:E1(w(t)) g O+ 8—z2(w(t)) gy () = 221(t)an (t) + 222 ()22 (t) = 0.

A la darrera igualtat hem usat les equacions diferencials 2} = zo(x1 — 1) i 24 = 21(1 — 21). Per tant, la funcié V(x)
és constant sobre les trajectories del sistema, ja que la seva “derivada temporal” val zero. En altres paraules, les
trajectories s6n contingudes a les corbes de nivell de la funcié V(x), les quals sén circumferencies centrades a 1'origen.
En particular, deduim que ’origen és un punt d’equilibri estable, perd no atractor. A
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Ezercici. Dibuixeu el retrat de fase del sistema 2D que acabem d’estudiar. Es a dir, dibuixeu els seus punts d’equilibri,
esquematitzeu la forma de les seves orbites i representeu mitjancant fletxes el sentit de cada trajectoria. Discutiu
Pestabilitat de cada punt d’equilibri a partir del retrat de fase.

Exercici. Accediu allapplet de Javalde Paul Falstad, sobre “2D Vector Fields”, introduiu el sistema 2D de ’exemple 53]
a ‘user-defined field’ del menu de sistemes i compareu els resultats visuals amb el retrat de fase obtingut a l'exercici
anterior.

Definicié. Donat un sistema autdonom a’ = F(x), la derivada temporal d’una funcié V (x) és
W(x) := (grad V(x), F(x)).

Direm que V(x) és una quantitat conservada o integral primera quan la seva derivada temporal sigui idénticament
nul-la.

Six(t) = (x1(t),...,x,(t)) és una trajectoria del sistema x’ = F(x), llavors la derivada de la funcié t — V(x(t)) a
Iinstant ¢ coincideix amb la derivada temporal de V(x) al punt x(¢), ja que

dl‘j

TV @O} = 3 T @O) GO = (aradV (w(1). /(1) = (grad V((0). Fla(0) = W(s(0),

El signe d’aquesta derivada ens indica com varia el valor de la funcié V(x) sobre les trajectories del sistema. Per
exemple, si V(x) és una quantitat conservada i les seves hipersuperficies de nivell tenen l'aspecte d’ “esferes deformades”
centrades al punt d’equilibri, com que les trajectories sén contingudes en aquestes “esferes” podem afirmar que el punt
d’equilibri és estable pero no atractor. (Es la mateixa idea que ja usem a ’exemple[54]) L’estrategia general del metode
de Lyapunov consisteix a trobar una funcié “distancia al punt d’equilibri” V() tal que la seva derivada temporal no
tingui canvis de signe prop del punt d’equilibri. Les funcions que no tenen canvis de signe prop d’un punt s’anomenen
definides (quan localment només s’anul-len al punt en qiiestié) o semidefinides (quan permetem que falli la condicié
anterior).

Definicié. Direm que una funcié W : U C R™ — R és semidefinida positiva/negativa en un punt &y € U quan té
un minim/maxim local en aquest punt i, a més, W(xg) = 0. I direm que és definida positiva/negativa quan, a més,
aquest minim/maxim local és estricte.

Per exemple, la funcié W (zy1,x2,23) = 3(x1)? + 7(z2)? + (z3)* és definida positiva a l'origen, mentre que la
funcié W(x1, w2, 23) = (71)? + 4(23)? no ho és, tot i que si és semidefinida positiva. També convé notar que si
2 és un punt d’equilibri del sistema &’ = F(x) i V(x) és una funcié arbitraria, llavors la seva derivada temporal
W(x) = (grad V(x), F(x)) s’anul-la en xy.

Teorema (Lyapunov). Sigui xo un punt d’equilibri del sistema x’' = F(x), sigui V(x) una funcid que té un minim

local estricte al punt xo i sigui W(x) = (grad V(z), F(x)) la seva derivada temporal.
(1) Si W(x) és definida positiva/negativa en xg, llavors el punt xqy és repulsor/atractor.

(2) Si W(x) és semidefinida negativa en xq, llavors el punt d’equilibri ¢ és estable.

(3) Si W(x) és semidefinida positiva en xq, llavors el punt d’equilibri xy no és atractor.

(4) Si W(x) =0, llavors el punt d’equilibri xo és estable pero no atractor.

(5) Si W(x) és semidefinida positiva/negativa en xo i el conjunt de nivell {x € U : W(x) = 0} no conté cap
trajectéri, llavors el punt xo €s repulsor/atractor.

Observacio. La principal dificultat del metode de Lyapunov és trobar una funcié V(x) que permeti aplicar el teorema.
No és facil. Una eleccié estandard en els problemes mecanics és prendre l’energia mecanica (cinética més potencial)
com a funcié V(x). Si no tenim en compte la friccid, l'energia mecanica es conserva, i per tant la seva derivada
temporal sera nul-la. Si tenim en compte la friccié, ’energia mecanica es dissipa, i per tant la seva derivada temporal
sera definida (o semidefinida) negativa.

Definicié. Un punt d’equilibri d’'un sistema no lineal 2D s’anomena un centre no lineal si el sistema té una quantitat
conservada (ben definida en tot un entorn del punt) i el seu sistema linealitzat en aquest punt és un centre.

Totes les trajectories de sistemes no lineals 2D properes a un centre no lineal sén solucions periodiques; és a dir,
giren formant corbes tancades, vegeu 'exemple B4l Si els valors propis del sistema linealitzat entorn a un centre no
lineal s6n Ay = +81i, amb S > 0, llavors el periode de les solucions del sistema no lineal tendeix a p = 27/8 quan
ens apropem al punt d’equilibri. Usarem aquesta propietat per a calcular el periode de les petites oscil-lacions d’un
pendol.

1"Llevat de la trajectoria constant a(t) = xo, és clar.
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Evolucié d’un volum. La divergéncia d'un camp vectorial F': U C R x R® — R™ de classe C!, on F = F(t,x) amb
x=(21,...,2n) 1 F = (f1,..., fn), ésla funcié

afl afn

—L (@) 4+ (@),

9z, 1 ®) a:cn( )

Teorema. Als instants t i posicions x on el camp té divergéncia positiva, nul-la o negativa, el sistema no lineal

' = F(t,x) expandeix, conserva o contrau (localment) volum, respectivament.

div F(t,x) =

Una conseqiiencia d’aquest teorema és que la divergencia d’'un camp autonom en un punt d’equilibri atrac-
tor/repulsor no pot ser positiva/negativa. I el segiient resultat n’és una altra.

Corollari. Si F : U C R?2 — R? és un camp autonom 2D tal que la seva divergéncia mai no s’anul-la, llavors el
sistema autonom &’ = F(x) no pot tenir cap solucid periodica no constant que tanqui un domini contingut a l’obert U.

Prova. Per reduccié al absurd. Suposem que el sistema té una solucié T-periodica no constant o(t) que tanca un
domini D C U. Sigui C = dD = ¢([0,7]) la seva orbita. En primer lloc, D # (), ja que o(t) no és constant. En segon
lloc, D és invariant, ja que el teorema d’existencia i unicitat implica que una particula que inicialment es troba dins
de D, no pot escapar-ne. I, analogament, una particula que comenca fora no pot entrar-hi. Es a dir,

Dy := U {a:(t) : @ és la solucié del PVI ¢’/ = F(x), (0) = mo} =D.
xoED
Pero sabem que la divergencia mai no s’anul-la. Per tant, o bé és positiva o bé és negativa. En el primer cas, el

sistema expandeix area: Area(D;) és estrictament creixent en t. En el segon cas, el sistema contrau area: Area(D;)
és estrictament decreixent en t. Ambdues situacions contradiuen la igualtat Dy = D. O

Exercici. Proveu que un camp autonom F : U C R® — R? tal que la divergencia mai no s’anul-la no pot tenir cap
superficie invariant tancada que tanqui una regié W C U.

El retrat de fase del péndol sense friccié. Aquesta seccié és una mica més dura. Tenim un péndol (Wikipedia))
de massa m i longitud [ sota un camp gravitatori d’intensitat constant g. Usant la segona llei de Newton comprovem
que l'equacié del moviment del pendol sense friccié és 'EDO de segon ordre

mlf’ = —mgsin 0,

on 0(t) és Pangle format pel pendol amb la posicié vertical inferior, vegeu la figura [l

mg

FI1GURA 4. Esquema d’un pendol.

Introduint la velocitat angular w = ', reescrivim ’'EDO anterior com el sistema no lineal 2D de primer ordre

0 = w
W' = —gl™'sind

Volem dibuixar el retrat de fase d’aquest sistema no lineal 2D. Aix0 inclou calcular tots els seus punts d’equilibri,
estudiar I'estabilitat de cadascun d’ells i representar les orbites del sistema de manera aproximada. El procés consta
dels seglients passos:

e Punts d’equilibri. Busquem els punts on el camp és zero:

0 = w =0

/

w = 79171 sinff = 0 } = (e’w) = (kﬂao)a keZ.

Aquests punts d’equilibri corresponen a les posicions de equilibri inferior (si k és parell) i superior (si k és
senar) del péndol.
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o [Estabilitat dels punts d’equilibri per linealitzacid. La matriu del sistema linealitzat al punt d’equilibri (0, w) =

(km,0) és
( 0 1 ) < 0 1 >
k —gl~tcos 0 (0,0)=(k.0) (=1)ktrg/l 0 )°

Si k= 2n+1 és senar, det Ay, = (—1)*"t1g/l = —g/l < 0 i el sistema linealitzat és una sella. Per tant, hem
provat que la posicié d’equilibri superior és inestable. En canvi, si k = 2n és parell, det A, = (—1)?"g/l =
g/l > 01itrAg =0, i per tant el sistema linealitzat és un centre. En aquest segon cas, la linealitzacié no
decideix l'estabilitat.

e Estabilitat de la posicio d’equilibri inferior per Lyapunov. Sinormalizem el problema prenent l'origen d’energia
potencial a la posicié d’equilibri inferior (és a dir, § = 0), llavors 'energia mecanica del pendol és

V(0,w) = mi*w?/2 4+ mgl(1 — cos ).

Aquesta energia mecanica assoleix el seu valor minim si i només si: (1) l'energia cinética és nulla: w = 0;
i (2) energia potencial és minima: cosf = 1. Aquest argument fisic demostra que 1’energia té minims locals
estrictes als punts d’equilibri asociats a la posicié d’equilibri inferior. Tot seguit, calculem la derivada temporal
de I'energia mecanica:

d oV a6 oV dw o — . o
dt{V(@,w)} = 20 (0, w) T + W (0, w) i (mglsin0)8 + (ml*w)w’ = mglwsin § — mglwsinf = 0.

Es a dir, 'energia mecanica es conserva. Finalment, apliquem el darrer apartat del teorema de Lyapunov
i obtenim que la posicié d’equilibri inferior és estable, perd no atractora. De fet, és un centre no lineal. Es a
dir, totes les trajectories del péndol prop de la posicié d’equilibri inferior sén periodiques.

o Dibuizeu les corbes de nivell de la funcié V(0,w). Com que el valor de funcié V(0,w) es manté constant al
llarg de les trajectories del sistema, dibuixar les corbes de nivell d’aquesta funcié equival a dibuixar les orbites
del sistema. Un cop fixada l’energia mecanica total E > 0, les corbes de nivell {V(0,w) = E} s’expressen en
forma de grafiques:

w=4""/2E/m — 2gl(1 — cos¥).
Veiem que £ =01 E = 2mgl en les posicions d’equilibri inferior i superior, respectivament.

e Determineu el sentit de les trajectories. Les trajectories es recorren cap a la dreta mentre es troben al semipla
superior {(6,w) € R? : w > 0}, ja que 0'(t) = w(t) > 0. Analogament, al semipla inferior es recorren cap a la
esquerra.

e Ressalteu les corbes invariants de la posicid d’equilibri superior. Els punts (6,w) = (kw,0) amb k senar sén
selles no lineals, i per tant tenen una corba invariant de sortida (inestable) i una corba invariant d’entrada
(estable). A més, I'energia mecanica en aquests punts és E = 2mgl. Aquest nivell d’energia es pot expressar
aixi:

V(0,w) = 2mgl <= w?® = 291" (1 + cos ) <= w = +2+/g/1 | cos/2|.

Ezxercici. Deixem caure el pendol des de la posicié que correspon a un cert angle 6y amb velocitat angular nul-la:
wo = 0. Sabem que el pendol oscil-la peridodicament entorn de la posicié d’equilibri inferior. Sigui p = p(6y) el periode.
Argumenteu que

lim p(6y) = 2m\/1/g.

60—0
[Ind.: Si |0g| és petit, llavors les petites oscil-lacions del péndol es poden aproximar per loscil-lacions del sistema
linealitzat.|

Ezercici. Determineu l'estabilitat de les dues posicions d’equilibri quan tenim en compte la friccié. Es a dir, quan
I’EDO de segon ordre és

mlf”" = —mgsin@ — pld’,
essent (1 > 0 el coeficient de friccié.
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Equacions en Derivades Parcials

Una equacid en derivades parcials (EDP) és una equacié diferencial que té com a incognita una funcié que depen de
més d’una variable. L’ordre d’'una EDP és I'ordre de la derivada parcial més alta. En aquest tema estudiarem algunes
EDPs lineals de segon ordre a coeficients constants.

LES TRES EQUACIONS BASIQUES: ONES, CALOR I LAPLACE/POISSON

Totes les EDPs que estudiarem provenen de models fisics: la vibracié vertical de les cordes d’'una guitarra o de
la membrana d’un tambor; I'evolucié de la temperatura en peces 1D, 2D o 3D; els equilibris elastics i termics dels
problemes anteriors, etc. Aix0 proporciona una valiosa intuicié del comportament que han de tenir les solucions de
les EDPs considerades i podrem interpretar fisicament els resultats obtinguts.

L’equacié d’ones 1D (corda vibrant). Considerem el moviment ondulatori vertical d’una corda vibrant horitzontal
de longitud L de densitat constant i composicié homogenia sotmesa a una forca externa que actua en la direcci6 vertical.
Notem per u(x,t) al desplagament vertical respecte la posicié d’equilibri del punt « € [0, L] de la corda a I'instant
t € R. Analogament, F(x,t) és la forca externa per unitat de massa que actua sobre el punt = € [0, L] a I'instant
t € R. La for¢a empeny cap amunt/avall quan F(z,t) és positiva/negativa.

IEDP que modelitza el moviment és

Upy — gy = F(,1), z e (0,L), teR.

Aqui, els simbols uy; 1 ug, denoten les derivades parcials segones respecte el temps i la posicid, respectivament. El
parametre ¢ = 7/p depen de la tensié 7 i de la densitat lineal p. La quantitat ¢ serd interpretada més endavant
com la velocitat a la qual viatgen les ones a través del material considerat. Direm que aquesta EDP és homogénia
quan F(x,t) = 0. Si considerem que la corda vibrant és de longitud infinita —sense sentit fisic, perd amb interés
matematic—, escriurem x € R.

Exercici. Usem que els termes g i c?ugy, tenen les mateixes unitats per deduir que c té unitats de velocitat “horit-
zontal” (és a dir, espai “horitzontal” dividit per temps).

L’equacié de la calor 1D. Considerem I’evolucié de la temperatura en una barra homogenia de longitud L que té
algunes fonts de calor interned™ descrits per una funcié F(z,t). De fet, parlarfem propiament d’una font de calor per
als punts z i instants ¢ en que la funcié F(z,t) és positiva, mentre que una “font de calor negativa” seria en realitat
un embornal de calor. Notem per u(z,t) la temperatura del punt € [0, L] a 'instant ¢ > 0. Com que no vivim en un
moén 1D, des d’un punt de vista fisic té més sentit considerar ’evolucié de la temperatura en un mur homogeni infinit
de gruix L, essent x € [0, L] la coordenada que “travessa” el mur.

IEDP que modelitza I’evolucié de la temperatura és

Uy — k*Uge = F(x, ), x € (0,L), t > 0.

El parametre k? = x/cp depen de la conductivitat termica r, la densitat lineal p i el calor especific ¢ del material que
conforma la barra o el mur infinit. L’EDP és homogénia quan F(x,t) = 0. Si considerem que la barra és de longitud
infinita, escriurem = € R.

Ezercici. Proveu que la funcié v : R x (0,00) — R definida per

u(z,t) = L e /KR

Viank2t

compleix I'equacié de la calor homogenia. Calculeu }1_1}15 u(z,t). Que passa quan t < 07

Equilibris elastics i termics 1D del cas homogeni. Busquem els equilibris elastics en absencia de forces externes
i els equilibris térmics en absencia de fonts de calor internes: F'(z,t) = 0. Equilibri vol dir que I'estat del cos es manté
estacionari en el temps, i per tant busquem solucions u = wu(z) que no depenguin del temps i aixi desapareixen les
derivades parcials u; i uy. En aquest cas, les EDPs uy = gy 1 4 = k?ugs es redueixen a EDO lineal de segon
ordre u” = 0, que té com a tiniques solucions les funcions lineals de la forma u(z) = ax + b, amb a,b € R.

Queda provat doncs que els tnics equilibris elastics d'una corda vibrant no sotmesa a forces externes i els tinics
equilibris téermics d’una barra sense fonts de calor internes sén els estats (desplagament o temperatura) lineals.

18per exemple, un transistor s’escalfa quan hi circula un corrent electric.
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Les versions multidimensionals. Abans de donar les versions multidimensionals de les equacions anteriors, recor-

dem que el laplacia d’una funcié u : @ C R® — R que depén d’una variable vectorial @ = (z1,...,2,) € R" és la
funcio
) "L 9%u
Ay = divgradu = 922 = Ugyzy + -+ Uz a,, -
j=1""1J

Per exemple, si la funcié « depén d’una tnica variable z € R, llavors Au = u,,. En canvi, si depen de tres variables:
(z,y,2) € R, llavors Au = gy + Uyy +u... A més, quan la funcié depengui de la posicié & = (21, ..., x,) i el temps ¢,
interpretarem que el laplacia només afecta les variables de posicid; és a dir, el laplacia no inclou el terme w;;.

Les versions n-dimensionals de les equacions anteriors son les segiients.

e [’equacio d’ones que modelitza el moviment ondulatori d’un cos elastic 2 C R” és
ugy — A Au = F(z, 1), u = u(x,t), x=(1,...,2,) € L, teR.
e L’equacio de la calor que modelitza I'evolucié de la temperatura en un cos 2 C R™ és
uy — k?Au = F(x,t), u=u(x,t), x=(r1,...,2,) €Q, t > 0.

Des d’un punt de vista fisic, només interessen els casos 1D, 2D o 3D. Es a dir, n < 3. Igual que amb les versions 1D
estem suposant que el cos és completament homogeni. La funcié F(x,t) representa ’accié d’una forca exterior en el
cas de l'equaci6 d’ones o les fonts de calor internes en el cas de I'equacié de calor. Estem suposant que F(x,t) és una
dada coneguda.

L’equacié de Laplace/Poisson. A partir de les versions n-dimensionals de les equacions d’ones i calor, veiem que
si la funcié F(x,t) no depen de ¢, llavors els equilibris térmics i elastics d’un cos © C R™ vénen modelitzats per
I'anomenada equacidé de Poisson

Au = G(x), u = u(x), = (21,...,2,) € Q.

Aqui, G(z) = —F(x)/c? en el cas de I'equacié d’ones i G(x) = —F(x)/k? en el cas de 'equacié de la calor. La versié
homogenia d’aquesta equacié rep el nom d’equacio de Laplace:

Au =0, u = u(x), = (r1,...,2,) € Q.

CONDICIONS INICIALS, CONDICIONS DE FRONTERA I FLUX

Totes les equacions anteriors tenen infinites solucions. Per tal de capturar una solucié concreta imposarem condicions
addicionales, que poden ser de dos tipus: inicials i de frontera.

Condicions inicials: desplagament, velocitat i temperatura. Aquestes condicions fixen l'estat de 'objecte a
I'instant inicial. Comencem per I'equacié d’ones, que és de segon ordre en el temps, i per tant necessita exactament
dues condicions inicials, que fixaran

e El desplacament inicial: u(x,0) = f(x) per a @ € Q; i

e La velocitat inicial: ui(x,0) = g(x) per a « € Q.
En canvi, I'equacié de la calor és de primer ordre en el temps, i per tant n’hi ha prou amb fixar la temperatura inicial:
u(x,0) = f(x) per a x € Q. I, per acabar, ’equacié de Laplace/Poisson és estatica, i per tant no té sentit fixar 1’estat
inicial de 'objecte, ja que aquest estat és justament la incognita del problema.

Condicions de frontera: Dirichlet, Neumann, mixtes i peridodiques. Aquestes condicions (també anomenades

condicions de contorn) determinen la interaccié de I'objecte amb el medi que I'envolta, i per tant només tenen sentit

quan 'objecte estudiat té frontera. Per exemple, la corda vibrant infinita no té frontera i les cordes d’una guitarra si.
Considerarem quatre tipus de condicions de frontera.

e Dirichlet: Consisteixen a fixar el valor de la funcié w als punts de la frontera.

e Neumann: Consisteixen a fixar el valor de la derivada g—z als punts de la frontera. El simbol aa_;i denota a

la derivada en la direccié normal exterior a la frontera. La convencié que seguim en el cas 1D és: g—z = Uy

a 'extrem dret i g—z = —u, a l'extrem esquerre. Més endavant, veurem que la derivada aa_;i quantifica el flux
de calor a través de la frontera.

e Mixtes (només en el cas 1D): Consisteixen a considerar una condicié de tipus Dirichlet en un extrem i una
condici6 de tipus Neumann en 'altre.

e Periodiques (només en el cas 1D): Consisteixen a imposar que les funcions u i u, tinguin el mateix valor als

dos extrems de I'interval [0, L].

En els tres primers casos, direm que aquestes condicions sén homogénies quan tots els valors fixats zero. La funcié
idénticament nul-la (també anomenada solucié trivial) compleix qualsevol condicié homogenia.
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Exemple 55. Sigui W C R? un cos de frontera S = OW. Un PVI de calor en aquest cos 3D sense fonts de calor intern
amb condicions de frontera de tipus Neumann ve donat per les equacions

up = k?Au (x,y,2) eW t>0

u(z,y,2,0) = f(z,y,2) (z,y,2) €W
g%(xayazat):h(xayazat) (‘Tayaz)es t>0

on la temperatura inicial f: W — Riel flux h: S x [0,00) — R sén funcions conegudes.

Ezemple 56. Un PVI de calor 1D en una barra de longitud L sense fonts de calor intern amb condicions de frontera
de tipus Neumann ve donat per les equacions

up = k2ugy xe(0,L) t>0
u(z,0) = f(z) z e (0,L)

uz(0,t) = —hy (1) t>0
s (Lyt) = ha(t) t>0

on la temperatura inicial f : [0,L] — R i els fluxos hi, he : [0,00) — R sén funcions conegudes. Analogament, si
imposem que les condicions de frontera siguin periodiques, el problema queda aixi:

ur = k2ugy ze€(0,L) t>0
u(z,0) = f(z) xz € (0,L)

u(0,t) = u(L,t) t>0
uz(0,t) = uz (L, t) t>0

Ezxemple 57. Un problema de Poisson 2D en un quadrat de costat 2L amb condicions de frontera de tipus Dirichlet
homogenies consisteix en les equacions

Uze +Uyy = G(z,y) z€(—-L,L) ye(—-L,L)

u(£L,y) =0 ye(-L,L)
u(z,£L) =0 x e (—L,L)
on la funci6 G : [—-L, L] x [-L, L] — R és una dada coneguda. Analogament, si imposem que les condicions de frontera

siguin de tipus Neumann homogenies, llavors el problema queda aixi:

Upg + Uyy = G(z,y) z€(-L,L) ye(—L,L)
uy(£L,y) =0 y € (—L,L)
uy(x,£L) =0 x € (—L,L)

Interpretacié del flux a I’equacié de la calor. Per entendre que és flux de calor a través de la frontera, explicarem
una llei de conservacio referent a I’evolucié de la temperatura en un cos 3D o una barra 1D sense fonts de calor internes.

Comencem pel cas 3D. Considerem un cos W C R? i sigui S = W la seva frontera. Sigui u(z,y, z,t) una solucié
del problema considerat en 'exemple 531 introduim la funcié

1
Tt) = ————— t)dxdyd
( ) VOl(W) /W u(‘r)y?z? ) Y y z
que mesura la temperatura mitjana del cos a I'instant ¢. La seva derivada és
1 k>
T({t) = ——x t)dedydz = ———= A t)ydxdyd
k2 ou k2
= — ¢ — t)dS = ——= P h t)ds.
VOl(W) %9 an (1"5 y? Z? ) VOI(W) \%5' (:C7 y) Z} )

Les propietats que hem usat sén: derivada sota el signe de la integral (primera igualtat), 'equacié de la calor homogenia
(segona igualtat), el teorema de la divergencia de Gauss (tercera igualtat, vegeu I’exemple 33 del primer tema, dedicat
al calcul vectorial) i les condicions de frontera de tipus Neumann (quarta igualtat).

Per tant, la variacié de la temperatura mitjana és proporcional a la integral del fluz de calor h sobre la superficie
tancada S. En realitat, la funcié h(x,y, z,t) determina exactament a quina velocitat escapa/entra el calor a través de
cada punt (x,y,z) € S en cada instant ¢ > 0. La temperatura mitjana es manté constant quan h = 0 (és a dir, quan
el cos esta térmicament aillat i ni entra ni surt calor per la frontera) o quan fs hdS =0 (és a dir, quan la calor que
entra per un costat es compensa exactament amb la calor que surt per un altre). Per contra, la temperatura mitjana
augmenta,/disminueix quan la integral §;hdS és positiva/negativa (és a dir, quan hi ha una entrada/sortida neta de
calor).

Tot seguit, estudiem el cas 1D; és a dir, ’evolucié de la temperatura en una barra de longitud L. Sigui u(z,t) una
solucié del problema considerat a la primera part de 'exemple BGli introduim la funcié

L
T(t) = %/0 u(z, t)dx
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que mesura la temperatura mitjana de la barra a 'instant t. La seva derivada és

T'(t) = l/Lu (z,t)dx = K Lu (z,t)dx = k—Q[u (z t)]I:L = k—Q(h (t) + hi(t))
i3 0 (ACT I 0 zr\Ly I FACS] =0 I 2 1 .
Les propietats que hem usat sén: derivada sota el signe de la integral (primera igualtat), 'equacié de la calor (segona
igualtat), el teorema fonamental del calcul (tercera igualtat) i les condicions de frontera (quarta igualtat). Per tant,
la suma ho(t) + h1(t) ens diu quina és variacié de la temperatura mitjana T'(¢). En altres paraules, les funcions ha(t)
i hi(t) ens diuen a quina velocitat flueix la calor per Uextrem dret i esquerre de la barra, respectivament. Quan sén
positives/negatives, tenim una entrada/sortida de calor per 'extrem corresponent.

Exzxercici. Comproveu que la temperatura mitjana es manté constant en considerar condicions de frontera periodiques
en una barra 1D. Interpreteu fisicament el resultat.
LINEALITAT: SUPERPOSICIO T HOMOGENEITZACIO

Existeixen diversos trucs simples que es poden aplicar en tots els problemes lineals que apareixen en aquest tema,
pero els explicarem a través d’exemples concrets per no dispersar-nos.

Superposicié. Considerem els dos PVIs de calor 1D en una barra de longitud L sense fonts de calor internes donats
per

v = kU4 re(0,L) t>0 wy = k2wgy r€(0,L) t>0
v(x,0) = f(x) z€(0,L) w(x,0) =0 x € (0,L)

v:(0,¢) =0 t>0 " we(0,t) = —hq(t) t>0
va(L,f) = 0 £>0 w (L, 1) = ha(t) £>0

Tots dos problemes tenen condicions de frontera de tipus Neumann. La diferéncia rau en el fet que el primer té una
unica condicié no homogénia (la temperatura inicial), mentre que el segon en té dues (les condicions de frontera als
extrems de la barra).

Aleshores, donades dues solucions qualssevol v(x,t) i w(z,t) d’aquests problemes, la seva superposicié (suma)
u(x,t) = v(x,t) + w(x,t) és una solucié del PVI de calor 1D presentat a la primera part de ’exemple GOl que té tres
condicions no homogenies.

En general, podem “trossejar” qualsevol problema lineal en diversos subproblemes de manera que cada subproblema
tingui poques (potser només una) equacions/condicions no homogenies, essent, per tant, més simple que el problema
original. Llavors, si aconseguim resoldre tots aquests subproblemes, la superposicié (suma) de les seves respectives
solucions sera solucié del problema original.

Homogeneitzacié. Aquest truc és similar al anterior, pero en comptes de “trossejar” el problema original en diversos
subproblemes simples, ara volem simplificar-lo mitjangant un canvi de variables astut.

Per fixar idees, considerem el PVI de calor 1D en una barra de longitud L = 1 sense fonts de calor internes amb
condicions de frontera de tipus Dirichlet constants

up = k?uyy  x€(0,1) t>0
u(z,0)=2* z€(0,1)

u(0,t) =1 t>0
u(l,t) =2 t>0

La funcié v(x) = « 4+ 1 compleix les condicions de frontera: v(0) =11 v(1) = 2. Per tant, si fem el canvi de variables
w(z,t) = u(x,t) — v(z), el problema original es transforma en

wy = k2way re(0,1) t>0
w(z,0) =22 -2 -1 x€(0,1)

w(0,1) =0 t>0
w(l,t) =0 t>0

que és un problema forga més simple ja que hem homogeneitzat les dues condicions de frontera, sense deshomogeneitzar
I'EDP.

FORMULA DE D’ALEMBERT PER A LA CORDA VIBRANT INFINITA
Teorema (Férmula de D’Alembert). Considerem el PVI de la corda vibrant infinita

U — CUgy = F(x,t) 2€R tER
u(z,0) = f(x) reR
ug(x,0) = g(z) zeR
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on la for¢a externa F(x,t), el desplacament inicial f(x) i la velocitat inicial g(x) son funcions conegudes. Aquest PVI
té una unica solucio que ve donada per

x+ct t z+c(t—s)
u(z,t) = (f(x—i—ct)—i—f(m—ct))—i—i/ g(y)dy—i—i {/ F(y,s)dy} ds.

1
2 2¢ —ct 2¢ 0 —c(t—s)

La segiient demostracié (opcional) ens permetra entendre les conseqiiéncies fisiques que es deriven de la férmula.
Prova. Només considerem el cas F(z,t) = 0; és a dir, quan no actua cap forca externa sobre la corda. La idea principal
consisteix a realitzar el canvi de variables

E=x+ct, n=x—ct
per simplificar FEDP. Ens cal relacionar les derivades parcials de la funcié transformada
(& n) = u(,1)
amb les derivades parcials de la funci6 original u(x,t). Apliquem repetidament la regla de la cadena:

du _ Ovdf  Ovon

R T M M
v = QOO Ovdn_ o,
T oot 9ot T onot
Ou,  Ovg  Ovuy Ove  Ouy '\ 0§ Ovg  Ovy\ On
rxr - A -~ = ron - | =/ v - | = = 2
" oz~ 0z | oz <ag o€ ) ox "\ an T oy ) o T Ve T Ven
Ou Ove vy, Ovg  Ovuy\ O¢ Ovg  Ouy\ On
et T T T ( e " oe) o T\ oy "oy ) o = (e 2ven - vmn)

Per tant, resolent 'EDP transformada obtenim:
ut = Ctige = ¢ (vee — 20gy + vyy) = ¢ (vee + 2ven + V)

— v =0

<= ve(€,n) =r(§) amb alguna funcié r : R — R arbitraria

— v(&n) =p) + q(n) amb algunes funcions p,q : R — R arbitraries

— u(z,t) =plx +ct) + q(x — ct) amb algunes funcions p, ¢ : R — R arbitraries.
Es a dir, la “solucié general” de 'EDP de la corda vibrant infinita sén infinites solucions, les quals depenen de dues
funcions arbitraries, de la mateixa manera que la solucié general d’'una EDO lineal de segon ordre depenia de dues
constants lliures. Per tant, per trobar la solucié del PVI plantejat, utilitzarem la mateixa estratégia seguida amb les
EDOs: determinar les dues funcions “lliures” imposant les dues condicions inicials. Aixi doncs, imposem que

f@)=u(@,0) =p(x) +q(z),  g(z) = u(z,0) = cp(x) — cq'(2).

Derivant la primera equacié i multiplicant per ¢, obtenim la relacié ¢p’(z) + ¢¢’(x) = cf’(x). Combinant aquesta
darrera relacié amb la segona equacio resulta que

Integrant aquesta darrera igualtat, obtenim
1 1 [ 1 1 [
po) = 5@+ 5 [ gy ale) = @) - ple) = 3@ - 5 [ atwdy -k
cJo 2 2¢c Jo

amb la qual cosa les funcions “lliures” p(z) i ¢(x) queden determinades llevt d’una constant d’integracié comuna k € R.
Finalment,

1 x+ct
u(z,t) = plx+ ct) + q(x — ct) = (f(:r +et)+ f(z— ct)) + — / g9(y)dy,

2¢ —ct

ja que les dues constants d’integracié es cancel-len. O

N | —

Observacio. La férmula de D’Alembert implica que el desplagament vertical de la corda al punt x i a I'instant ¢ només
depén de: (1) El desplagament inicial als punts « + ct; (2) La velocitat inicial a U'interval [z — ct, x + ct]; i (3) La forga
externa exercida sobre els punts y als instants s tals que (y, s) pertany al triangle de vertexs (x,t) i (z £ ¢t,0).

Observacio. L’anterior demostracié de la formula de D’Alembert mostra que, en absencia de forces externes, el de-
splagament de la corda és de la forma
u(x,t) = p(z +ct) + q(z — ct)
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amb algunes funcions p,q : R — R. Aix0 vol dir que el desplacament de la corda vibrant infinita en absencia de forces
externes consisteix en la superposicié de dues ones, amb perfils que vénen donats per les funcions p(z) i ¢(z), viatjant
en sentits oposats a velocitat ¢. Concretament, 'ona de perfil p(x) es desplaga cap a l’esquerra, mentre que l'ona de
perfil ¢(z) es desplaga cap a la dreta. Es recomanable que accediu al MIT Mathlet| de titol “Wave Equation” per
veure l'animacié que mostra aquest fenomen.

Pregunta. Sigui F(z,t) la forca (per unitat de massa) externa sobre la corda. Siguin f(z) i g(z) el desplagament i la
velocitat inicials de la corda. Quina és I'acceleracié inicial?
(Resposta: uy(r,0) = gy (z,0) + F(x,0) = 2 f"(x) + F(z,0).)

SEPARACIO DE VARIABLES

El métode de separacio de variables és un metode per resoldre problemes amb simetries que tenen una tunica
condicié (inicial o de frontera) no homogenia. No desenvoluparem una teoria general, siné que I'aplicarem a tres o
quatre exemples concrets.

PVFs lineals de segon ordre. L’esmentat metode de separacié de variables requereix resoldre certs problemes de
valors en la frontera (PVFs) asociats a EDOs lineals homogenies a coeficients constants de segon ordre mitjangant el
metode del polinomi caracteristic.

Definicié. P(m) = m? + aim + ag és el polinomi caracteristic de 'EDO 2" + a12’ + apz = 0.
La importancia del polinomi caracteristic rau en el fet que si z(t) = e™¢, llavors
2" (t) + a12'(t) + aox(t) = m?e™ + ayme™ + age™ = P(m)e™.

Usant aquesta relacié podem expressar la solucié general de 'EDO 2" + a2’ + apx = 0 en termes de les arrels del seu
polinomi caracteristic.

Lema. Sigui 2 (t) la solucid general de UEDO 2" 4+ a12’ + apx = 0, on a1, a2 € R. Aleshores:

o P(m) té dues arrels reals diferents my,mg € R = xy,(t) = c1e™t + coe™2t;
e P(m) té una arrel real doble m, € R = z,(t) = e™(c1 + cat); i
e P(m) té arrels complezes conjugades my = o+ Bi € R = x,(t) = e*(cy cos Bt + cosin Bt).

Prova. Sabem que el conjunt de solucions d’una EDO lineal homogenia d’ordre n és un subspai vectorial de dimensié
n. Per tant, si trobem dues solucions linealment independents x1(t) i z2(t) de TEDO z” + a;2’ 4+ apx = 0, podem
asegurar que la seva soluci6 general és x,(t) = c121(t) 4+ cox2(t), amb c1,co € R lliures.

it 1o (t) = e™2! sén dues solucions linealment

e Si P(m) té dues arrels reals diferents my i ma, llavors ;1 (t) = e
independents.

e Si P(m) té una arrel real doble m., llavors z1(t) = €+ és una solucié, i xo(t) = te™*' és una altra solucié (la
qual es pot obtenir aplicant el metode de reduccié d’ordre).

e Si P(m) té dues arrels complexes conjugades my = o &+ 51 ¢ R, llavors les funcions
x4 (t) := plaEPt — gato£hLi — e”‘t(cos Bt £ isin ﬁt),

son solucions de 'EDO. La darrera igualtat és conseqiiencia de la férmula d’Euler. En particular, les combi-
nacions lineals

t _(t t) —ax_(t
x1(t) := zet) +o-(t) );x ®) = e cos f3t, xa(t) == z+(t) —2-() )2_:C ®) = e sin Bt
i
també sén solucions de 'EDO i resulten ser linealment independents.
Amb aixo queda provat que la solucié general té una de les tres formes donades al lema. O
Ens centrem ara en els PVFs homogenis de la forma
2" +a (N2 +a(N)xz = 0
Oélol'(tl) + allz’(tl) = 0
agox(ta) + a2’ (t2) = 0

on els instants ¢1 # t2 i els coeficients a; 1 a;(A\) sén dades del problema. Els coeficients a1 (\) i ap(\) sén constants,
perd depenen d’un parametre A. La funcié x(t) = 0 sempre és una solucié d’aquests PVFs. Es I'anomenada solucid
trivial. Volem saber per a quins valors del parametre A € R existeixen solucions no trivials.

Definicié. Aquests valors sén els valors propis i les solucions no trivials sén les funcions propies del PVF (sovint,
hom escriu “VAPs” i “FUPs” respectivament). Un valor propi és simple o doble quan la dimensi6 del subspai vectorial
format per les seves funcions propies és 1 o 2, respectivament.

Seguirem les segiients passes per a calcular els valors propis i les seves funcions propies associades:
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(1) Expressem la solucié general de 'EDO homogenia en funcié del parametre A € R; és a dir,
zn(t;A) = crza (b A) + caza(t; A), c1,c2 €R.

(2) Imposem les condicions de frontera, per tal d’obtenir un sistema lineal homogeni amb una matriu Ay depenent

del parametre:
Aye =0, c(cl).
C2

(3) Calculem els (possiblement infinits) valors propis resolent 'equacié det[Ax] = 0 (que de fet és 1'equacid carac-
teristica del PVF).
(4) Per a cada valor propi A = A, calculem les seves funcions propies resolent el sistema indeterminat Ay, ¢ = 0.
Abans de calcular els valors propis i les funcions propies d’alguns PVF's classics, observem que és possible expressar
la soluci6 general de 'EDO z”/ = Az, A € R, com una combinacio lineal de:
e Funcions trigonometriques si A = —pu? < 0: z,(t) = ¢1 cos ut + cg sin ut;
e Funcions hiperboliques si A = p? > 0: z,(t) = ¢1 cosh ut + co sinh ut;
e Funcions monomials si A = 0: zy(t) = ¢1 + cat.
La importancia d’aquestes expressions rau en el fet que TEDO z” = Az apareix a gairebé tots els problemes de
separaci6 de variables que estudiarem després. En particular, cal saber resoldre els quatre PVFs que apareixen a la
seglient proposicié.

Proposicid. Escrivim els valors propis i les funcions propies dels segiients PVFs classics.
(1) PVF amb condicions de frontera tipus Dirichlet: x’" = Az, z(0) = (L) = 0.
Valors propis: A, = —(nmw/L)?, funcions propies: x,(t) = sin(nwt/L), per an > 1.
(2) PVF amb condicions de frontera tipus Neumann: x” = Az, 2/(0) = 2'(L) = 0.
Valors propis: A, = —(nmw/L)?, funcions propies: x,(z) = cos(nmt/L), per an > 0.
(3) PVF amb condicions de frontera miztes: x'" = Az, x(0) = 2/(L) = 0.
Valors propis: A, = —(n+1/2)?1?/L?, funcions propies: x,(t) = sin ((n +1/2)wt/L), per an > 0.
(4) PVF amb condicions de frontera periodiques: x"” = \x, x(—L) = (L) i 2/(=L) = 2/(L).
Ao = 0 €és un valor propi simple de funcid propia co(t) = 1.
A\n = —(nm/L)? és valor propi doble de funcions propies c,(t) = cos(nnt/L) i s,(t) = sin(nnt/L), per an > 1.

Prova. Cap d’aquests quatre PVFs no té valors propis positius. Per exemple, si 2:(t) és una funcié propia de valor

propi A, integrant per parts, usant que x” = Az i qualsevol dels tres primers tipus de condicions de frontera anteriors
(Dirichlet, Neumann o mixtes), veiem que

—/O («/(1)"at :/0 w(t)a" (1) dt — [a(t)a’ ()]~ = )\/0 (2(t)”dt = A = _ o @ @®)*dt

<0.
Ji (x(t))2 dt

En el cas periddic obtenim el mateix resultat, pero integrant a U'interval [—L, L].

Amés, \=0< 2/(t) =0. Es a dir, A = 0 és un valor propi si i només si la funcié z(t) = 1 compleix les condicions
de frontera, la qual cosa només succeeix amb les condicions de tipus Neumann i les periodiques.

Finalment, n’hi ha prou amb calcular els valors propis negatius: A = —u? < 0 i les seves funcions propies. Recordem
que en aquest cas la solucid general de 'EDO z” = Az és la combinacid lineal de funcions trigonometriques

an(t) = ¢ cos ut + co sin pt, ci,c2 € R.

(1) En imposar que zy,(t) compleixi les condicions de frontera tipus Dirichlet, obtenim el sistema

— _ 1 0 _ C1
Are =0, A”\_(cosuL sinuL)’ c_(CQ)'

Per tant, sinpl = det[Ay] =0 & p=p, =25, n€Z & X=X\, = —pu) = 7(7)2, n > 1. A la darrera
equivalencia hem passat de n € Z als enters n > 1. Les dues raons per fer-ho sén que tenim n elevat al quadrat
(per tant, els enters negatius sén superflus) i que 1’eleccié n = 0 no té sentit (ja que estem en el cas A < 0).

Per tal de calcular les funcions propies de valor propi A = A\, = —u,2, hem de resoldre el sistema indeterminat
c1 = ccos0+cesin0 = z(0) = 0 . a= 0
(=1D)"c¢; = cycosnm+cesinnr = z(L) = 0 c2 € R lliure

Per tant, ,,(t) = sin(unt) = sin(nzt/L) és una funcié propia de valor propi A, = —(nmw/L)?, per a n > 1.
(2) En imposar que zy,(t) compleixi les condicions de frontera tipus Newmann, obtenim el sistema

Axc =0, A’\_(SinuL COSML)’ c_(CQ).
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nm

Per tant, sinul = det[A\]| =0 p=p, =, n€cZ S A=\, = —ul = —(%)2, n > 1. Hem passat de
n € Z als enters n > 1 pel mateix motiu que abans.

Per calcular les funcions propies de valor propi A = A, = —p.2, hem de resoldre el sistema indeterminat
lnCy = —c1 iy sin 0 + copty, cos 0 = 2/(0) = 0 _, a € R lliure
(=1)"upca = —cippsinnm + coppcosnt = /(L) = 0 ca =0 ’
Per tant, z,,(t) = cos(unt) = cos(nmt/L) és una funcié propia de valor propi A, = —(nw/L)?, per a n > 0.

Hem escrit n > 0, en comptes de n > 1, per incloure el fet que xo(t) = 1 és una funcié propia de valor propi
Ao = 0.
En imposar que xy,(t) compleixi les condicions de frontera mixtes, obtenim el sistema

Axc =0, A’\_(SinuL COSML)’ c_(CQ).

Icospul =det[A\] =0 u=p, = %,n ELS A=\, =—p2= fw#,n > 0. Hem passat de
n € Z als enters n > 0 pel mateix motiu que abans.
Per calcular les funcions propies de valor propi A = \,, = —u.2, hem de resoldre el sistema indeterminat
¢ = c1¢0s0 + cosin0 = z(0) = 0 c1=0
(=) pper = —cipmsinpn L+ capipcospu, L = 2'(L) = 0 co € R lliure

Per tant, ,,(t) = sin(u,t) = sin ((n + 1/2)mt/L) és una funcié propia de valor propi A, = —(n+1/2)?n? /L2,
per a tot n > 0.
En imposar que xy,(t) compleixi les condicions de frontera periodiques, obtenim el sistema

B o 0 2sin ulL o c1
Axe =0, A/\( —2usinplL 0 )’ C(CQ )

I per tant 4psin® uL = det[A\] =0 < g = pip, = MpneZ&S =X\ =—p: = *(%)27” > 1. Hem passat
una cop més de n € Z als enters n > 1.

Per calcular les funcions propies de valor propi A = \,, = —u.2, hem de resoldre el sistema indeterminat
0 = 2¢g sin(pn L) = xz(L)—=z(-L) = 0 c1 € R lliure
0 = —2pparsin(p,l) = 2/(L)—2'(-L) = 0 ¢z € R lliure

Per tant, ¢, (t) = cos(unt) = cos(nmt/L) i s, (t) = sin(unt) = sin(nwt/L) sén dues funcions propies linealment
independents del valor propi doble \,, = —(n7/L)?, per a tot n > 1.

Amb aixo hem acabat la prova de la proposicié. O

Ezercici. Resoleu el PVF amb condicions mixtes '/ = Az, 2/(0) = (L) = 0.

Separacié de variables a I’equacié d’ones 1D. Considerem una equacié d’ones 1D homogenia amb condicions de
contorn de tipus Neumann homogenies. Per simplificar suposarem que la corda té longitud L = 7 i que la deixem anar,
sense impuls, amb un desplagament inicial f(xz) = 1 — 2cos(3x). també suposarem que no actua cap forga externa.
Denotem per ¢ la velocitat a la que viatgen les ones per la corda. Les equacions que modelitzen aquest problema sén

Upt = gy xe(0,m) teR
w(z,0) =1—2cos(3z) =z € (0,m)

(1)< u(z,0)=0 z e (0,m)
s (0,8) = 0 teR
ug(m, t) =0 teR

La idea basica del métode consisteix a buscar solucions en forma de variables separades

u(z,t) = X (x)T(t)

de la part homogenia del problema a resoldre. En el cas anterior, totes les condicions i equacions sén homogenies,
llevat de la que correspon al desplacament inicial, i per tant la seva part homogenia és

Uy = ugr, x € (0,1) tER

(1) u(x,0) =0 =z € (0,m)
PY wl(0,6) =0 teR
Ug(m, t) =0 teR

En imposar que la funcié u(x,t) = X (z)7T'(t) compleixi:

L’equacié d’ones uy = ¢y, obtenim X (x)T"(t) = 2 X" (x)T(t), i per tant

X//(x) B T//(t) B
X@) et F
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e La condicié inicial us(z,0) = 0, veiem que 77(0) = 0.
e La condicié de frontera u,(0,t) = 0, veiem que X’(0) =
e La condicié de frontera u,(m,t) = 0, veiem que X'(7) =
Per tant, obtenim dos problemes separats:
X"(x) = 2X(z) T"(t) = \T(t)
X'0)=X'(mr)=0 "~ T(0)=0
A la seccié anterior hem vist que els valors propis i les funcions propies del PVF amb condicions de Neumann
asociat a la funcié X (z) sén

Valors propis: A=\, = —n? n>0
Funcions propies: X (z) = X, (z) = cos(nx) =
Ara ens centrem en el problema asociat a la funcié T'(t), perd tenint en compte que A = \,, = —n?. En particular,

la soluci6 general de "TEDO T” + n2c®T = 0 és
T(t) = c1 cos(ent) 4 co sin(ent), c1,c0 € R

En imposar la condicié inicial 77(0) = 0, veiem que ¢z = 01 ¢; € R queda lliure. Prenent ¢; = 1, que és 'opcié més
simple, obtenim la familia de funcions

T(t) = T, (t) = cos(ent), n > 0.
Aixi doncs, hem obtingut que totes les funcions de variables separades de la familia
un(x,t) = Xp ()T, (t) = cos(nx) cos(ent), n>0

s6n solucions del problema homogeni (1),,. Aquestes funcions reben el nombre de modes normals i descriuen la forma
en que vibra la corda. Concretament, per la linealitat del problema homogeni (1)}, qualsevol vibracié de la corda que
estem estudiant és una superposicié (suma) d’aquests infinits modes normals. En altres paraules, la solucié general
del problema homogeni (1), ve donada, almenys a nivell formal, per la série

u(z,t) = Z antn(z,t) = Z ay, cos(nx) cos(cnt),

n>0 n>0

on les infinites amplituds ag, a1, as,... € R queden, de moment, indeterminades. Per tal de resoldre aquesta indeter-
minacié, recuperem la tnica condicié no homogenia del problema original; és a dir, la que correspon al desplagament
inicial. Imposant que

1 —2cos(3z) = f(x) = u(z,0) = Z an, cos(nz) = ag + a1 cosx + ag cos(2x) + ag cos(3z) + - - -,
n>0

obtenim per inspeccié directa que ag = 1, ag = —2 i totes les altres amplituds sén nul-les, i per tant
u(z,t) = aguo(x,t) + agug(z,t) = 1 — 2 cos(3z) cos(3ct)

és una soluci6 del problema original. (En realitat és Iinica, perd no ho provarem.) Aix{ doncs, en aquest cas la
vibracié de la corda és la superposicié de dos modes normals concrets.

Observacio. La solucié anterior es pot reescriure en forma de dues ones superposades viatjant en sentits oposats a
velocitat c¢. Efectivament,

u(x,t) =1 — 2cos(3z) cos(3ct) = 1 — cos (3(x + ct)) — cos (3(z — ct)) = p(x + ct) + q(z — ct),
amb p(z) = 1/2 — cos(3z) = ¢q(x). (Hem usat la relacié 2 cosa cosb = cos(a + b) + cos(a — b).)

Ezercici. Llegiu l'entrada sobre ones estacionaries (standing waves) a [Wikipedia. Vegeu també algun dels molts
videos sobre aquest mateix tema a[YouTubel en els quals es visualitzen experimentalment els primers modes normals
de vibracié d’una corda.

També podeu veure alguns modes normals de vibracié d’'una membrana elastica rectangular al video de titol Science
fun aYouTube, L’experiment consisteix a abocar sal damunt d’'una membrana negra que vibra pel so que emet un
altaveu situat a sota, i comprovar que els modes normals canvien amb la freqiiencia del so.

FEzercici. Escriviu les dues EDOs obtingudes en imposar que la funcié u(x,t) = X (z)T(t) compleixi 'EDP uy =
—kus + gy, escollint Popcié que proporciona PEDO més simple possible per a la funcié X (z). Aquesta EDP rep
el nom d’equacid de la corda vibrant amb friccio, ja que el terme —ku; prové d'una forga de friccié proporcional
(i oposada) a la velocitat.
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Desenvolupaments de Fourier. Al darrer pas de 'exemple anterior, hem aconseguit determinar tots els coeficients
lliures per inspeccié directa. Quan aix0 no sigui possible, utilitzarem les férmules segiients per a calcular desenvolu-
paments de Fourier.

e El desenvolupament de Fourier complet d’una funcié f: [-L,L] — R és

o . an, = %/_LL f(z)cos(nma/L)dx,
flx) ~ 5 + Z ap, cos(nma/L) + by, sin(nwa/L),

L
n>1 b, = %/ f(z)sin(nmx/L)dx.
L

e El desenvolupament de Fourier en cosinus d’'una funcié f: [0, L] — R és

aq 2 L
f(z) ~ 5 + Z an cos(nmx/L), Qp, = Z/o f(x) cos(nma/L)dx.

n>1

e El desenvolupament de Fourier en sinus d’'una funcié f: [0, L] — R és

2 L
flx) ~ Z by, sin(nma/L), b, = Z/ f(x)sin(nra/L)dx.
n>1 0
Als dos primers casos, el primer terme ag/2 és la mitjana de la funcié f(z).
Es pot provar que aquests desenvolupaments en serie sén (absoluta, uniformement) convergents quan la funcié f(x)
és suficientment regular, si bé aqui treballarem a un nivell purament formal, sense preocupar-nos de la convergencia.

Ezercici. Sigui f : [0,27] — R la funcié definida per f(z) = 1 — 7%z. Comproveu, integrant per parts, que els
coeficients del seu desenvolupament de Fourier en sinus sén

b= / (1 = 20 sin(ne/2)de — 4x2 0" 212 L
0

n>1.

)

™ n ™ n

Separacié de variables a 1’equaci6 de la calor 1D.

Objetiu. En aquest segon exemple del metode de separacié de variables, veurem que en resoldre ’equacié de la calor
1D homogenia amb condicions de contorn de tipus Dirichlet constants, la temperatura tendeix a 1’equilibri térmic (en
inglés, steady state). Homogeneitzarem les condicions de contorn abans de separar variables mitjangant un canvi de
variables “astut”.

Problema fisic. Tenim una barra de longitud L > 0 composta per un material de conductivitat termica x, densitat
p i calor especific c. Notem k? = k/cp. La temperatura inicial de la barra ve donada per una funcié f : [0, L] — R.
Finalment, mantenim constant la temperatura de la barra als dos extrems: « € R és la temperatura a ’esquerre
i 8 € R és la temperatura al dret. A més, suposem que no hi ha fonts de calor internes.

Model matematic. Les equacions que modelitzen aquest problema sén

Up = k2 Upy xe(0,L) t>0
u(z,0) = f(z) xe€(0,L)

u(0,t) = « t>0
u(L,t)=p t>0

Passos del métode.

(1) Trobeu unes funcions v(z) i g(z) tals que el canvi de variables w(z,t) = u(x,t) — v(z) transformi el problema
original en el problema amb condicions de contorn homogenies

Wy = k2 Wy xe(0,L) t>0

(%) w(r,0) =g(z) =€ (0,L)
w(0,t) =0 t>0
w(L,t) =0 t>0

Expresseu v(x) i g(x) en termes de les quantitats «, 8, L i de la funcié f(x).
(2) Imposeu que w(z,t) = X (x)T'(t) compleixi la part homogenia del problema (x). Escriviu el PVF asociat a la
funcié X (z) i el problema asociat a la funcié T'(¢).
) Resoleu el PVF asociat a la funcié X (z).
) Tenint en compte els valors propis del PVF anterior, resoldeu el problema asociat a T'(¢).
) Calculeu els modes normals (és a dir, les funcions propies) de la part homogenia del problema (x).
) Proveu que, a nivell formal, la solucié del problema original compleix tlggo u(z, t) = v(z).
)

Interpreteu fisicament aquests resultats.
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Desenvolupament del métode.
(1) En imposar que la funcié w(z,t) = u(z,t) — v(x) compleixi 'EDP w; = k?w,, resulta
0 =wy — k*wWae = (ug — k*Ugy) — (v — k) = 0 — k20" (2) = 0" (2) = 0.
En imposar que la funcié w(z,t) = u(x,t) — v(z) compleixi les condicions de contorn ens queda
0=w(0,t) =u(0,t) —v(0) =a—0v(0) = v0)=«
0=w(L,t) =u(L,t)—v(L)=F—-v(L) = o(L)=
LMinica funcié v(x) tal que v”(x) = 0, v(0) =
v(x) és la linia recta que uneix els punts (0,«) i (L, ).
Finalment, g(z) = w(z,0) = u(z,0) — v(z) = f(z) —a+ (a — B)z/L.
(2) En imposar que la funcié w(z,t) = X (z)7T'(t) compleixi:
e L’equaci6 de la calor w; = k*w,,, obtenim la igualtat X (z)T"(t) = k2X" (x)T(t), i per tant
X"w) _ T'()
X(z)  k2T(t)
e La condicié de frontera w(0,t) = 0, veiem que X (0) = 0.
e La condicié de frontera w(L,t) = 0, veiem que X (L) = 0.
Per tant, obtenim dos problemes separats:
X"(z) = 2AX(z) fon v g2
(a){ X(0) = X(L) = 0 (b) T'(t) = k"T(t).
El problema (a) és un PVF amb condicions de tipus Dirichlet associat a la funcié X (z).
(3) Hem vist a la seccié anterior que els valors propis i les funcions propies del PVF (a) sén:

o N 2272
Valors propis: A=\, = —n?7?/L } "> 1

=aiv(L)=pév(x)=a+ (8 —a)x/L. La grafica de la funcié

=AeR.

Funcions propies: X (z) = X, (z) = sin(nmz/L)
(4) Una solucié del problema (b) per a A = A, = —n2a2/L2 és T(t) = T,(t) = e K7 t/L% > 1,
(5) Aix{ donecs, els modes normals (les funcions propies) de la part homogenia del problema (%) sén
wp(x,t) = Tp(t) Xpn(x) = e nImR /LY sin(nma /L), n > 1.
Donat que X, (z) és una funcié fitada i T, (t) tendeix a zero quan t — oo, resulta que tlggo wp(z,t) = 0 per a
tota x € (0, L) i per a tot enter n > 1.

(6) La solucié6 final w(x,t) =3, -, bpywy(x,t) del problema (x) es determina imposant la condicié no homogenia

g(x) = w(x,0) Zb wp(x,0) an sin(nma/L).

n>1 n>1
Es a dir, b, = Z fo x)sin(nma/L)dz, n > 1, sén els coeficients del desenvolupament de Fourier en sinus de
la funcié g(x) a 11nterva1 [0, L]. Per tant, desfent el canvi de variables, la solucié u(z,t) = v(x) + w(z,t) del

problema original compleix
tlggo u(x,t) = v(x) + tlggo w(z,t) =v(z) + Z by, tlggo wy(z,t) = v(x).
n>1
(7) Hem provat que quan el temps tendeix a infinit, la temperatura tendeix a 'equilibri térmic, en el qual la

temperatura ve donada per la recta que uneix les temperatures als extrems. Aixo concorda amb la nostra
experiencia fisica, la qual ens diu que el calor tendeix a distribuir-se de la manera més uniforme possible.

Exercici. Practiqueu amb el MIT Mathlet| de titol “Heat Equation”, que exemplifica aquest fenomen fisic.

Ezercici. Proveu que si substituim les dues condicions tipus Dirichlet constants per dues condicions tipus Neumann
homogenies, llavors es compleix que
hm u(zx,t) / f(z

La interpretaci6 fisica d’aquest resultat és la segiient. Les condicions tipus Neumann homogenies equivalen a 'existéncia
d’un aillament termic perfecte als extrems que evita que la calor escapi o entri, i per tant només pot redistribuir-se
internament. Per tant, la temperatura tendeix a un valor constant i aquest valor ha de coincidir amb la mitjana de la
temperatura inicial.
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Separacié de variables a I’equacié de Poisson 2D en dominis rectangulars.

Objetiv. En aquest darrer exemple del metode de se

paracié de variables, resolem una equacié de Poisson 2D en un

domini rectangular amb condicions de contorn de tipus Dirichlet. Dues de les quatre condicions de contorn sén no
homogenies. Abans de separar variables, homogeneitzarem tant 'equacié de Poisson (és a dir, la transformarem en

una equacié de Laplace) com una condicié de contorn, mitjangant un canvi de variables.

Problema original. Considerem les equacions

Upy +Uyy =2y  x € (0,m) ye(0,27m)
u(z,0)=0 z e (0,m)

u(z,2m) = 2722 x € (0,7)

u(0,y) = O y € (0,2m)

u(m,y) = y € (0,2m)

Passos del meétode.
(1)

Trobeu unes funcions v(z,y) i g(y) tal que el canvi de variables w(z,y) = u(z,y) —
problema original en el problema

Wz +wyy =0 x € (0,m) ye(0,2n)
w(z,0) =0 z e (0,m)

(A w(z,2m) =0 x € (0,m)
w(0,y) =0 € (0,2m)
w(ﬂ-vy) = g(y) € (07 2m)

Imposeu que la funcié w(z,y) =
associat a la funcié Y (y) i el problema associat a la funcié X ().

Resoleu el PVF associat a la funcié Y (y).

Tenint en compte els valors propis del PVF anterior, resoldeu el problema associat a X (z).
Calculeu la solucié general de la part homogenia del problema (A).

Resoleu el problema original.

Desenvolupament del métode.

(1) En imposar que la funcié w(z,y) = u(z,y) — v(z,y) compleixi equaci6é wy, + wy,y = 0 resulta

0= Wyy + Wyy = (U + Uyy) — (Vaz + Vyy) = 2y — (Vaz + Vyy) = Uz + vyy = 2y.

v(x,y) transformi el

X (2)Y (y) compleixi la part homogenia del problema (A). Escriviu el PVF

En imposar que la funcié w(x,y) = u(z,y) — v(x,y) compleixi les condicions de contorn corresponents als

costats inferior, superior i esquerre ens queda
0= ’UJ(O, y) = U(O, y) - U(Ovy) =0- U(Oa y)
0=w(x,0) =u(x,0) —v(x,0) =0 — v(z,0)
0 = w(x,27) = u(z,27) — v(z,27) = 272 — v(7,27)

= v(0,y)=0
= v(z,0)=0
= v(x,27) =222
Necessitem una funcié v(z,y) que compleixi aquestes quatre condicions.

busquem aquesta funcié en forma de variables separades: v(z, y)
anteriors equivalen a

X" ()Y (y) + X (2)Y"(y) = 2y, X(0) =0, Y (0) =0, X(x)Y (27) = 272

Una possible soluci6 és prendre X (z) = 221 Y (y) = y. BEs a dir, v(z,y) = 2y, i per tant
9(y) = w(m,y) = u(m,y) —v(my) =1 -7y

(2) En imposar que la funcié w(z,y) = X (2)Y (y) compleixi:
e L’equacié de Laplace wg, + wyy = 0 obtenim X" (2)Y (y) + X ()Y (y) = 0, 1 per tant

" "
X)) _Y'y) _ycr
X(z)  Y(y)
e La condicié de contorn w(0,y) = 0, obtenim X (0) = 0.
e La condicié de contorn w(z,0) = 0, obtenim Y (0) = 0.
e La condicié de contorn w(z,27) = 0, obtenim Y (27) = 0.

Per tant, obtenim dos problemes separats:

X"(x) + AX(z) =0 Y (y) = AY (y)
(“){ X(0)=0 (b){ Y(O)y:O:Yy(Qw)

El problema (b) és un PVF amb condicions de tipus Dirichlet associat a la funcié Y (y).

Per tal de simplificar els calculs,
= X(z)Y (y). Aleshores, les quatre condicions
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(3) Ja hem vist que els valors propis i les funcions propies del PVF (b) sén:

Valors propis: A=\, =-n?/4 }

> 1.
Funcions propies: Y (y) =Y, (y) = sin(ny/2) nzl

(4) EDO X" (z) + A\, X (x) = 0 és lineal, homogenia i a coeficients constants. El seu polinomi caracteristic és
P(m) =m?+ \, iles seves arrels sén my o = £y/—\,, = £n/2. Per tant, la solucié general d’aquesta equacié
és

X(x) = c16™/2 4 cge /2, c1,c € R.
En imposar la condicié addicional 0 = X (0) = ¢1 + ¢ obtenim ¢y = —c¢y, i per tant

X (z) = ¢1(e"®/2 — e72/2), c1 € R.

Prenent ¢; = 1/2, obtenim la familia de funcions

6"1/2‘, efnz/Q

X,(x) = = sinh(nx/2), n>1.

(5) Aix{ doncs, els modes normals (les funcions propies) de la part homogenia del problema (A) sén
wp(x,y) = Xp(2)Y, (x) = sinh(nz/2) sin(ny/2), n>1.
En particular, resulta que, per linealitat, totes les series de la forma
= Z Bnwy(x,y) = Z B sinh(nx/2) sin(ny/2)
n>1 n>1

s6n solucions formals de la part homogenia del problema (A).

(6) En el pas anterior els coeficients f3,, havien quedat lliures, perd ara els determinem —per obtenir d’aquesta
manera la solucié final del problema (A)— imposant I'tinica condicié no homogenia del problema; que és la
condici6 de contorn al costat dret del rectangle:

9(y) = w(m,y) Zﬁnwn T, Y) Zﬁn sinh(nm/2) sin(ny/2) = Zb sin(ny/2)
n>1 n>1 n>1

on hem denotat b, = (8, sinh(nm/2). A la secci6 sobre desenvolupaments de Fourier hem vist que

27

-H" 21— (—-1)"

bn:—/ (1—ﬂ2y)sin(ny/2)dy:4ﬂ'2( )—i—— ( ), n>1
T Jo n i n

sén els coeficients de Fourier del desenvolupament en sinus de la funcié g(y) = 1 — w2y a linterval [0, 27].
I desfent el canvi de variables w(x,y) = u(x,y) — v(z,y), la solucié final és
sinh(nz/2) sin(ny/2).

u(@,y) = v(zy) +wlz,y) = 2%y + 3 smh(b#m)
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