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Analogament, podem deduir la serie del cosinus a partir de la série del sinus, utilitzant que les series
de potencies poden derivar-se terme a terme alla on sén absolutament convergents:

o % p2nt @ 20
cosx = (sinx) = (le_:o(—l) (2n—|—1)'> = ;::0(—1) @ Vo € R.

Observacio. La convergencia de les series del logaritme i de ’arc tangent en els extrems x = +1 es va
estudiar en els exemples 29 i 30.

Ezemple 33. Avaluant la igualtat In(1 — z) = —> ", 2™/n en el punt = —1, que ja sabem que
pertany a l'interval de convergencia, s’obté que fo:l(—l)”"’l% =In2.

Ezercici. Proveu que Y (1)t = m/4 i Zf:o(_l)nm =/37/6.

SERIES DE FOURIER
Es ben conegut que, fixat T' > 0, les segiients funcions trigonometriques

. T T . 2mx 2mx
(1) 1,s1n?,cos?,smT,cosT,...

sén periodiques de periode 27'. En particular, aixo implica que n’hi ha prou a estudiar-les a I'interval
[T, T] per, a partir d’aqui, estendre els resultats, de forma periddica, a tot R.

Aleshores, hom podria preguntar-se: donada una funcié 27T -periodica, es pot expressar com a
combinacid - finita o infinita - de sinus i cosinus dels indicats a (1)? Per a respondre a aquesta
pregunta ens centrarem en el cas de funcions 27-periodiques continues a trossos, amb discontinuitats
només de salt o evitables, i que denotarem per CT[-T,T].

Definicié. Donada una funcié f € CT[—T,T), es defineix la seva série de Fourier com la série

F(x) = %) + Z (a,wos% —l—bnsin%)
n>1

on els coeficients (an)n>0 1 (bn)n>0 venen determinats per les integrals
1 /T nmx
ap, = = x)cos —— dx, n >0,
o= g r@es T >

1 T
b, = T[Tf(x)sinn—?dx, n>1.

Observeu que el terme

ao_ 1 T
“ o /_Tf<x>da:,

és justament el promig de la funcié f a [-T,T]. Veieu la pagina de Wikipedia dedicada a les series
de Fourier per saber més coses sobre ella.

Una aproximacié finita de la serie de Fourier de f s’obté sumant fins al terme N-ésim, és a dir,

N
Q, nmnr . nmx
‘FN(I):?O—F E ((I',LCOST—F()TLSIHT)
n=1

Aquesta aproximacié s’anomena suma parcial N-ésima. Fins ara, la série de Fourier d’una funcié
f € CT[-T,T) és una serie formal associada a ella. Més endavant indicarem quan realment constitueix
una veritable aproximacié de la funcié f i sota quines condicions.
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Seéries de Fourier de funcions parells i senars. Si la funcié f € CT[-T,T] té simetria parell o
senar, aquest fet simplifica els coeficients de la seva serie de Fourier. En efecte:

e Si f € CT[-T,T)] és parell, aleshores b, =0,n >0 i
2 (T 2 (T
aozf/o f(z) de, an:T/O f(m)cosn—;xdx, n>1

e Si f € CT[-T,T)] és senar, aleshores a,, = 0,n >0 i

2 T
bn:f/o f(x)sinn—;:rdfc, n>1.

Exemple: ona quadrada. Les series de Fourier sén molt utilitzades a banda de la Matematica,
a moltes disciplines com, per exemple, I’Electronica. En particular, una de les funcions a les quals
g’aplica és ’anomenada ona quadrada, definida de manera periodica com

@ uo = {7} L

Si calculem els coeficients de la seva série de Fourier tenim

1 /7
ap = T/_TU(x)dxzo,
1 [T nmT < e SR .
an = T U(z) cos a dxr =0, perque és senar i I'interval és simetric respecte de 1’origen,
-T
1 (7 2 2 (T 2(T r
b = [ U e =% [ s - 2 (e |
2 0 sin és parell
= f—(cosmrfcos()): 4 o,
nm —— sin és senar.
Aleshores, la seérie de Fourier de U en [—T,T] és
4 nrr 4 — 1 (2k 4+ 1)mzx
3 Fi = —sin — = — i .
3) ul@)= > osing WZ(%H)SIH T
n>1,senar k=0
1.5
1t |I i wﬂ
0.5
0 L
-0.5
1 uﬁ W || |]‘| ’||J
-1.5 :
3 2 1 0 1 2 3

FIGURE 4. Grafiques de les aproximacions finites de Fourier de I'ona quadrada (2):
en blau per a N = 3 i en vermell per a N = 21.
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Convergencia de la série de Fourier. Fins ara la serie de Fourier 'hem considerada només de
manera formal, és a dir, no ens preguntat si en avaluar-la a un punt zg concret s’obté una serie

numerica convergent o no.
El segiient Teorema mostra la relacid, per a xq fixat, entre el valor f(xo) per a una funcié f €

CT[-T,T) prou regular i el valor de la série numeérica F(zg), obtinguda en avaluar la série de Fourier

associada a f al punt xg.

Teorema (Dirichlet). Suposem que tant f com f' son de classe CT[-T,T)|. Sigui
+oo
_ag nwx . nTT
.F(IE) = 5 +ZO(0J”COST +bnSHlT)

la seva série de Fourier associada. Considereu f estesa de manera periodica a tot R. Aleshores:
(1) Six. és un punt de continuitat de f, es verifica que
F(ze) = f(ze)

(2) Sixgq és un punt de discontinuitat de f, es verifica

Flag) = % (f=) + f(x7))

on f(:r;r) i f(xy) son els limits per la dreta i per ’esquerra de f en x4, respectivament.

Ezemple 34 (Ona quadrada (continuacid)). Per exemple, si avaluem la série de Fourier de l’ona
quadrada (3) als punts 2o = —1/2,01 1/2 s’obté:

4R 1 T AN (—1)k
Fu(l/2) = =Y ——sin(2k+1)- = — =1,
u 7rk§::02k+1 2 w§2k+1
Fu(l/2) = 0,
Fu(=1/2) = —Fu(1/2)=—1.

Observeu que als punts . = 1/2,—1/2, on la funcié U és continua, s’obté
Fu(1/2) =U(1/2),  Fu(-1/2) =U(-1/2),
mentre, en canvi, a x4 = 0, on hi té una discontinuitat,
UO) +u0") -141

Fu(0) = 5 = 0,

el punt mig del salt en aquest punt.

Ezemple 35. (a) Trobeu la serie de Fourier de la funcié f(x) =  + 7 a linterval —7 < z < 7.

(b) Useu (a) per demostrar que
T b 1 1,
4 3 5 7

(a) Calculem primer els coeficients del desenvolupament.

1 ™ 1 T ™
aozf/ (x—i—w)dm:(/ :vdx+7r/ x>:27r,
™ ™ -7 -

—T
s

1 (7 1
an:f/ xcosm;dm+f/ mcosnzrdr =0,
™

L -7
1 /M . 2 [Tz

b, = — rsinnzdr = — — (—cosnz) =
TJ TJo n

2 7T 2 [T 2
= {—E cosnx] + —/ cosnxdr = = (—1)"T1
n o nrm ) n
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per n=1,2,3,... on s’ha tingut en compte que x i x cosnz sén funcions senars i per tant,

/xdx:/ rcosnedx = 0.

El desenvolupament de Fourier de la funcié f(x) resulta doncs:

n+1
=7m4+2 Z sin nx.
Aplicant el teorema de Dirichlet tenim d’una banda:
(4) F(z)=x+m,

per tot —m < & < 7 on hi ha continuitat, mentre que en x = :

Jert) + fE) 1

2 2

(b) © = —m/2 és un punt de continuitat de la funcié f(z) = = + 7 a linterval —7 < < 7.
Aleshores, segons (4) és F(—m/2) = —m/2 4+ 7 = m/2. Per tant, substituint a (4):

”+1 . (2k—1)7 >
f( > +2Z +2Z2k_1m 2 z::

F(m)=F(-m) = (0+27m) =

k+1 7.(.

on hem usat que sin 2 = 0 si n parell i que si n = 2k — 1 és senar llavors
2k — 1
sin % = sin% = (—1)k+1
Per tant
T = (—1)FF! 11 1
- = =1l ——- 4+ - —=+...
4 ; 2k —1 3 * 5 7 *

Algunes primitives tutils. Les segiients primitives poden ser 1tils per al calcul de series de Fourier.

e Multiplicant per la funcié x, per an > 1

1
/mcos%dm = W(WTmcsin (%) + T2 cos (F;m)) +C,
1
/xsin —n;x dex = a3 (mec cos (L;x) — T?sin (—W;x) > +C.

o Multiplicant per la funcié z2, per a n > 1:

1
/:1; cosnTﬂdx— —.3 ( 2Tn%z? sin (L;l) + 27T %nzx cos (Z“ﬂ) —2T351n(7T;x)> +C

mentre que per al sinus, tenim

1
/xQSinn—;xdx: _7r3n3( 2Tn%2? cos (WTE) — 27T?nz sin (WTE) — 273 cos (7r;x)) +C.

Aquestes integrals es simplifiquen si w = T

/xcos npde = M sin (nm);— cos (nx) ‘e /xsin g dp — _ ECOS (nx)Q— sin (nx) ‘e
n n

+C,

/ 2 _ 2naxcos (nx) + (n%a? — 2) sin (nx)
z°cosnrdr = 3
n

2nasi — (n22? -2
/x2 sin ng do = 2L Sin (nz) — (nx ) cos (nx) L

n3



15

Integracié i derivacié de séries de Fourier. Suposem que tant f com f’ sén CT[—T,T] i sigui

a nrx nwx
F(x) = 50 + Z (ancos% —i—bnsin%)
n>1
la serie de Fourier associada a f. Aleshores:
e La integral de f en un interval [, 3] C [-T,T] es pot obtenir ’integrant terme a terme’

p ao(B — ) T . nTx nwxlh
A f(x)da;‘ = # + ’r; E |:6Ln sin T — bn [¢0)] T:|

[0}

e En particular, la funcié integral es pot calcular integrant la série de Fourier terme a terme’:
size[-T,T:

z ao T . nmx nmx
/0 f(z)dx = ?m—&—;a (ansmT —anOST +bn)

La part dreta no és 2T-periodica llevat que ag = 0 (noteu que agx/2 no és periodic si ag # 0).
e Si, a més, f € C[—T,T], aleshores la série de Fourier de f’ pot obtenir-se derivant 'terme a

terme’:
nwx

Fpi(x) = Z % (—an sinT + by, cos ?)

n>1



