Separacion de variables en la EDP de ondas 1D

Caso 1. Condiciones de Neumann homogéneas:

Ugr = C’ue, x €]0,1],
u(x,0) = f(x), u(x,0)=0 < cond. iniciales
ux(0,t) = wux(m,t) =0 < cond.frontera (Neumann)

Soluciones bésicas (modos normales/ standing waves):
un(x, t) = Xu(x) Ty(t) = cos(nx) cos(ent), x €[0,7], n=0,1,2,3,...

Todos cumplen a las condiciones de frontera. uy(0,t) = uy(m,t) = 0.
Ejemplo: n=3,t € R:

Tambiéncumplanala EDF
l"' y ala condiciéninicial
U,(x,0)=0

/6

r

Pero no cumplan a la
condicién u(x,0)=f(x) !
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También cumplan a la EDP
y a la condición inicial
u (x,0)=0
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Pero no cumplan a la
condición u(x,0)=f(x) ! 


Solucién general: suma de todos los modos normales:

o0

u(x,t) = Z ap cos(nx) cos(ent), x € [0,7],
n=0
u(x,0) = Z ap cos(nx) = {una serie de Fourier}
n=0
= ap + a1 cos(x) + ap cos(2x) + ... = f(x) <« perfil inicial

Ejemplo: f(x) =1 —2cos(3x). Entonces,
ao:l, 31232:0, 33:—2, 34235:"':0,y
u(x,t) =1 — 2cos(3x) cos(3ct).

f(x) es general (pero f'(0) = f'(w) = 0), entonces
a > 2 (7

x) =2 +Z apcos(nx), a,= — / f(x)cos(nx)dx, n=0,1,2,...
2 n=0 0

s

SiL#nm = {x—xn/L, t > tnw/L}:

u(x, t) = % + Z ap cos(nmx/L) cos(c nwt/L), x € [0, L],
n=1

ao 2 [t
u(x,0) = =5 4k Za,, cos(nmx/L) = f(x) | an = Z/o f(x) cos(nmx/L) dx
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Separacion de variables en la EDP de ondas 1D.

Caso 2. Condiciones de Dirichlet homogéneas:

ue = Cuw, x€[0,L], L=m,
u(x,0) = f(x), wu(x,0)=0 < cond. iniciales
u(0,t) = wu(m, t)=0 <« cond. frontera (Dirichlet)

Soluciones bésicas (modos normales):
un(x,t) = Xn(x) Ta(t) = sin(nx) cos(ent), x € [0,7], n=1,2,3,...

Todos cumplen a las condiciones de frontera (Dirichlet)
ux=0,t)=u(x=m,t)=0.
Ejemplo: n = 3,t € R: ondas estacionarias:

u(,0)

i




Solucién general: suma de todos los modos normales:

u(x,t) = Z by sin(nx) cos(ent), x € [0, 7],
n=0
u(x,0) = Z by sin(nx) = {la serie de Fourier}
n=0
= bysin(x) + bpsin(2x) +--- = f(x) <« perfil inicial

Ejemplo: f(x) = sin®(x) = % (3sinx — sin(3x)). Entonces, la solucién
de la EDP con dichas condiciones:

u(x,t) = %sinx cos(ct) — %sin(3x) cos(3ct).

Si f(x) es general (pero f(0) = f()), entonces

F(x) = bnsin(nx), by = 3/0 f(x)sin(nx)dx, n=1,2,...
n=1

™
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f(x) = Z b, sin(nx), b, = E/0 f(x)sin(nx)dx, n=1,2,...
n=1

™

Ejemplo: f(x) = —x? + xm. Observamos que f(0) = f(7) =

bnzg/ (—x2+x7r)sin(nx)dx:—4(mns_1:{ 0, n=2,4,.
0

T m™n ﬂ.n3’

Entonces, en [0, 7]:

3| o

f(x)=—x®+xm =

. sin(3x sin(5x sin(7x
<sm(x)+ §3 )+ 5(3 )+ 7(3 )+)

Si f(x),x € [0, L], f(0) = f(L) = 0 (cond. Dirichlet), entonces

Zb sm( /f sin nx )dx

135..
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Separacion de variables en la EDP de calor 1D.

Condiciones de Dirichlet homogéneas:

U = Kue, x€][0,L],
u(x,0) = f£(x), < cond. inicial
u(0,t) = wu(L,t) =0 < cond. frontera (Dirichlet)

Buscamos la solucién en forma u(x, t) = X(x) T(t).
Soluciones bésicas (modos normales):
un(x,t) = To(t) Xa(x) = ef"zﬂzkzt/Lzsin(mrx/L), n=1723,...

Todos cumplen a las condiciones de frontera u(0, t) = u(L, t) =0,
y lim;— o0 Un(x, t) = 0 para toda x € (0, L).
Solucion general: Combinacién lineal de todas tales soluciones:

0 %) 2
u(x,t) = Z b tn(x,t) = by e ™ Kt/Usin(mx/L) + by e *™ ¥t/ sin(27x /L) +

n=1

u(x,0) = Z bnsin(nmx/L) = {la serie de Fourier} Determinamos los b_n
n=1 usando la formula en la
= by sin(mx/L) + bysin(2mrx/L) + --- = f(x)  pagina anterior.
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Si las condiciones de Dirichlet no son homogéneas:

up = K’uy, x€ [0, L],
u(x,0) = f(x),
u(0,t) =a, u(L,t)=b, a,b>0;=const

se puede homogenizar el PVF poniendo
u(x, t) = v(x, t) + w(x),

de manera que w es funcién lineal y w(0) = a, w(L) = b. Por tanto
w(x) =a+ (b—a)x/L.

Puesto que w(x) es linear en x y no depende de t, esa funcién cumpla a
la EDP w; = k®w,, tal como a las condiciones de frontera.

Luego, para v(x, t) = u — w tenemos el PVF ya homogéneo:

v = Kve, x€[0,1],
v(x,0) = f(x) — w(x) = f(x) — [a+ (b — a)x/L], + funcién ya conocida
v(0,t) = v(L,t) =0

y para resolverlo aplicamos el método conocido de separacién de
variables.
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Separacion de variables en la EDP de calor 1D

Condiciones de Neumann homogéneas:

ug = k2Uxx» x € [0, L],
u(x,0) = f(x) <+ cond. inicial
ux(0,t) = wux(L,t) =0 < cond. frontera (Neumann)

Se trata del caso de aislamiento térmico en las fronteras x = 0,x = L.
Buscamos la solucién en forma u(x, t) = X(x) T(t).
Soluciones bésicas (todas cumplan a las condiciones de frontera):

2
un(x, t) = To(t) Xa(x) = e "™ Kt/L cos(nrx/L), n=0,1,2,3,...
Solucién general:

u(x,t) = % 4 Z ap Up(x,t) = % + a1 e‘”2k2t/L2cos(7Tx/L) +---, x€lo,L

n=1

oo
a
u(x,0) = 50 + Z a, cos(nmx /L) = {la serie de Fourier} = f(x)
n=1
Observamos que si f(x) # 0, entonces ap # 0 y la solucién u(x, t) NO
tiende a zero cuando t — 0o: lime_, oo u(x, t) = ag/2.
Se preserva el calor total _fnL u(x, t)dx = L ag/2=const.


Yuri Fedorov
Resaltado

Yuri Fedorov
Texto escrito a máquina
/2 .

Yuri Fedorov
Texto escrito a máquina
/2

Yuri Fedorov
Texto escrito a máquina
2

Yuri Fedorov
Texto escrito a máquina
2




