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Calcul Il
LTema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

La transformada de Laplace

Figura : Pierre-Simon Laplace (1749-1827)



Calcul Il
L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Definicid de la transformada

» Suposem una funcié continua f : (0,+00) = R, f = f(t)

» S'anomena la seva transformada de Laplace (o
L-transformada) a la funcié L[f] (també s'escriu L[f(t)])
definida per la seglient integral impropia en funcié del
parametre s:

+oo
CIF(D](s) = F(s) = /O St (¢)dt

sempre que la integral sigui convergent per algun valor del
parametre s. Altrament direm que la L-transformada no
existeix.

» El domini de definicié de L[f] és el conjunt de valors s € R
per als quals aquesta integral convergeix.



Caleul 1l
L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).

L3.1 La transformada de Laplace
:

Primer exemple |

» El cas més senzill f(t) =1, peras >0

_stt=+0o0

t=0

mentre que la integral és divergent per a valors s < 0.

» L'exponencial f(t) = e, per definicié

+oo
L[e'](s) = / e Steldt =
0
1—s)t] t=+o00 1 1

+o0
/ Q(1-9)t gy [e(
0 1 — S

sempre que s > 1. Altrament, la integral divergeix.

t=0



Caleul 1l
L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Primer exemple Il

» Tots dos casos es poden posar en un mateix cas (el que
apareix a les taules de transformades). En efecte, si a € R,

+o0
L[e™](s) = / e e?dt =
0
t=+4o0

+ —
/Ooe(a—s)tdt e(a s)t _ -1 B 1
0

a—s a—s s—a
t=0




Caleul 1l
L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Algunes transfomades basiques

» La transformada de tP per qualsevol p € N

p!

£[tp](5) = Spﬁ, s>0
» Transfomades de les funcions trigonométriques, per qualsevol
beR
. b s
L][sin bt](s) = L][cos bt](s) s>0

s2 4 b2 T 24 b2
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Propietats de la transformada de Laplace |

» La transformacié de Laplace és lineal

LIf(t) +g(t)] = L[F(t)] + L[g(t)]
LIMV(8)] = AL[F(1)], AeR

sempre i quan les transformades estiguin definides.

» Aplicacio a les funcions hiperboliques. Recordem que

bt | n—bt bt _ ,—bt
cosh(bt) = i, sinh(bt) = € ©
2 2
! 1 1
bt —bt
= — _ 0
Ll = 5, Lle ™=, s>
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Propietats de la transformada de Laplace Il

1 1 1 s
£[COSh(bt)]:§(s—b+S+b) =2 s>0

. 1 1 1 b
/_',[smh(bt)] = 5 (S ~b — s+ b) m, s>0

» Canvis d’escala. Per mitja del canvi de variable, per tot
a>0,

clf(at)] = ~£lf(0] (5)
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Propietats de la transformada de Laplace IlI

» Per exemple, comprovem que es compleix per a f(t) = e’:

E[eat] — %a

S
1 (3) - 1

ST

» Teoremes de translacié (1) De nou, per canvis de variable:

L[e*F(t)] = L[f)(s +a), acR.
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Propietats de la transformada de Laplace IV
» Per poder considerar la translacié dins de la transformada,

convé que usem la funcié esgraé unitari en a, U(t — a) on
U(t) queda definida per

1 sit>0 1 sit>
Uy =4 T Ut-ay=4
0 sit<O 0 sit<a

10

0gr

0.6 -

04 -

03r
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Propietats de la transformada de Laplace V
» Teoremes de translacié (I1):

LIF(t — a)U(t — a)] = e = L[F(t)](s), a>0

» Transformades de derivades. Operant per parts, si
f :(0,+00) = R és k cops derivable, aleshores,

L[D*f](s) = s*L[f](s)—s"1f(0)—s*2f'(0)—...—D*"1f(0),

on DY representa la derivada j-&sima.

» Per exemple, prenent f(t) = sin bt, com que f'(t) = bcos bt,

L[bcos bt](s) = sL[sin bt](s) — b,
L[—b?sin bt](s) = s>L[sin bt](s) — b

i d’aqui deduir el valor de la transformada del sinus.
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Propietats de la transformada de Laplace VI

» Transformades d’integrals. Com a resultat del teorema
fonamental del calcul,

c Uot f(T)dT] _ A1

S

» Tot aixd ve motivat per la solucié d'equacions diferencials, en
particular, en la resolucié de les equacions que apareixen en
circuits electronics.
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Aplicacié a les equacions diferencials |

Suposem el seglient problema per a la intensitat en un cert instant
t d'un circuit format per una pila DC de 60 volts DC, un inductor
de 4H i una resisténcia de 1202:

4/'(t) +12:(t) =60, 1(0)=0

L=t

R=12

EMF=60
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).

L3.1 La transformada de Laplace

Aplicacié a les equacions diferencials Il

Podem calcular la transformada de Laplace de cada terme:

L[4 ()](s) = 4L['(1)](s) = (SE[( )]) = 4sl(s)
L[12(1)](s) = 12L[(1)](s) = 12/(s)
L[60](s) = 60/s

on I(s) = L[i(t)](s) és la transformada de Laplace. L'equacié
diferencial d'abans es converteix en una equacié polinomial en /(s)

4sl(s) + 12I(s) = 650 = I(s) = 5(1263_45)

Si som capacos de trobar I'antitransformada, aleshores ja haurem
trobat la forma del corrent. Concretament, veurem que

I(t) = —5e 3t +5.
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Aplicacié a les equacions diferencials |l

En efecte, fent la descomposicié en fraccions simples,

60 5 5

s(12+4s)  s+3 s

i clarament,

5
s+3

L[-5e739](s) = —
£l(s) = 2

d’on obtenim la solucié de I'EDO.
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Més propietats de la L-transformada |

» Producte i divisié per un monomi Derivant sota el signe
d'integral
L[tPF(t)] = (=1)PDPLIf(¢)]

> Aplicacié (teorica). Si existeix lim;_ g+ f(t)/t = L, aleshores,

C [@} - /s = F(o)do, F(s)= L[f(t)]
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).

L3.1 La transformada de Laplace

Més propietats de la L-transformada I

> Producte de convolucié La idea és trobar un " producte” x
de manera que, si f i g tenen L-transformada:

L[f]-Llg] =L[f=g]
N—_——

Producte de funcions

i per aixo es defineix el producte de convolucié de dues
funcions com

(f*g)(t):/otf(T)g(t—T)dT, t>0

que compleix I'equacié anterior sempre que existeixin les
transformades de f, g i de L[f] i L[g].
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Funcions Delta de Dirac |

» El producte de convolucié pot ser complicat de calcular, a
excepcid d'alguns casos especials.

» Una d'aquestes és la funcié § que, intuitivament, pren el valor
0 a tot R excepte en 0 que val +00. De fet només usarem la
propietat que J(x) =0 si x # 0 i que

/5(t)dt: 1, /f(t)d(t)dt _ £(0), f € C\(R).
R R

» La 0 es pot desplagar considerant d(- — a), a € R de manera

que
/5(t— a)dt =1, / F(£)3(t — a)dt = £(a), f € CL(R).
R R
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Funcions Delta de Dirac |l

» La funcié § té una transformada que es pot calcular
directament usant aquestes propietats

+o0o
C[5(t — a)](s) = /0 e~St5(t — a)dt = e,

+oo
L[6(t — a)f(t)](s) = / e '5(t — a)f(t)dt = e *f(a).
0
» El producte de convolucié per una § també és facil de calcular

0 t<a
f(a) t>a

(6(-—a)=f)(t) = /Otd(T —a)f(t—71)dr = {

que no és altra cosa que f(a)U(t — a).
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Problema 25 de la llista |

Resoleu I'equacié
y" +2y' +2y =4(t —3m)cost, y(0)=1,y'(0)=-1
Sigui Y(s) = L[y(t)](s). La transformada de la part esquerra és
(s 4+25+2)Y(s) —s— 1
mentre que la la part dreta és, com hem vist abans,
L[6(t — 37) cos t](s) = e >™ cos 3w = —e 37
Aixi, la solucié per a la transformada és

B s+1 e 37
0 2425+2 s2425+42

Y(s)



Caleul 1l
L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Problema 25 de la llista |l

Anem a calcular I'antitransformada dels dos termes. Com que

S2+2s+2=(s+1)°+1

és clar que
s+1 _t
- = t).
s2 425+ 2 e cos(t)
i que
! e 'sin(t)
_—= in(t).
s24+ 2542
Necessitem calcular I'antitransformada amb e~3™ davant:
e Lle— (3 i
m = [e Sln(t—37r)u(t—3ﬂ')](5)

—sint
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Problema 25 de la llista Il

Aixi doncs, la solucié que ens demanen és

y(t) = e cos(t) + e 3 sint - U(t — 3m)
= (cost + > sint - U(t —3m)) e "
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Problema 4 del 19/01/2016 |

Resoleu I'equacié diferencial
Y'+y' +y=0

amb les condicions inicials y'(0) = =t i y(0) = 1.
» La funcié y = y(t) és la incognita i en primer lloc calcularem
I'equacié que satisfa la seva transformada Y(s) = L[y(t)](s).

» Férmules per a la transformada de la derivada (aqui usareu les

c.i).
(s> +s+1) Y(s)—s—%zO
N’

polinomi caracteristic

s+%
s24s+1°

» Trobar Y(s) =



Caleul 1l
L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Problema 4 del 19/01/2016 Il

» Trobar la solucié com a antitransformada de

s+ 3
V) =3 1/2)22+ 3/~ ¢
G(s) = ﬁ, (s) = L |cos \?t] (s)

i usant les férmules de translacié
3 1 3
V3 (5—1-5) =L [eé cos%t]

Y(s)=L [cos Tt
de manera que la solucid és




Caleul 1l
L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Problema 3 8/6,/2016 (ressonancia) |

Resoleu I'equacié diferencial
y" +y =sin2t

amb les condicions inicials y'(0) = —1 i y(0) = 0.

Solucis: )
sin 2t

3

1
t) = —=sint —
y(t) = -3
Feu el mateix amb I'equacié diferencial
y'+y=sint

amb les condicions inicials y'(0) = =t i y(0) = 1.
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Problema 2 del 9/6/2015 (antitransformacid) |

Sigui
1
F(s) = L[f(t =
(s) = L[f(t)](s) e
Calculeu I'antitransformada de
2s+1
(249
» Observem que si fem
1 1 1

F(s+1)

T (s+1)2—(s+1) 2+2s+1-s-1 s+s
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Problema 2 del 9/6/2015 (antitransformacid) I

» Per tant, usant les férmules de translacié

Lle " f(D)(s) = LIF(D(s) = 1+ s

» Observem ara que el que ens demanen és precisament menys
la derivada, és a dir

d (1 \_pf 1 \__ 2+1
ds \s2+s) ~\s2+s)  (s2+5s)?

i per tant usem la formula per a la derivada de la transformada

s24+s

D (L) — _DLle tF(1)] = LltetF(2)]
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Problema 3 del 9/6/2015 |

Calculeu I'antitransfomada de Laplace de la funcié

e (s +1)

F(s) = ——-
(s) s24+25+5

> Les arrels del denominador sén —1 + 2/ i, podem completar
quadrats com segueix:

$2+25+5=(s+1)2 42
» Observem que

s+1 - s+1
s24+25+5 (s+1)2+22

= L[cos2t](s+ 1)
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.1 La transformada de Laplace

Problema 3 del 9/6/2015 Il

» Per tant, per les férmules de translacié

s+1

—————— = L[e " cos 2t](s
s2+25+5 [ I(s)
» Finalment, només cal tenir en compte I'exponencial

_2s s+1

m = £[6_2t cos 2t — 4Ll(t — 2)]

Solucié f(t) = e t*2cos(2t — 4)U(t — 2).



Caleul 1l
L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L-3.2 Series de Fourier

Séries de Fourier

Figura : Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.2 Series de Fourier

Funcions periodiques continues a trossos

>

>

Fixem un periode T > 0 i un interval basic [-T, T] C R.

A partir de la seva definicié a [~ T, T| considerarem la seva
extensié periodica a tot R de manera que el periode sigui 2T.

En el tema tractarem amb funcions 2 T-periodiques continues
a trossos, que denotarem per CT[—T, T].

Considerarem funcions amb discontinuitats de salt o evitables.

Un exemple basic sén les funcions

T . 27X 27X

. WX
1,sin —, cos ,sm?,cos?,...

T T
La idea de Fourier és expressar funcions peridodiques com a
sumes (infinites) d'aquestes.

Veieu la pagina de Wikipedia dedicada a les series de Fourier


https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_series
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.2 Series de Fourier

Ortogonalitat a CT[—T, T

Igual que a R", el problema de I'aproximacié esta relacionat amb
I'existencia d'un producte escalar a CT[—T, T]:

T
(fg) = [ f(ebde, fige CT-T,T]
-T
i de la seva norma i distancies associades

Il = V(. £), d(f.g)=IIf — &l

Amb aquesta metrica, es comprova que les funcions basiques:
. TX TX . 27X 2mx
1,sin - cos 7,sm - cos i
sén mutuament ortogonals (el producte escalar val zero) i que
totes tenen norma /T excepte la funcié 1 que té per norma

Il = /(1,1) = V2T
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.2 Series de Fourier

Definicid de les séries de Fourier

Per a funa funcié f € CT[—T, T], es defineixen els seus
coeficients de Fourier com les successions (a,)n>0 i (bn)n>0
definides per les integrals

:1/T

/ cos—dx n>0

/ sinﬂdx n>0

i la seva serie de Fourier associada com

Fif] = ——i— a,,cos +b sin 17X
> ( 7)
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L-3.2 Series de Fourier

Aproximacions de Fourier
La suma parcial n-ésima de la serie de Fourier aproxima la funcié:

Fnlf] = -I—Z (a,,cos + b, sin nLTx)

Veieu la pagina de Wlklpedla dedicada a les series de Fourier

Seéries de Fourier de funcions parells i senars
» Sif e CT[—T,T] és parell, aleshores b, =0,n>0i

:—/ x)dx, a,,——/ x)cos—dx n>0

» Sif € CT[—T, T] és senar, aleshores a, =0,n>0i

2 T
b,,:?/o f(x)sinmrTde, n>0



https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_series
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.2 Series de Fourier

Exemple: La funcié impuls
Serie de Fourier de la funcié impuls U definida en [—m, 7.

U(t) = 1 sitel0,n],
|0 site[-m,0)

(el valor que prengui en un punt no importa en de calcul de F)

dg = 1
a, = 0
0 si nés parell,
bp = ) o
= si nés senar,
nm

de manera que la serie de Fourier de U en [—m, 7] és

[e.e]

2 . 2 )
.F[Z/{] = Z Esln nX:Zmﬂn (2P+1)X
n>0,Senar p=0
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.2 Series de Fourier

Convergencia de la serie de Fourier

» Fins ara la série de Fourier només |'"hem considerada
formalment, i.e. sense donar valors a x.

» Considerar la convergencia de la serie de Fourier significa fer
Flfl(x0) = lim Fy[fl(x0) =
N—oo

N
im 2 n < nmx © b nwx)
im — E a, cos —— nSin ——
T T
n=0
» També ens podem preguntar si, en el cas que existeixi
convergencia de la serie de Fourier en un punt xg, aquesta

convergeix a f(xp).
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.2 Series de Fourier

Teorema de Dirichlet
Suposem que tant f com f’ sén de classe CT[[—T, T] Aleshores:

1. Sixc € (=T, T) és un punt de continuitat de f, es verifica
que

FIFl(xe) = f(xc)

2. Sixg € (—T, T) es un punt de discontinuitat de f, es verifica
1 -
Flfl(xa) = 5 (Fx) + Fxg))

on f(x}) i f(x;) sén els limits per la dreta i per I'esquerra de
f en xg4 respectivament.

3. En els extrems de l'interval T, — T es satisfa

1

FINT) =5 (F(TH) +£(T4)

N
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L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.2 Series de Fourier

Exemple redux |

Considerem com abans la funcié graé U a [—=, 7]:
» Sixc € (—m,0)U(0,7), fif’ (identicament zero) sén
continues en x. i compleixen que F[f](xc) = f(xc). Per
exemple, aixd ho podem comprovar per al valor x. = 7/2:

[e.9]

1=u(3)=Fu(3z) = ;+,§ (2pj— D) 5" P

(=1)°

2 P 1 2
3t 2 Gpimatai "
2 (2p+1) 2 T

p=O0a 2
arctanl
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L-3.2 Series de Fourier

Exemple redux Il

» Dins l'interior de I'interval, I'Ginic punt de discontinuitat és
xq = 0. El teorema de Dirichlet conclou que

U@ +U@O) 1

Flu)(0) : -

mentre que, en termes de la serie de Fourier

FU] (0) = %Jr;)ﬁsin(Zp—i- o=
P= 0
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L-3.2 Series de Fourier

Exemple redux Il

» Una cosa similar succeeix quan x4 = m, I'extrem de l'interval

UE) +U(-1) _

Flu)(m) = .
1 1 & 2 . 1
§_§+;msm(2p+l)ﬂ-—§

= 0
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L-3.2 Series de Fourier

Problema 29 |

Problema 29
(a) Trobeu la série de Fourier de la funcié f(x) =x+ 7 a
I'interval —m < x < 7.
(b) Useu (a) per demostrar que
1 1 1

A +
4 3 5 7 7

(a) Calculem primer els coeficients del desenvolupament.

1 ™ 1 T s
ao:—/ (x+7r)x:—(/ xx+7r/ x):27r,
™J—x ™ -7 -7

1 ™ 1 ™
a,,:—/ xcosnxx~|——/ mcosnxx =0,

T ) T J)_r



Caleul 1l
L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L-3.2 Series de Fourier

Problema 29 Il
1 (7 2 (7
b,,:—/ xsinnxx:—/ f(—cosnx):

T ) )y n
271 x Q 2 2
- [——cos nx] +— [ cosnxx=——(-1)",
7wl n o nmJg n

per n=1,2,3,... on s'ha tingut en compte que x i x cos nx sén

funcions senars i per tant,

s ™
/ xx=/ xcosnxx = 0.
—T —T

El desenvolupament de Fourier de la funcié f(x) resulta doncs:

Ff](x) _7T+2Z — )n+1 sin nx.
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L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L-3.2 Series de Fourier

Problema 29 I

Aplicant el teorema de Dirichlet tenim d'una banda:
FIfl(x) = x4+, (1)
per tot —m < x < 7 on hi ha continuitat, mentre que en x = 7:

(=m")+ (=)

FIfl(m) = FIA(-m) = "

1
= 5(0—1—271') = .

(b) x = —m/2 és un punt de continuitat de la funcié f(x) = x + 7
a l'interval —m < x < 7. Aleshores, segons (1) és
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Problema 29 IV
F[fl(-m/2) = —7/2 4+ m = 7/2. Per tant, substituint a (1):

1)n+1 nm
FIf(-Z) = el
[F1( ) 7r-|-22 sin
——
(*)
(%) sinr =0 si n parell
X ) =
sin oF = sin M = (=1)P*1 si n senar
o)
o o)
- 2 — n
T+ ,;l 2 —1 sin T+ 2 Z2p—1
Per tant
i D7l FESE
2p -7 35
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Problema 29 V

Feu també els problemes 30 i 31.
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L3.2 Series de Fourier

Algunes primitives utils (afegir C) |

Multiplicant per la funcié x, sempre que n > 0

il

TNnXx 2 mnx
/xcosﬂd 7 Tnxsin (Z) + T2 cos (%)

22
Tnx\ _ T2ain (TNX
/xsm nmx o 7 Tnx cos (T8 znz T?sin (™)

Multiplicant per la funcié x?, sempre que n > 0

nmwx
x? cos ——dx =
T

w2 Tnx sm( )-|—27TT2nxcos(“$X) —2T3sin (T)
m3n3
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Algunes primitives utils (afegir C) Il

mentre que per al sinus, tenim

5 . Nmx
dx =
/x sin T dx =

T2 Tn?x? cos (™) — 2w T?nxsin (T) — 2 T3 cos (™)

w3n3
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Algunes primitives utils
Les integrals es simplifiquen si m = T:

/Xcos nxdx = 223N (nx) + cos (nx) L c

2
/xsin nxdx — — X8 (”X)z— sin (nx) L
n
2 2,2 _9)si

/chos nxdx = nx cos (nx) + (r73x ) sin (nx) L C
n

/X2 sin nxax — 2SI (7x) = (n§X2 — 2) cos (nx) +C
n

Per exemple, podem fer el problema 4 del 8/6/2016.



Caleul 1l
L Tema 3: Transformada de Laplace i series de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
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Integracié i derivacié de series de Fourier |

Suposem que tant f com ' sén CT[—T, T] i sigui

_a BT i X
Fif] = 5 —i-;)(ancos T + by sin T)

» La integral de f en un interval [a, 5] C [T, T] es pot obtenir
'integrant terme a terme’

B

a

p ao(p — «) T nmx nmwx
f(x)dx = ———= + — |apsin — — b, cos —
/a (x) 2 ;)mr[ T T]



Calcul Il
L Tema 3: Transformada de Laplace i séries de Fourier (Oh teor. i 8h prob).
L3.2 Series de Fourier

Integracié i derivacié de series de Fourier |l

» En particular, la funcié integral es pot calcular integrant la
serie de Fourier 'terme a terme’: six € [T, T|:

/OX f(x)dx = — Z (a,, sin ;X by, cos g + b,,)

La part dreta no és 2 T-periodica llevat que ag = 0.

» Si,amés, f e CO[— T, T], aleshores la série de Fourier de f’
pot obtenir-se derivant 'terme a terme'’:

Flf(x) = Zn—_;_r ( apsin n_,_ + by cos ni_,_x)
n>0

» Si la funcidé f no és continua, aleshores la derivacié terme a
terme no funciona. Per exemple U en [—m,7].
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Convergencia en mitjana quadratica

La serie de Fourier, no sempre convergeix al valor de la funcié en
un punt, pero en una certa mitjana si:

Teorema de Parceval
Sife CT[-T,T], aleshores

;
lim /_ (f(x) — Fn[f](x))* dx =0

N—oo T

o, en termes dels coeficients de Fourier,

T . )
% /T ) = 7 /\}inoo/T(]:N[f](X)de = ?Ox + Z (a3b2)

n>0
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Series de Fourier en forma exponencial
Si recordem que la identitat d'Euler

.hmx nmx Lisi nmx
exp f—— = c0s —— + isin ——
T T T

podem escriure la série de Fourier de f com

nmx 1 T jnTx
Flfl = g c,,exp( ) = 5T _Tf(x) T dx
nez
essent
a0
o = ?
ap — ib
Ch = — 5 2 n>0
_ ib_
Cn f— w, n < 0
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