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Repas integracié de Riemann a R

Recordem, si f : [a, b] — R i anem a definir la integral

» En [a, b] prenem n intervals
de longituds Axy, ..., Ax,
amb la particié P: a = xp <
x1 << Xp_1<Xxp=b.

» La norma de la particié P,
[IP|| = max Axg.

» Per cada interval, prenem un flg) <0

punt mostra X; € [Xi, Xk+1]-

Definim la suma de Riemann associada a P i als punts mostra:

> () A
k=1
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Repas definicié integral definida a R
Definicié
La integral definida Sigui f una funcié definida en un interval

tancat [a, b]. Aleshores la integral definida de f de a a b, que es
denota com fab f(x)dx es defineix com

b
| fde= im Zf(xk)Axk

Si el limit existeix, direm que f és integrable (Riemann) en [a, b].

» No correspon a |'area per a funcions que canviin de signe.

» Si f és continua llevat d'un nimero finit de punts de [a, b] i
acotada en tot [a, b], aleshores f és integrable.
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Funcions caracteristiques i integracié sobre conjunts de R |

La integracié de Riemann sobre conjunts de R:
» Sigui Q C R acotat,
» F:QCR =R,
» Sigui / interval amb Q C /

Com que la integral de Riemann és sobre intervals, definim

1 xeQ

F(x) = f()xa(x).  xa(x)= {0 x¢Q

on x és la funcié caracteristica del conjunt €. Observem que,
sempre que la part dreta estigui definida,

| fe0= [ 70
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Funcions caracteristiques i integracié sobre conjunts de R |l

on

F | Fxi)A
/(X ||A'|r|10Z (i)

essent A una particié qualsevol de I, Ax; = xj11 — x; i ||Al| és la
norma de la particié.
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Generalitzacié a R”"

» Sigui Q acotat.
» F:QCR2 R,
> Sigui R rectangle amb Q C R.

Definim I'extensié de f a R com
. 1
f(Xa}/) = f(Xay)XQ(Xay), XQ(X7}/): 0

on x és la funcié caracteristica de €. Llavors:

/fxy /fxy

/f(x,y): lim fo,,yj Ax;Ayj,
R

[1A]l=0 <

on A és una particié qualsevol de R.
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[I-lustracid

Prenem Q la circumfereéncia centrada en (1, —1) de radi 1:
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Primera aplicacié de la integral:

» ARsitenim f: Q CR — R, amb f > 0 la integral foés
I'area delimitada per la grafica de f i el domini Q.

» També, si f : Q C R? — R amb f > 0 tindrem que [, f és el
volum que delimitada per la grafica de f i el domini

Exercici
Quant val f[o 12 1 — x? Comproveu que s'obté el mateix resultat
calculant limy_oo Sy

Resposta (Arquimedes’ style): Val 1/2.
> [0,1]* =1[0,1] x [0,1]
» La funcié f(x,y) =1 — x és positiva (veure la grafica).

» El volum sota la gafica de 1 — x és la meitat del cub [0, 1]3.
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Volums i longituds

» Donat [a, b] C R tenim que f[a b] 1=b—aéslalalongitud
de l'interval [a, b].
» El mateix es compleix per qualsevol dimensié:
1. Q C R? la seva area és A(Q) = [, 1
2. Q C R? el seu volum és V(Q) = [, 1.
3. Q C R” parlarem de la seva mesura: m(Q) = [, 1.
» En general, usarem la mesura d'un conjunt Q, m(Q), per
referir-nos a tots els anteriors.
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Propietats de la integral

» Linealitat

/af+bg:a/f+b/g.
Q Q Q

» Additivitat. Si Q = Q7 U Qs amb Q1 N Qs = 0, llavors:

[r=[ e[+
Q o Q
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El Teorema del valor mitja |

Teorema (Valor Mitja a R)
Sigui f : [a, b] — R, amb f € C%[a, b], llavors

b
/af(x)zf(c)(b—a), per algun ¢ € [a, b].

En particular, tenim les segiient acotacions

b
m(b—a)g/ F(x) < M(b — a),

on m = minycpap F(x) i M = max,c[54 f(x).

El mateix passa en dimensions més altes.
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El Teorema del valor mitja Il

Teorema (Valor Mitja a R")

Sigui f : Q C R — R", on suposem que
» ) és acotat i arc-connex (tots els punts estan connectats)
» feCoQ.

Llavors

f(x) = f(c)m(Q) peralgun ccQ,
Q

i on m(QQ) és la mesura del conjunt Q2. En particular,

mm(Q2) < /Qf(x) < Mm(Q),

on m = minyecq f(x) i M = maxyecq f(x).
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Alguns exemples |

Exercici:
Afiteu superior i inferiorment fB??(O) e . }
Com que .
e M e 10,1]
i
m(B(0)) = 47R3/3,
aleshores

0< / e IMP < 47R3/3
B%(0)
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Alguns exemples ||

Exercici:
Demostreu que

1
1/6 < — < 1/4,
/ _/Qy—x+3_ /

on 2 és el triangle de vertexs (0,0), (1,1) i (1,0).

» El triangle té area (mesura) 1/2.

» Com que la hipotenusa és y — x = 0, dins del triangle tenim

y—x<0, x>0, y<1
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Alguns exemples IlI

» Per tant, podem acotar superiorment i inferior el denominador
per

y—x+3<3, y—x4+3>y—-143>20+2=2

Comque2<y—x+3<3,
1 1 1
I G
37 y—x+3" 2

i la cota surt de m(Q2) = 1/2.
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Principi de Cavalieri |

Es la generalitzacié del métode dels discs (vegi's Caleul I):

height

R S
.
.
R /
.

> Serveix per a volums generats per "extrusié”al llarg d'un
interval I C R, que pot ser una de les tres variables.

» Donat W = {(x,y,z): x € I} C R3, sigui Q(x0) C R? Ia
seccié que s'obté tallant W amb el pla x = xp.
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Principi de Cavalieri Il

» Diem A(xp) a I' area de Q(xp),

» Llavors el volum de W és

V(W) = // Ax).
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Volums classics |

Volum d'un con:
» Escrivim el con com W = {z2 = x2 + y2 z € | = [0, H]}.

» Apliquem el métode

V(W) = /IA(z) = /171'22 = 7H3/3.

Volum d'un el.lipsoide
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Volums classics I

» Tallant amb plans z constant s’obtenen el-lipses de la forma

2 2
X 4 <1.

2(1- 3 ! p2(1-3)
#(1-z) #(1-5)
» Aquestes son el-lipses de semi-eixos:

3(z) = a\/z, b(z) = bE,

i, per tant, la seva area és, si z € [—c, (]

0= a1 )
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Volums classics Il

» Finalment, per calcular el volum, farem

c c 22 4
B A(z)dz = mab B 1-— = dz = §7TabC

4/3c

» Una possibilitat si no recordem I'area d'una el-lipse (o no és al
formulari) és aplicar Cavalieri en dimensié 2, i.e., tallant amb
rectes perpendiculars als eixos calculant la longitut del
segment interseccid i després integrant respecte de la variable
que parametritza aquestes rectes.
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Volums classics IV

» En aquest cas la longitud és

x2  Z2
L(x)=2b 1—?—2

i per tant A(z) = f L(x) = wab (1 — é)
> Aixi doncs, V = [ A(z) = $mabc.
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Exercicis 3(c) i 3(d)

Exercici 3
Apliqueu el principi de Cavalieri per calcular els seglients volums a
partir de I'area de seccions amb plans paral-lels als plans
coordenats (triades de forma adequada).
(c) Volum de la piramide de base rectangular de costats a, b i
. abh

algada h. (Sol.: 237.)

(d) Volum del tetraedre limitat pels plans x =0, y =0, z=0,

Xy . ab
45+ =1(abc>0) (Solucis: %)
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Generalitzacié de Cavalieri: Fubini-Tonelli |

Podeu mirar els exemples del seglient web.
Considerem un cos/volum a R3 sota la grafica de f:

W={(x,y,z):xel,yel,zel0,f(x,y)}, amb f >0.

en un cert rectangle R = [, x I,. El seu volum sera la integral

/Rf(xay)=/Rf(x,y)dxdy

Si considerem la integral en funcié de x per plans x = xg

A(XO):/I f(x0,y)dy


https://instruct.math.lsa.umich.edu/lecturedemos/ma215/docs/15_2/examples.html
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Generalitzacié de Cavalieri: Fubini-Tonelli Il

aleshores pel principi de Cavalieri el volum és la integral reiterada:

V(W):/&A(x)dx:/lx<

Per altra banda també podriem haver comencgat amb la y i aplicar
el principi de Cavalieri amb plans de la forma y = yg

Iy

f(X,y)dy> dy,

Alyo) = /, f(x, yo)dx

y

que ens conduiria a la seglient expressié

V(W)://A(y)dy:// </IX f(x,y)dx) dy.

y y
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Generalitzacié de Cavalieri: Fubini-Tonelli 11l

Teorema (Fubini-Tonelli)

Si la funcié f : I, x |, — R és "bona” (pe. positiva o continua a
trossos):

/Iy(/lx f(x,y)dx) dyZ/IX (/ f(X,y)dy) dy:/lxXIy F(x,y)

ly
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Dominis on es pot aplicar Fubini |

El teorema de Fubini pot aplicar-se en dominis Q de R? (o de R3,
la idea és la mateixa) de determinades formes, no només per a
rectangles de la forma

Q = [a,b] x [c,d]

1. Per Q={(x,y) : x € l,y € Iy = [p1(x), p2(X)]}, 1 < ¢2:

/Qf(x,}/)Z/I/IXf(X,}/)Z/I(/Ixf(x,y)dy) dx
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Dominis on es pot aplicar Fubini Il
2. Per Q= {(x,y):y € I,x €1, =[¢1(y), b2(¥)]}, ¢1 < P2

[on=[ [ 16n= /(/f<xy>dx>dy.

3. Per Q={(x,y,z) : x € l,y € Iy = [¢1(x), p2(x)],z € Lk, =
[V10x, ), 20, Y1} d1 < d2 i1 < ¢

/ by 2 /////y (x.y,2
/,(/IX <//X,yf(x y,Z)dz) )dx—
/Idx/lxdy /Ix,y f(x,y,z)dz (notacid)
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Alguns exemples |

L Q={(x,y):0<x<1;0<y<x?} Escriviu les dues
integrals iterades.

/01 (/OX f(x,y)dy> dx:/:/f F(x, y)dxdy = ...

2. Q domini limitat per les corbes y = x? i x = y2. Escriviu les
dues integrals iterades.

» El domini, suposant x > 0, es pot escriure com

Q={(x,y) eR*%x* <y <x,x€[0,1]}
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Alguns exemples ||

» Aixi doncs, la integral doble es pot escriure com
1 VX
/ (/ f(x,y)dy) dx
0 x?2
Ll oy/x
3. Calculeu f; fy er/x.

» Per la forma com esta escrit, el domini és
{y €]0,1],y < x < 1. Aixi doncs,
» Una forma de calcular la integral integrant primer respecte la x

1 ,1 1 1
Lo (L ere)e
0 Jy 0 y

o 1
> Hauriem d'integrar [ e/Xdx ...
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» També podem canviar el domini:
Q={x€[0,1[,0 <y < x}

» Aixi la integral passaria a ser

1 X
/eY/dedy:/ </ ey/xdy) dx
Q 0 0

> [y e/ *dy = xe — x
» Per tant

1 X 1 1 1
/ </ e”’ﬂy)dx:/ (xe —x)dx=-e— =
0 0 0 2 2

4. Calculeu [, x?sin(xy) on
Q={(x,y)eR2:0<y<1ly<x<l1}
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Alguns exemples IV

» Es tracta del mateix domini que abans.
» Ens interessa més integrar primer respecte la y (més facil):

/ﬂx2 sin(xy)dxdy = /01 (/OX x> sin(xy)dy) dx

> Jo X2 sin(xy)dy = —x° <¥ - %)

> Integrant respecte la x:

[ ((2 1) Yo [ e - cont 1]

Exercicis 8(b), 8(c), 8(e), 11(e), 11(g), 14(a), 14(c) i 15(e).
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Exercici 8(b), 8(c), 8(e) |

Per a les regions A C R? indicades escriviu la integral doble

f(x,y)dxdy en termes d'integrals iterades preses en diferents

/1,
ordres, / </ fdx) dyi / </ fdy) dx, donant quins sén els

extrems d'integracidé per a x i y en cada cas.
b) A paral-lelogram limitat per les rectes y = x, y = x — 3,
y=2 y=4
c) A regié limitada per les corbes x? + y? = 222, x?> = ay
(y >0,a>0).
d) A regié limitada per les corbes x? + y? = ax, x> + y? = 2ax,
y=0(y>0,a>0).



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
22 Principi de Cavalieri R”

Exercici 8(b), 8(c), 8(e) Il

c) A regié limitada per les corbes x? + y? = 2a°, x> =

(y >0,a>0).

ay

» La corba s x? + y? = 2a° delimita una circumferencia de radi

av2.
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Exercici 8(b), 8(c), 8(e) Il

» Els dos extrems on es toquen les corbes sén la solucié de

X +y? = 23
x* = ay
i, que déna com a solucié y = a i x = +a.
> Per al calcul de [ dx [ f(x,y)dy separem el domini en tres
parts:
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Exercici 8(b), 8(c), 8(e) IV

Q = {XE [—a\/i,—a],0§y§\/232—x2}
QZ = {X € [_3\/5, _3,0 < y < Xz/a}
Qs :{xe[a,a\/ﬁ],ogygxﬂaﬂ—xz}

> Per al calcul de [ dy [ f(x,y)dx separem el domini en dues
integrals

Q. ={yelo1 vy <x< 22—y}
Q- :{ye[oal],—\/T—WSXS—\/a_y}

d) A regié limitada per les corbes x? + y? = ax, x> + y? = 2ax,
y=0(y>0,a>0).
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Exercici 8(b), 8(c), 8(e) V

» Geometricament, és I'area del primer quadrant inclosa entre
una circumferencia de radi a/2 i centre a/2 i una
circumferencia de radi a i centre a.

» Per calcular [ dx [ f(x,y)dy, hem de dividir en dos dominis:
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Exercici 8(b), 8(c), 8(e) VI

1

08

05 1 15 2

Expressant y en funcié de x, les dues corbes sén

y=Vax—x? y=+v2ax—x%(y>0)

Per tant, els dos dominis sén

Q = {xe[O,a],\/ax—ngyg\/2ax—x2}
Q = {xe[a,2a]70§y§\/2ax—x2}
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Exercici 8(b), 8(c), 8(e) VI

i la integral és

V2ax—x2 2a V2ax—x2
/ dx/ f(x y)dy+/ dx/ f(x,y)dy.

» Per calcular [ dy [ f(x,y)dx, hem de dividir en tres dominis:
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Exercici 8(b), 8(c), 8(e) VIII
Expressant x en funcié de y, obtenim

1 1
y2+x2:ax(:)x=§a:|:§ a2 —4y?,

V4 xP=2axey=x=at /a2 —y?

| ara els tres dominis es poden expressar com

Q = {ye[a/2,a],a—\/32—y2§x§a+\/az—y2}
1 1
Q = {ye[O,a/Q],a—\/a2—y2§x§53—5 a2—4y2}
1 1
Q = {y€[0,3/2],§a+§ 32—4y2§x§a+\/az—y2}
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Exercici 8(b), 8(c), 8(e) IX

d’'on surt 'expressié per a la integral

1

2

a+ la—
dy/ Xydx+/ dy/ f(x,y)dx
//2 32—y ) /az_yz ( )
aty/a2—y?
/ dy/ f(x,y)dx.
% +1 32 4y

2
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Exercici 11(e), 11(g) |

Invertiu |'ordre d'integracid en les integrals iterades seglients.

) /O i ( /O e y)dy> dx.

El domini d'integracié és
Q={xe€[0,7],0 <y <sinx}
Equivalentment, passant I'arcsinus

Q={yel0,1],arcsiny < x < 7 — arcsiny}
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Exercici 11(e), 11(g) Il

Per tant, la integral és equivalent a

1 m—arcsiny
/ (/ f(x,y)dx) dy.
0 arcsiny
2a V4ax
g) / / f(x,y)dy | dx, a> 0.
V2ax—x2
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Exercici 11(e), 11(g) Il

El domini és

Q= {x€[0,2a], V2ax — x2 < y < Vdax}
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Exercici 11(e), 11(g) IV

05 1 15 2

» L'extrem superior del domini per a la y és v4a2 = 2/2a.

» El limit inferior del domini és una circumferencia centrada en
x=aderadi aileix y=0.

» Donada la forma del domini, haurem de distingir y € [1,2v/2a]
(1 domini) i y € [0,1] (2 dominis).
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Exercici 11(e V
> I(En)y € [1(2g\;Z] usarem que

2

y:\/4ax<:)x:i—a

i, aixi,
O = {y € [1,2v2a],y*/4a < x < 2}

» En y € [0,1] hi ha dos dominis que tenen per frontera

y =V2ax — x? i x € [0,2a]. L'equacié
=V2ax—x2ey? 2ax+x’=0x=a+/a% — y2

ens dona els dos extrems dels dos dominis:

Q= {y € [0,1],a+ /@ —y? <x <2}

Q3 ={yc[0,1],y*/4a<x <a— /a2 —y?}
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Exercici 14(a), 14(c) |
Per a les regions de R3 indicades escriviu la integral triple
/// f(x,y,z)dxdydz en termes d'integrals iterades preses en
A

diferents ordres.

a) A tetraedre limitat pels plans x =0, y =0, z =0,
2x 4+ 3y 4+ 4z = 12. El tetraedre talla els eixos en el triangle
definit pels punts

(6,0,0), (0,4,0), (0,0,3)
i ve expressat per les relacions
A={x€[0,6],y €[0,4],z € [0,3],2x + 3y + 4z < 12}

Anem a expressar el domini comengant per x:



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L-2.2: Principi de Cavalieri R”

Exercici 14(a), 14(c) Il
» x es pot moure en l'interval [0, 6],

» y queda limitada per y € [0,4], 3y <12 —-2x—4z iz €0, 3]
per tant,

y € |:0,4—§X:|

» Finalment, z queda limitada per z € [0,3] i 4z < 12— 2x — 3y:

1 3
A4S [0,3—§X—Z:|

d'on

6 47%X 37%x7%
/// f(x,y,z)dxdydz :/ dx/ dy/ f(x,y,z)dz
A 0 0 0

c) A cos limitat per les superficies y? + 222 = 4x, x = 2.



Calcul Il
|—Tema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L-2.2: Principi de Cavalieri "

Exercici 14(a), 14(c) Il

4.0

0.0

1.0 0.0

2.0 -4.0



Calcul Il
|—Tema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L-2.2: Principi de Cavalieri "

Exercici 14(a), 14(c) IV

» Certament, I'odre més senzill és comencar per x

/dx/dy/dzobé/dx/dz/dy



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
22 Principi de Cavalieri R”

Exerici 15(e) |

Calculeu les integrals triples segiients en les regions de R3 que
s'indiquen.

e) /// xdxdydz, A tetraedre limitat pels plans x =0, y =0,
A

X V4 .y
z=0, 5 + % + = 1 (a, b,c > 0). (Solucié: azic.)
Com hem fet en el problema anterior, recordem que aquest domini

és equivalent a

A={x>0,y>0z>0"+Y4+%<1)
a b c

que és el tetraedre de vertexos

(0,0,0),(a,0,0),(0, b,0),(0,0,c)



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L-2.2: Principi de Cavalieri R”

Exerici 15(e) Il

Volem deixar la integracié respecte x per al final, per tant, podem

intentar |'ordre
/dx/dy/xdz

en la parametritzacié adequada del domini

A:{xe[O,a],Ogygb—%,ogzgc_z_C_y}
a a b

Aixi doncs, la integral s’expressa com

o ppE sy
/ dx/ dy/ xdz
0 0 0



Calcul Il
|—Tema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L-2.2: Principi de Cavalieri "

Exerici 15(e) Il

i anem a fer-les totes. En primer lloc integrem respecte z



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.

L-2.2: Principi de Cavalieri R”

Exerici 15(e) IV

ara respecte y el que acabem d’obtenir

[ (e S D)= (=)

ox [P% cx
- — ydyzx(c—;)(b—



Calcul Il
I—Tema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.2: Principi de Cavalieri "

Exerici 15(e) V

Finalment, fem la integracié respecte x:

g X\2 x . 1 bex?  bex3
/obC(l—;) EdX:Intg(EbC —T+ﬁ)dX:
(6a°x? —8ax3 +3x*)bc °
24 32 o




Calcul Il

LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
L-2.3: Canvis de variable R"

Canvis de variables a R (Repas Calcul 1) |

Recordem canvi de variable de R per a integrals indefinides

= log x

log? u

/ g de: x = e /e“du-
X

dx = e'du = xdu

3
5 _LL _Iogx
/ dU—3—|-C— 3 +C

i per a integrals definides, cal considerar com canvien els extrems:

=logx x=¢€" dx=e"du

€ Jog? x u

/ & dx = xX=e - u=1 =
1 X x=1 — u=~0

1,2 1 371

1
/ue”du:/ u2du:[u] =
0 eY 0 3 3



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
L-2.3: Canvis de variable R"

Canvis de variables a R (Repas Calcul 1) I

» Un canvi de variables és una transformacié C!, T : Q* — Q
x = T(u), T bijectiva de manera que u = T }(x).
x és la variable antiga i u, la nova. En |'exemple anterior
T(u)=¢e", T }x)=logx, Q*=[0,1], Q=][1,€]

» El teorema del canvi de variables ens diu que

/ f(x)dx :/ f(T(u)) T'(u)du, en el nostre cas
Q * T

e 2 1
/ o8 de:/ v du.
1 X 0




Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Canvi de variables a R"

A R” funciona tot igual, pero recordant el teorema de la funcié
inversa entre dominis T : Q* CR" — Q C R™

Teorema (Canvi de variables a R")
Siguin ,Q* C R" |

T:Q*—=Q

u=(u1,...,up)—=>x=(x1,...,%x) = T(v)

una aplicacié bijectiva i de classe C. Aleshores

/ f(x)dxi...dx, = / f(T(u))det DT (u)duy ...du,
Q Q* _V—JT( :

Es multiplica per la jacobiana dx =(jacobiana T)du.
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LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
L-2.3: Canvis de variable R"

Canvis de variables a R?

Siguin Q i Q* dues regions del plai T : Q* — Q, (x,y) variables
“velles” i (u, v) variables “noves” segons una transformacié

T(u) V) = (X(u7 V)»y(u’ V)),

que sigui de classe C! i bijectiva. Aleshores el canvi de variables és

/Qf(x,y)dxdyZ/*f(X(L“ v), y(u, "))’

QI
SISER
S

’ dudv

Per exemple, si T és una transformacié lineal donada per una

lllatriu A
< y > ( > ’
y 14

aleshores el jacobia és el determinant de la matriu A.
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LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
L-2.3: Canvis de variable R"

Exemple: Canvi d'unitats

Un canvi d'unitats, per exemple de metres a peus feet és una
transformacié lineal: x = ku, per exemple u metres sén k - u peus
amb x = 3.2808399.

T(u1y...,up) =k(u1,...,up) = (Kug,...,Kup)

i, per tant, el seu jacobia és k". Aixi, per tant Q* = xKQ2

/ f(x)dxy...dx, = /@"/ f(ku)duy ... dup.
Q *

En particular, per a dominis al pla,

N N 29 N
Area(Q)ft?> = k?Area(Q)m? = gArea(Q)m2 ~ 10.764Area(Q)m?
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Exemple a R?: coordenades polars
Per a dominis tipus circular, pot ser (til el canvi a polars:
T(r,0) = (rcosf,rsin@)
de manera que la jacobiana del canvi és el radi:

cos(0) —rsin(0)

JT(r.0) = sin(f)  rcos(6)

y

Quis 1

r cosf X




Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Exemple: area del cercle

Sigui Q = {x? + y? < ¢?}, calculem la seva area en polars

X = rcosf

2w
/dxdy: y =rsind / / rdrd@
Q Q*={rel0,c],d €[0,2n]}

(o)=L (L) =

~~

r2/2 2

Trobareu més exemples i grafiques entenedores a la Wikipedia.


https://en.wikipedia.org/wiki/Polar_coordinate_system

Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Exemple: area de I'el-lipse i polars adaptades

També podem modifcar les polars si tenim domins el-lipsoidals:
prenent (r,0) com a noves variables definides per
x = arcosf
{y = brsinf
de manera que el nou jacobia és

([ acos(#) —arsin(f) \ _
det JT(a) = ( bsin(0)  brcos(6) ) = abr

Exercici: Comproveu que I'area de I'el-lipse és wab



Calcul Il
L Tema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
2.3 Canis de variable R”

Exemple: area de la rosa de 4 petals |

Es tracta de I'equacié en polars definida per
_ 2
r = a“sin(46)

que de fet té vuit petals...

~Rosa (r=a)
~(r=2a/3))
—(r=a/2)
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LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
L-2.3: Canvis de variable R"

Exemple: area de la rosa de 4 petals |l

El que ens demanen de fet, és I'area de la regié en polars
Q*={0€0,21],0 < r < a*sin46}

Com que ja ens la dénen en polars hem d'integrar la funcié 1 sobre
el domini definit en polars i usant el terme del jacobia

. 27 a%sin 40 27 1
Area :/ rdrd6 :/ d0/ rdr :/ Za*sin(40)?do =
. 0 0 o 2

%a“sin(46)2
L (80— sin(80)) Tl
32 Sln . = 2 Ta

on hem usat sin? ¢ = 1(1 — cos2p)
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LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
L-2.3: Canvis de variable R"

Exemple corona circular

Exercici

Calculeu [, xy, Q interseccié amb el primer quadrant de la corona
circular de centre (0,0) i radi interior 1 i radi exterior 2. (Sol: 18—5)

» Aquest domini en polars ve donat per
Q" ={re[l,2] €0 <[0,7/2]}
» Apliquem el canvi de variables de cartesianes a polars

/xydxdy:/ rcosfrsinf rdrdd =
Q *\\X,_/\\,_/ ——

y canvi var.

w/2 2 1 w/2 42 1
/ cos@sinﬁdﬁ/ ridr = [ cos20] [r] = —5
0 1 4 0 4 1 8
~———

1sin26 —
1/2 4-1/4
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Canvis a R3: Coordenades cilindriques

T(r,0,z) =(rcosb,rsinf,z) = JT(r,0)=r

/ f(x,y,z)dxdydz = / f(x(r,0,),y(r,0),z) r drd0dz
Q Q*

r > 0 radi.

v

» r =ct. son cilindres infinits.
6 € [0,27) angle.

z és |'altura.

v

v

Es senzillament aplicar
polars al pla (x,y) i deixar
la z “intacta”.

v




Calcul Il
|—Tema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Exemple de cilindriques |

Exercici

2

Calculeu el volum compres entre el con z° = x% + y? i el

paraboloide z = x? + y?, per z > 0.

0.0 0.0

1.0 -1.0
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Exemple de cilindriques |l

» Es tracta d'un bon exemple on aplicar cilindriques, perque el
cos té té una simetria axial.

» Els dominis d'integracié en cartesianes i cilindriques,
respectivament,

Q={+y*<z</x>+y?}

Q' ={r<z<rt={re(0,1,0 €[0,27],r* <z <r}

jaquer’<r<reo,1].
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LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
L-2.3: Canvis de variable R"

Exemple de cilindriques Il

» Aixi podem aplicar directament en cilindriques per calcular el

volum:
27 1 pr
Vol(Q) :/ rdrd9dz:/ do (/ / rdz> =
Q* 0 0 Jo
1

1
27r/ r’dr = 27~
0 3

» En el calcul de volums on els cossos tinguin simetria axial
respecte 'eix x = y = 0, I'expressié en cilindriques no
dependra de 0 i podem passar la integral f027r di =2n
multiplicant al davant.



Calcul Il
|—Tema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
2.3 Canis de variable R”

Exemple: Casquet d'esfera |

Exercici

Part de I'esfera x? + y? + z? = a° que és exterior al cilindre
x2+y?=b?(a>b>0).

2.0

0.0

LR
°a

2.0

2.0-2.0
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Exemple: Casquet d'esfera Il

» De nou, és un bon exemple on aplicar cilindriques, perqué el
cos té té una simetria axial.

» Calcularem el volum de z > 0 i multiplicarem per 2.

> Els domini d'integracié en cartesianes i polars és,
respectivament,

Q={z< V@2 -x2+y2 b’ <x*+y*>a}
Q" ={z<Va—r2relb,al,d €[0,2r]}



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Exemple: Casquet d’'esfera Ill

> Podem aplicar directament en cilindriques per calcular el
volum:

Vol(Q) = /Q rdrdez—/zde </ / e >:

27r/ (az—r)dr—27r{ (az—rz)g} -
b 3 b
L0 2 p2y32) 2T 2 12132
on— (0— (= 1)) = T (&2 - 1?)

» Per tant, el volum del cos és



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Coordenades Esferiques

T(r,0p) = (rcosfcosp, rsinfcos, rsing), JT(r,0,p) = r’cos .

que compleix que x? + y? + z2 = r2,

v

r > 0 radi. r=ct., esferes.
6 € [0, 27] longitud.
Meridians #=const.

¢ € [-7/2,7/2] latitud.
Paral-lels ¢=const.

v

(1, 0,9)

an

v

v

v

Equador ¢ = 0.
Pol “nord” ¢ =m/2
Pol “sud” ¢ = —7/2.

<
v Vv

'
'
l
'
|
|
|
l
!
'
'
'
0

~

>
v
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Exemple d'esferiques |

Exercici J

Calculeu el volum de B%(0), I'interior de I'esfera de radi R a R3.

» Es tracta d'un bon (el millor) exemple on aplicar esferiques,
perque el cos té té una simetria puntual respecte I'origen.

» Els dominis d'integracié en cartesianes i esferiques,
respectivament,

Q:{X2+y2+22§R2}
Q" ={re0,R],0 €[0,27], ¢ € [-7/2,7/2]}

jaque r’ = x% + y? + 2°.
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Exemple d'esferiques |l

» Podem plantejar directament la integral en esferiques per
calcular el volum:

Vol(Q2) = / r? cos p drdfdp =
* N——

jacobia

2m /2 R R3 4
/ d9/ cos god«p/ rPdr=2n-2-— = 7R3
0 —x/2 0 3 3



Calcul Il
|—Tema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
2.3 Canis de variable R”

Exemple d'aplicacié d'esféeriques |

Exercici
Calculeu el volum del domini Q tallat sobre la bola r < a pel con
a<p< g (a>0,0<a< g) (Sol.: #(l—sina).)
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Exemple d'aplicacié d'esferiques Il
En esferiques, el domini Q2 ve donat per
T
Q"= {re 0,40 €la, 7.0 € 0,21]}
i, per tant, podem calcular directament el seu volum en cilindriques

Vol(2) = / r? cos o drdfdyp =
e N e’

jacobia

2 a /2 3
/0 d9/0 r2dr/a cosg0d<p=27r'%(sing—sina> =

2rad
3

(1—sina)
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L2.3: Canvis de variable R"

Problema 16 (c), (d) i (g) |

Useu coordenades polars per calcular les segiients integrals dobles.

(x+y) 2.2 2
— : < i
(c) /AX2 2 2dxdy,A—{(X,y)GR x*+y* <1}

En polars, el domini és A* = {6 € [0,27],r € (0,1]}. Aixi

2 ; 2
// ¥y _:;/yz_zdxdy // Coifj:;'"e) rdrd§) =

1 3

(cos(9 + sin0)2d6

d
0 0 22
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Problema 16 (c), (d) i (g) Il

Fem cadascuna de les integrals

27 27
/ (cosH+sin9)2d0:/ (cos® 9—|—sin 0+2sin9c059)d«9:
0
sm29

27 27
/ d9—|—/ sin20d6 = 27

i, per altra banda,

1 .3 1 1
r 2r 1, 5
/0 r2+2dr /0 (r r2—|—2) dr [zr og(r- + )0

1 1 2
5—Iog3+|og2:§+|og§
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Problema 16 (c), (ccli)di (g) M
xdy
@) A(1+x2+y2)2/x2 +y2

A={(x,y) € R?, x?> + y?> < R?}. En polars, el domini és

A* = {6 €[0,2x],r € (0, R]}.

Aixi
dxdy //
—————drdf =
//,4(1+x2 2)2,/x2 4 y2 *(1+r2
1
(nOhI ha9)—27r/o md =

R
2 ! + 1 arctan (r)| = R
Tl2(Pr1) "2 o (RP+1)

Calcul de la integral 2

+ m arctan (R)
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Problema 16 (c), (d) i (g) IV

) // x(x? 4 y?)dxdy, A sector circular de centre (0,0) i radi R
A

T.W . .
formant angles entre — i — amb I'eix x positiu.
En polars, el domini és A* = {0 € [7/6,7/3],r € (0, R]}. Aixi

// X(X2 + y2)dxdy =
A
/3 R
// rcosGrzrdrdez/ c059d9/ rtdr [sin Q]ﬂ/3 R _
" /6 0

1 1\ R® \/5—1 5
(5v5-3) 5 - T5®
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L2.3: Canvis de variable R"

Problema 17 (c) |

Calculeu les arees dels dominis A C R? definits en coordenades
polars, x = rcosf, y = rsinf, que s'indiquen tot seguit.

1
(c) A regi6 definida per 5 < r <[sin(20)|. (Indicacié: Cal
|sin(20)] > 1 perque tingui sentit.) (Sol: T + \/Tg)
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Problema 17 (c)

» El domini té una simetria respecte els eixos X i Y i, per tant,
podem calcular I'area al primer quadrant 6 € [0,7/2] on, a
més, el sin 26 és positiu

» Caldra que trobem els valors de 6 € [0,7/2] per als quals

. 1 a0 s m 5T
Sln29—§<:>29—g,ﬂ'—g<:>9—ﬁ,ﬁ

» Domini en polars que descriu la part al ler quadrant és, doncs,

T 5w, 1
* = <r<
Q {9 [12 12], 5 r |S|n(26’)|}
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LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Problema 17 (c)

» Per tant, I'area d’una quarta part de la figura sera

5

sin 20 1"; 1 1
/ rdrd9:/ de/ rdr—/ > (sin229—z> do =

12

[ 0—ism(49)r£=l7r+l (3v3)

12

Bl
&

> El resultat final sera multiplicar per quatre :Volum = & +
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L2.3: Canvis de variable R"

Problema 19(b) i 19(e) |

Useu coordenades cilindriques per calcular les seguients integrals
triples.
2

(b) /// 2o~ 4Y%) dxdydsz,
B
z

B={(x,y,z)eR3: 22 —1< x> +y?> < z>0}.

2 )
(Solucié: 5 + 3¢ — 7=



Calcul Il
|—Tema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Problema 19(b) i 19(e) Il

1.0-1.0

» El domini es adequat per a cilindriques perque és de revolucid.
» Geometricament, és el domini entre un con i un paraboloide,
que, en el pla (r, z) ve donat per



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
L-2.3: Canvis de variable R"

Problema 19(b) i 19(e) Il




Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Problema 19(b) i 19(e) IV

» En cilindriques el domin s'expressa com
72
B* = {22 —1<r?< 57 >0,0 e [0,271']}

» Per poder calcular la integral cal que I'expressem com a
producte d'intervals cal que determinem per a quins valors de
z > 0 tenim que

Z2

2
22—1§?©0§1—%©z€[0,\/§]

» Per altra banda, els valors de r, les desigualtats anteriors
també les podem expressar com

B* = {9 € [0,21],r €[0,1],z € [V2r, /12 + 1]}



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
L2.3: Canvis de variable R"

Problema 19(b) i 19(e) V

» La integral en coordenades cilindriques s'escriu com

2 Vil
/ dﬂ/ rdr/ zdr =
271'/ e_rzr (—1r2—|— )dr—
0 2
YLy L)
277/0 (—Ere +§re )dr

1
=27 [1 r2e(_’2)] = 27rl el=1)
4 o 4

(©) [ zadye.

B={(x,y,2) €R3: x>+ y2 4+ 22<6, x> +y?> < z,z>0}.



Calcul Il

|—Tema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.

L2.3: Canvis de variable R"

Problema 19(b) i 19(e) VI

» Aquest domini és limitat entre una esfera de radi v/6, per
sota, el paraboloide el-liptic z = x? + y2.

2.4

o
5o

0.0

0.0

1.4-14

» Es tracta d'un volum de revolucié que, en el pla (r, z) ve
donat per
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LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
L-2.3: Canvis de variable R"

Problema 19(b) i 19(e) VII

02 04 06 08 1 12 14
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L-2.3: Canvis de variable R"

Problema 19(b) i 19(e) VIII

» La seva interseccid és donada a
z+22=6,o2z=-32

» Com que estem considerant z > 0, el domini per a la z sera
z €[0,2], per una part, i per z € [2,/6], per I'altra.

» En cilindriques el domini s'expressa com

B*=B{UB; ={0¢€[0,21],z€[0,2],r € (0,v2)} U
{6c0.2n] 2.6l re (06— 22)}

» Alternativament, també podem parametritzar el domini com

B* = {96 [0,27],r € (0,V2],r? < z < \/6—r2}
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Problema 19(b) i 19(e) IX

> Aplicar Fubini ens porta a una sola integral:

V2 V6—r2
| = / zrdrdfdz = 2w / rdr / zdz =
B* 0 r2
V2 g V2
277/ r§(6—r2—r4)dr=7r/ (6r—r3—r5)dr:
0 0

(Yot < o-5-1)
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Problema 20(c) |

Useu coordenades esferiques per calcular les segiients integrals
triples.

dxdydz
/// (X2 + y2 4 22)3/2
B= {xy, zZ) ER3: 2% < x?+y? + 722 < b?}.
» Geometricament es tracta del volum compres entre dues
esferes de radi a i radi b.

» Tant l'integrant com el domini sén molt adequats per a
esferiques.
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Problema 20(c) Il

» Podem escriure la integral en polars usant que el domini
s'expressa com

B* ={rela,bl,0 €[0,2n],¢ € [-7/2,7/2]}

i que, r?> = x>+ y? + 22, dxdydz = r? cos pdrdfdp.

dxdydz _ r2 cos -
///B (x2 + y2 4 z2)3/2 dxdydz = /* 3 drdfdy =

/2

b
/ cos or tdrdfdy = 27r/ r~ldr cos pdp =
* a —7/2

b b
27 log —2 = 47 log —
a a
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Problema 21 (b) i (c) |

Calculeu els volums dels dominis B € R3 definits en coordenades
esferiques, x = rcospcosf, y = rcospsinf, z = rsinyp

(0 <6 <2m, —g << g) que s'indiquen tot seguit.

(b) B volum tancat per I'esfera deformada definida per
r =14 0.2sin(860) sin(). (Solucié: 1.367.)
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Problema 21 (b) i (c) Il

1.0

0.0|

1.2

1.2 -1.2
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Problema 21 (b) i (c) HI

Vol(B) = / r? cos pdrdfdp =

2r /2 1+0.25sin(86) sin(¢)
/ do cosgodga/ r’dr =
0 —7/2 0

27 ” w/2 1 ) ;. 80 3
/0 o cos (ﬁ sin (¢)”sin (86)” +
1

% sin (¢)? sin (80)? + % sin (¢)sin (860) + %) dp =

2
2 o, 2 34
/0 (75 sin (860)° + 3) dé 5 7 367
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Problema 21 (b) i (c) IV

(c) Analogament, calculeu la integral triple

———— _dxdydz, on B és la regié de R® acotada

Werma

pels cons ¢ = Z ip= arctan(2) ~ 1.12 i I'esfera r = 1/6.
(Recordeu: sin(arctan(a)) = ) (Solucié: 677(\% - 4))
El domini en esfériques s’ expressa com

B* = {0 € [0,27],r € (0,V6), ¢ € [r/4,arctan 2]}
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L2.3: Canvis de variable R"

Problema 21 (b) i (c) V

/ / / ;dxdydz: / L cos drdfdy =
B\/X2+y2+22 “ r

27 arctan 2 \/5
/ d9/ cosgodcp/ rdr =
0

27 - | sin(arctan 2) —sin
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Altres canvis: Problema 18(a), (d) i 18(f) i (g) |

Calculeu les integrals dobles segiients mitjangant el canvi de
variables que s'indica en cada cas.

/ / xydxdy,

D={(x,y) €R?: 6 <2y —x <12, 0<x <4}, fent
x=4uiy=2u+3v. (Solucié: 624.)
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Altres canvis: Problema 18(a), (d) i 18(f) i (g) Il
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L2.3: Canvis de variable R"

Altres canvis: Problema 18(a), (d) i 18(f) i (g) Il

O[5 5) e

X2 )2
D={(x,y) eR?: = —|—b < 1}, fent x = arcosf i

y = brsinf. (Soluao 57rab) Es tracta d'una el lipse i
podem fer les polars adaptades.

f) //(x2+y2)dxdy,D:{(X,y)ER2: 1<x?2-y?<9,2<
D
xy <4, x>0,y >0}, fent u=x%—y?iv=2xy.
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L2.3: Canvis de variable R"

Altres canvis: Problema 18(a), (d) i 18(f) i (g) IV

0 |

0 1 2 3 4

» Fem el canvi de variables que s’indica:

u=x*—y? v=2xy
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Altres canvis: Problema 18(a), (d) i 18(f) i (g) V

» En aquestes coordenades, el domini és un rectangle
D*={uell,9],ve[428]}

» En aquest canvi de variables, les variables “noves”’ estan
expressades en funcié de les “"antigues”, pero no ens cal
coneixer el canvi invers, siné només el jacobia:

T xy) = (x> = y?, 2xy)

que té per jacobiana

1

-1 _ 2.2 2 (202 _

IJT Hx,y) = 4x°+4y* = 4(x*+y?) = JT(x,y) = I 4y
i per tant, el canvi de variables comporta que

1
= —————dudv.
dxdy 212 udv
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Altres canvis: Problema 18(a), (d) i 18(f) i (g) V

» Encara que és complicat expressar-ho en les variables (u, v)
com toca, veurem que aixo no és problematic. En efecte, fent
el canvi:

X + 2xy
// 2ty ———dxdy, D={(x,y) eR*: x¥* <y <x*+1,1<
X+y2§e,X20},fentu:x +yliv=y—x2
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Altres canvis: Problema 18(a), (d) i 18(f) i (g) VII

o
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L2.3: Canvis de variable R"

Altres canvis: Problema 18(a), (d) i 18(f) i (g) VIII

» Es un problema similar a I'anterior. La matriu jacobiana de la
inversa T~ en (x,y) és

2x 2y
—2x 1

que té per determinant
4xy 4+ 2x =2(2xy + x)

que apareix al numerador de I'integrant. En les variables
“antigues” el canvi de variables s'expressa com

1
dxdy = mdudv
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Altres canvis: Problema 18(a), (d) i 18(f) i (g) IX

> A les noves coordenades, el domini s'expressa com
D* ={uelLe},velo1]}

jaque x? <y <1+ x?comportaque0<y—x?<1.
» El canvi de la integral és

[ = [[ 1
p X2+ y? u  2(2xy + x)

/dv/ —du—l Iog( 2 =
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2.3 Canis de variable R”

Desplacament canvis de variables: Problema 15 |

Calculeu les integrals triples segiients en les regions de R3 que
s'indiquen.

(a) fA xzdxdydz, A limitat pel cilindre de base circular
x? 4+ y? —2x =0 la superficie z2 =2y (y,z > 0). (Sol: %)

2.0

o
°s

2.0 -1.0
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Desplacament canvis de variables: Problema 15 I

» Es tracta d'un cilindre de base en (x,y) i centre en (1,0,0)
amb radi 1. Sembla adequat fer el canvi de coordenades a
cilindriques desplacades:

x=1+rcos, y=rsinf

que té el mateix Jacobia que les cilindriques, és a dir r.
» En aquestes coordenades el domini A és

A={re[0,1],0 € [0,27],0 < 2> < 2rsinf} =

{rel0,1],6 € [0,7],0 < z < V2rsin6}.

jaquey >0.
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L2.3: Canvis de variable R"

Desplacament canvis de variables: Problema 15 Il

» El canvi de variables:

/ xzdxdydz = / (1+ rcos8)zrdrdfdz =
A *

1 T V2rsin6
/ dr/ d6(1+ rcos H)r/ zdz =
0 0 0

1 ™
/ dr/ 2rsin6(1 4+ rcosf)rdd = 2
0 0 3
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Problema 23 (a), (e), (f), (j)i () |

Useu coordenades cartesianes, cilindriques o esferiques (o bé el
principi de Cavalieri) per calcular el volum dels dominis de R3
limitats per les superficies que s'indiquen.

1L x*+22=1,x>+y?=1. (Solucié: 2.)

2. z=x>—4x+1,1—z=x>+y (Solucié: ﬂ\@)
3. x2=2z,y>=x,2°2=y, x* = az, y?> = ax, z°

: =ay (a>1).
(Solucié: @)

X2—i-y2

b xXP 4y’ +72=23° z=

3/2
2722 — L))

(z>0,a>0). (Solucié:

.. 1
5. Con de gelat definit per x% + y? < 522,

0<z<54++/5—x2—y2
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Log Aplicacions

Aplicacions de la integral

Ja hem vist que la integral ens permet calcular I'area d’un placa D
i volum d'un cos W usant les férmules:

Veurem com s'usa la integral per definir altres mesures d'interes:

» La mitjana d'una funcié sobre un domini (per exemple, la
temperatura mitjana d'un cos).

» La massa d'un cos en funcié de la densitat.

» El centre geometric d'un cos, com ara el baricentre d'un
triangle.

» El centre de masses d'un cos.

» Els momens d'inércia de cossos.
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Mitjana d'una funcié |

La mitjana d'una funcié escalar sobre un domini és la integral de la
funcié dividida per la mesura:

» Per una funcié f : [a, b] — R, la seva mitjana vy,(f) és:

b
m(F) = bia/a ().

» Per una funcié f : D C R2 — R, la seva mitjana v,,(f) és:

vm(F) = A(lD) /D Fx.y).

» Per una funcié f : W C R3 — R, la seva mitjana v,,(f) és:

Vm(f) = \/(1\/‘/) /W f(X,y,Z).
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Mitjana d'una funcié |l

Exercici

Sigui f(x,y, z) la distancia al quadrat del punt (x, y, z) al punt
(0,0, c). Calculeu la mitjana de f sobre la bola de radi R centrada
a |'origen de coordenades. Sol.: vi(f) = 2R? 4+ 2.

La funcié distancia al quadrat al punt (0,0, ¢) ve donada per
fx,y.2) =x* +y* +(z — )

i, per tant, la mitjana de f sobre el cos W és

() = ﬁ /W F(x,y.2) =
3

/ (x* + y* + (z — ¢)?) dxdydz
w

4T R3
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Log Aplicacions

Mitjana d'una funcié Il
Fent el canvi a esferiques, W* =r < R:

V() = 47r3R3 /W* (r2 cos + (rsing — c)2) r? cos pdrdfdp =

3
4T R3

/ (r4 cos ¢ + c2r? cos p — 2cr’ sin o cos gp) drdfdy =

/ (r2 + ¢? — 2crsin gp) r? cos pdrdfdy =

3
4T R3

ﬁ 4dr/ cosgpdgp+2R3 / r dr/ cos pdy

2
R5 /5 R3 /3

—2R32c/ 4dr/ sinp cos pdp = R2+c2.

w\:!

jus
2
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Mitjana de la distancia al centre |

Exercici “extra”

Calculeu el promig de la funcié “distancia al centre” definida sobre
una bola de radi R i comproveu que no és igual a R/2. Solucio:
3R/4.

Si Br és aquesta bola (suposant-la centrada a |'origen), la funcié
distancia al centre és

flx,y,z) = Vx> +y*+ 22

i la mitjana sobre la bola de radi R és

m(f 2 2dxdyd.
Vi(f) == VoI(BR / VX2 + y? + z2dxdydz
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Mitjana de la distancia al centre Il
Podem fer el canvi a coordenades esferiques:
X =r cos¢ sinf
y =rsing sinf

zZ=rcosf

Per tant, i com que el volum de Bg és 47R3/3,

3
vn(f) = = /B* rr? cos pdrdd
R

on B ={r<R0<60<7m0<¢< 2} Ara

R 27 /2
/ r ysin0|drd9d¢:/ r3dr-/ do-/ cos pdp = R*
B 0 0 —7/2

R
R*/4 27 2


http://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system
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L2.4: Aplicacions

Mitjana de la distancia al centre |ll
per tant el promig és

R
37rR4 3

vm(f) = 47 R3 4

Exercici 24

Sigui B la bola de centre (0,0,0) i radi R. Denotem per T(x,y, z)
la temperatura en el punt (x, y, z) i suposem que és proporcional a
la distancia del punt a I'origen. En quins punts de B la
temperatura coincideix amb la temperatura mitjana de la bola?
(Solucié: x2 + y? + 22 = ZR?)

» El problema es pot resoldre a partir de I'anterior.




Calcul Il
LTema 2: Integracié a R" (14h teor. i 7h prob.
Log Aplicacions

Mitjana de la distancia al centre IV

» Si la temperatura és proporcional a la distancia, i la mitjana
de la distancia és 3R/4, aleshores la mitjana de la temperatura
és 3kR /4, essent k la constant de proporcionalitat.

> Per tant, els punts que tenen temperatura igual a la mitjana
s6n aquells que estan a distancia 3Rk/4 del centre, és a dir:

9
2 2 2 2
_—7R
X -|—_y + z 16
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Massa d'un cos |

Donats D C R? i W C R conjunts del pla i de I'espai, amb
densitats p(x, y) i p(x,y, z) respectivament. Llavors, la massa de
D i W es defineix com

m(D) = /D px,y),  m(W) = /Wp(x,y,z).

Exercici
Calculeu la massa d'una placa quadrada de costat a, on la seva
densitat en cada punt és igual al quadrat de la seva distancia a un

vertex. Solucié: m = %a“.
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Massa d'un cos |l

» Podem suposar que el quadrat té vertexos (0,0), (a,0), (0, a)
i (a,a) i que el vertex respecte el qual mesurem la distancia és
I'origen.

> Aixi la placa és
D = [0, a] x [0, a]

mentre que la densitat és

p(x,y) = x*+y?
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Massa d'un cos Il

» Apliquem la férmula de la massa:
m(D) = / p(x,y)dxdy = / (X2 + y2) dxdy =

a
/dy/ 2dx-l—/yzdy/ dx =
0
3 24

aa—+aa———a
3 3 37
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Centre de masses |

Donades n masses puntuals my, my, ..., m, situades en els punt
X1, X2, ..., Xn de la recta real. El seu centre de masses (CM) es

troba en el punt
mixy + -+ MpXp

myt e+ my

X =

Aquesta definicié es pot estendre a dominis a R definint per a un
interval | de densitat p(x) el seu centre de masses (CM) com

f/ xp(x)
m(l) -

Per una placa D C R? de densitat p(x, y) el seu CM és

% v) = fD(X’Y)P(X,)/) o fDXp(X,y)dXdy nyp(x,y)dxdy
(xy) = D) ( mD) " m(D) )

X =
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Centre de masses |l

Per un cos W C R3 de densitat p(x, y,z) el seu CM és

. Jw(x:y:2)p(x.y, 2)
( Y )_ m(W) :
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Centre geometric |

Quan la densitat és uniforme, és a dir, no depén del punt, llavors el
centre de masses s'anomena centre geomeétric CG, i tindrem:

» Per una placa D C R? el seu CG és

x5) = 1)

» Per un cos W C R3 el seu CG és

(x,7,2) = 21or-2) \(/X(’a/’)z).
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Propietats del CM i CG |

1. Si dividim un cos en dues o més parts, el seu CM és el mateix

que el que s'obtindria si les masses fossin puntuals i
estiguessin concentrades en els CM corresponents. Aixi, per
exemple, si tenim W = W; U W, on ()_(1,)_/1,21) i ()_(2,)_/2,22)
sén respectivament els CM de W; i W, llavors:

- - oy (K, z2)m(Wh) + (X2, 2, Z2)m(Wa)
(X,y,Z) - m(w) :

. Si un cos té una simetria (pla , recta, punt,...) respecte la

densitat, llavors el CM pertany a I'element de simetria (eix de
simetria, revolucid, pla ...). En particular, si un cos té una
simetria, llavors el CG li pertany.
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Propietats del CM i CG I

Aplicacié

Calculeu el CM d'un cilindre d’alcada h i base circular de radi R, si
la seva densitat en cada punt és proporcional a la seva distancia a
la base. Solucié: (0,0, %) Feu el mateix amb el con de les
mateixes dimensions.

» Farem el cas del con, el del cilindre és més senzill.

» El con (i la densitat que ens proposen) té una simetria de
revolucid respecte el seu eix, per tant, el CM sera a I'eix de
revolucid.

» Aixi doncs, només cal que calculem la posicié del centre de
masses en aquest eix.
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Propietats del CM i CG Il

» Molts cops, com ara per exemple, és millor expressar el con W
a través de les equacions:

2., .2 2
X z
Xty <Z s <h
RZ —p =
la qual cosa comporta que I'eix de revolucié és l'eix Z i que la
base es troba en el pla z = h (con invertit).

» En aquestes coordenades, la densitat, proporcional a la
distancia a la base és

p(X,y,Z) = k’Z— h|

on k és una constant de proporcionalitat,
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Propietats del CM i CG IV

> Aixi,
1
7= k(h— .
z massa(1V) /Wz (h — z) dxdydz
p(x.y:2)

» Passarem a coordenades cilindriques de manera que

W*:{ogzgh,ogrg%,ogegzn}
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Propietats del CM i CG V

i que la integral que ens interessa es converteix en

/ zk(h — z)dxdydz = k / (hz — 2%)rdrdfdz =
W *

k (/027r dH) /Oh(hz — 2%)dz </ORz/h rdr) =

2 R222 /21?2

h 2 2 4 5 3

R R h h h

21k —(hz3-2* =gqk— ( h— — h— | = TkR*>—.
T /0 2h2( z>—z")dz =7 12 ( 2 5) T 0
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Propietats del CM i CG VI

» Finalment, també hem de calcular la massa del con:

massa( W) :/ k(h— z)dxdydz = k/ (h—2z)rdrdfdz =
W *

2r [0 2y ( [ ,dr) _
0 0

R222/2h2
h 2 2 3 4 2
R, R/ W h L

» Finalment, la component en z del centre de masses és

kR 3

R

3 —
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Calcul del CG en figures compostes |

» Suposem que volem calcular el CG d'una regié del tipus
Q= {x2 +y? <43’ (x —a)? +y* > 32}

que és l'interior d'un cercle centrat a I'origen de radi 2a d'on
hem tret un cercle centrat a (a,0) de radi a.
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Calcul del CG en figures compostes Il

> A nivell de conjunts:
Q=0 \Q
on els dos cercles sén (llevat de la frontera, que no compta)
Q={*+y*<4a’}, L= {(x—a)+y* <’}

Per simetria, el CG de Q es troba a I'eix X i

X =

< / xdxdy = < / xdxdy — < xdxdy
Area(Q) Ja Area(Q) Jo, Area(Q2) Ja,
A\rea(Ql) G (1) — A\rea(Qg)

CGx(22)
Area(Q) Area(Q)
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Calcul del CG en figures compostes Il|
ja que els centres geométrics de Q7 i €y sén

CGx(1) = 1/ xdxdy
Area(Q1) Ja,

1
CG, () = / xdxdy.
(£22) Area(Q2) Ja, g

» Com que els CG de €27 i €25 sén els centres corresponents dels
cercles, tenim que

g = Arealll) o gy Arealh) o gy
Area(Q) Area(Q)
Area(Q1)CGy (1) — Area(22)CG(Q2) a2 a

: - a=—-
Area(Q) m(4a° — a2) 3
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Segon Teorema de Pappus-Guldin: |

Teorema (Segon de Pappus-Guldin o del centroide)

El volum de revolucié d’un cos generat per una placa plana
uniforme que gira al voltant d’un eix contingut en el maix pla que
conté la placa i que no la talla, és igual al producte de I'area de la
placa per la longitud de la circumferéncia descrit pel seu CG.

qSuperﬁme generatriu

M H
Yar

. . Eix de revolucid
V *_~Volum de revelucié
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Segon Teorema de Pappus-Guldin: |l
Es a dir, si diem r a I'eix de revolucié, d(r, CG) a la distancia del
CG al'eix r, W al cos de revolucié i D a la placa plana, tindrem

V(W) = 2rd(r, CG)A(D).

Exercici (Volum d'un tor)

En el pla (x,y) consideren una circumferéncia de radi r centrada
en el punt (R,0), R > r), al fer-la girar al voltant de I'eix OY
obtenim un tor de revolucié. Calculeu el seu volum. Sol: 272r?R.

> El centre geomeétric d'un cercle de radi r és el seu centre.

» El segon teorema de Pappus-Guldin diu doncs, que el volum

del tor és
Vol(W) = 27 Rwr? = 2r°Rr?
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Segon Teorema de Pappus-Guldin: Il

Exercici (Us indirecte per calcular CGs)

Calculeu el centre geometric d'un quart de disc de radi R centrat a

I'origen. Sol: (%,%).

» De la manera com esta escrita la solucid, s'entén que el
domini D és

D= {(X,y) ER% x>0,y >0,x>+y*< R2}

» En ser simétric respecte la diagonal del primer quadrant, hi té
el centre geometric al damunt.
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Segon Teorema de Pappus-Guldin: 1V

> Si fem girar D respecte I'eix X obtindrem mitja esfera de radi
R, de la qual coneixem el volum. Com que també coneixem
I'area de D aleshores la relacié de Pappus-Guldin déna

V(W) = 2md(r, CG)A(D) = %WF@ = 2rd(OX, CG)%WR2

d'on obtenim que

d(OX, CG) = %*f

» Per tant, el CG és, en aquestes coordenades, (%, % .
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Problema 25 (a) i (b) |

Trobeu el centre de masses de les regions planes segiients amb les
densitats que s'indiquen.

(a) Sector pla definit per una corona de radi interior a i radi
exterior A, un angle d'obertura 2« i que és simétrica respecte
de I'eix x positiu, suposant densitat constant p(x,y) = 1.

(Solucié: (3 ﬁ;:j; ,0).)

» El domini W és simétric respecte |'eix x i, per tant, el CM (o
CG) es troba a l'eix x i, y = 0.
» L'area del domini és clara i val

area(W) = a (A* - 2%).

» En polars el domini s’expressa com 6 € (—a, ) i r € [a, A



Calcul Il
LTema 2: Integracié a R” (14h teor. i 7h prob.
;

L2.4: Aplicacions

Problema 25 (a) i (b) Il

» La component x del CG és

1 1
% — dxdy = ——— Ordrdd =
X Srea(W) /Wx Ixdy a(A2—32)/ *rcos rdr
1 A ) [eY A3_a3 )
ml r dr/_a cosdl = m2sma =

2sina A3 — 33
3 a A2-—3?

(b) Regié entre y = x% i y = x amb p(x,y) = x + y.
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Problema 25 (a) i (b) Il

» La pecga no té simetries, aixi que hem de calcular tant X com y.
» El domini és

W:{x,yER,x€[0,1]7x2§y§x}
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Problema 25 (a) i (b) IV

» Comencem calculant la massa

massa(W) = / (x + y)dxdy = / xdxdy+/ ydxdy =
w

/xdx/ dy+/ dx/ ydy =

/(x —x3)dx—|—/ ;(Xz—X4)dX=

1_1+1 1_1_1+1_9_3
3 4 2\3 5/ 12 15 60 20
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Problema 25 (a) i (b) V

» Calculem Xx:

= —/ (x+y)dxdy = —/ x2dx dy+—/ yxdxdy =

/ 2d/dy+—/xdx/ ydy =

20
3 X —X)dX—l-? 2(X —xs)dx:

(
20 1_1+1 _1 _ 20 +1 2011 11
3\4 52 6 3 \20 T 3120 18
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Problema 25 (a) i (b) VI

» Calculem y:

2
= —/ y(x+y)dxdy = —0/ yzdxdy—I——/ yxdxdy =
3 Jw w

?(5(3‘?>+§>=?(
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Problema 26 (a) i (c) |

En cadascun dels casos seglients, trobeu el centre de masses dels
solid A susposant distribucié de masses homogenia.
(a) A={(x,y,z) ER3: x>+y?+22 < R? x>0,y >0,z > 0}.

(Solucié: (383K 3K))

1.000.00
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Problema 26 (a) i (c) Il

v

Clarament es troba a la recta x =y = z.
Passarem a coordenades esferiques

v

W ={0<0,7/2],¢ €[0,7/2],r €[0,R]}

v

El volum n'és mR3/6 ja que és un octant d'esfera.
Calculem la posicié de z, per exemple,

v

/zdxdydz-/ rsin pr? cos pdrdfdyp =
w

/ dﬁ/ 3dr/ sin @ cos pdp =

T R*1 TR*

242 16
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Problema 26 (a) i (c) Il

» Per tant, el centre de masses és a

R4
x—y—z—10 _3R
TYTiT e T g
6

() A={(x,y,2) eR®: X+ y? + 22 <

422, (x — a)® + y? + 22 > a%}. (Solucié: (—2,0,0).)
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Problema 26 (a) i (c) IV

» Es tracta de calcular el CG d'una esfera de radi 2a centrada a
I'origen menys una esfera de radi a centrada en (a,0,0).
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Problema 26 (a) i (c) V

» A nivell de conjunts:

Q=M \ D
on les dues esferes sén (llevat de la frontera, que no compta)
U ={C+y*+22<42’}, L ={(x—a)’+y*+2° <2’}

Per simetria, el CG de Q es troba a I'eix X i

- 1 _
X = W(S_Z)/K;dedydz =

1 1
Vol(Q) /Q TNIQ) Jo, " T

Vol(Q1) Vol(,)

Vol(Q) C6x() - Vol(Q) C6x((2)
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Problema 26 (a) i (c) VI

ja que els centres geomeétrics de Q1 i £, sén

1
CGX(Ql) = W /'Q1 XdXdde

1
CGX(Qz) = W o, XdXdde.

» Com que els CG de Q; i £, sén els centres corresponents de
les esferes, tenim que

__ Vol(Q;) Vol(Q2) B
= Vol(Q) «() = Vol() CCx(2) =
Vol(2:)CG, () — Vol(2)CG(R)  4ma 3

Vol(Q) (e — 29" 7
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Problema 28 |

Trobeu el centre de masses de la semiesfera definida per
x?>+y?2+ 22 <R?iz>0,sila densitat en cada punt és

proporcional a la distancia d'aquest punt al centre. (Solucié:
(0,0,28))

0.00
-2.0

2.0 -2.0
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Moments d'inercia |

(Per a més informacié veieu la pagina de la Wikipedia).

Donat un eix r i n masses puntuals my, my, ..., m, situades a
distancia di, do, ..., d, de l'eix r, el seu moment d'inércia respecte
I'eix r es defineix com

I, = mud? 4 -+ mpd2.

Passant al limit continu podem generalitzar-ho a R? i R3

» Per una placa D C R? de densitat p(x, y) el seu moment
d'inercia respecte I'eix r de R? és

j = /D G2((x, ). o, ).

on d((x,y),r) és la distancia del punt (x,y) a l'eix r


https://en.wikipedia.org/wiki/Moment_of_inertia
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Moments d'inércia Il

» Per un cos W C R3 de densitat p(x, y, z) el seu moment
d'inercia respecte I'eix r és

Ir = /W dz((X,y,Z), F)p(X,y,Z),

on d((x,y,z),r) és la distancia del punt (x, y,z) a l'eix r.
En particular, pels eixos de coordenades tenim

» Per a plaques a D a R?:

/x=/y2p(x,y), / Z/xzp(XJ)-
D D
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Moments d’inércia Il

» Per a volums W a R3:
= / 02 + 2)p(x, . 2),
w
b= [ 62+ Ppxy.2),
w
;= / (2 +y2)p(x,y, 2).
w

Exercici

Calculeu el moment d’inercia de la bola unitat de R3 centrada a
I'origen respecte d'un diametre, si la densitat en un punt és igual la
seva distancia al centre de la bola. Solucié: | = %”.
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Moments d'inércia IV
» Certament, el moment d’inércia respecte qualsevol eix sera el
mateix. Suposarem que |'origen de coordenades és el centre
de la bola

» La densitat en un punt és igual la deva distancia al centre de
la bola, és a dir

p(x,y,2) = /x> +y* + 2%

» Calculem, per exemple, /., passant a esferiques
Iz :/ (P+y?)p(x,y, z) = / r? cos® prr? cos pdrdfdp =
w

/2 14 4
271/ r dr/ﬂ/2 cos® pdyp = 27T6§ 9"
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Teorema de Steiner |

Teorema (Steiner)

El moment d’inércia d’un cos respecte un eix és la suma del
moment d’inércia respecte de I'eix paral.lel que passa pel CM del
cos i del moment que el cos tindria si tota la seva massa estigués
concentrada en el centre de masses.
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Teorema de Steiner Il

Dient W al cos, i s és I'eix paral.lel a r que passa pel seu CM,

I, = Is + m(W)d?(CM, r).

Aplicacié

Considereu el cilindre

W = {(x,y,z) : x> + y> < R?, —h/2 < x < h/2}, amb densitat
igual a 1, i sigui r un eix situat en el pla z = h/2 que passa pel

punt (0,0, h/2). Calculeu I, Solucié: I, = V(W) (RTZ + %2> .
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Teorema de Steiner IlI

» El centre de masses del cos W, en les coordenades indicades,
és I'origen.
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Teorema de Steiner IV

» Com que el cos és de revolucié respecte I'eix OZ, el moment
d'inercia respecte qualsevol eix que talli perpendicularment
aquest eix en un punt P és el mateix que qualsevol altre eix
que el talla perpendicularment en el punt P.

» Aixi, calcularem /,, on r és la recta que passa per (0,0, h/2) i
té per vector director (1,0, 0).
» Podem aplicar el teorema de Steiner, d'on

2

I, = L+ m(W)d?(0,r) = I, + VoI(W)%.
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Teorema de Steiner V
> Per altra banda, calcular /, és més senzill usant cilindriques

I —/ (V> +2%)p(x,y, 2 )dxdydz—/ (r?sin® 0+22)rdrdfdz =

*

27 h/2
/ dH/ rdr/ (r*cos® 0 + z%)dz =
h/2
2 h/2 27 h/2
/ cos 0d9/ 3dr/ dz+/ d@/ rdr/ Z22dz =
h/2 h/2

R4 R21 _h3 h3 h?
7/7 or 2o _ T4y R2 _v (W R? +
T Ty 3Ty T T ol )< 12>

» Per tant,

I, = Vol(W) (”2 +1R2 f;) :Vol(W)( R? + /;2>
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Problema 34 (c) i (d) |

Pels soldis seglients, calculeu els moments d'inercia que es
demanen en cada cas tot suposant densitat homogenia igual a u.
(c) Calculeu I, pel solid limitat pel paraboloide z = x? + y? i el

cilindre x2 + y? = 2 (z > 0). (Solucié: I, = %36)

1.00-1.00
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Problema 34 (c) i (d) Il

» Per simetria, el centre de masses és I'origen i 'eix de I, ja
passa precisament per aquest punt.
» El domini en cilindriques s'expressa com

*={ze[0,1],0 €[0,2n],vVz < r < a’} =
{relo0,a],0 €[0,27],0 < z < r?}

» Calculem la integral de I, passant a cilindriques

Z—/ (x* + y*)p(x, y,z)dxdydz—/ r’rdrdfdz =

6
27r/ 3dr/ z—27r/ 5dr:7r%.
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Problema 34 (c) i (d) HI

(d) Calculeu IX, ly i I, pel solid tancat pel paraboloide
z=x>+y?ielplaz=a(a>0). (Solucié:
=1, =5a(1+43a), I, = £a%)

1.0 -1.0

» Com que W té simetria de revolucio respecte I'eix Z i els eixos
X i Y hi sén perpendiculars, el valor de I, coincideix amb /.
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Problema 34 (c) i (d) IV

» En cilindriques el domini s'expressa com
W* = {r €[0,va],0 €[0,27],r* < z < a}

» Calculem primer [,

I, = / (X + y?)p(x, y, z)dxdydz = / rrdrdfdz =
w

*

Va a Va Va
27r/ r3dr/ dz = 271'/ r*(a—r?)dr = 271'/ (ar®—r®)dr =
0 r 0 0

1 4 1 6 ™ 3
21 <aza2 —6a2> —ga
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Problema 34 (c) i (d) V

» Passem ara a calcular /,,

ly —/ (x*42%)p(x, y,z)dxdydz—/ (r? cos® 042z%)rdrdfdz =

27
/ d9/ rdr/ r? cos® 0 4 z°)dz =
27 27
/ cos? 6d6/ r3dr/ dz+/ d9/ rdr/ 22dz =
0 0 r 0 0 2

Va va 1
7r/ r*(a— 2)dr+27r/ 3(33—r)dr:

/ (ar® =1 dr+—/ 5r—r")dr =

1 1 ™ ™ s
13 4_La)\_ T3 Ta_ T3
7r( a° a)d+ 3 (2 8a> 52t 77 =33 (1+3a)
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Suplement al problema 16d

Per fer la integral

1 r 1
/(1+r2)2dr2(r2+1) +§ arctan (r) + C

cal que fem el canvi de variable r = tan u de manera que la
integral es converteix en

1 1
/cos2udu:§u+zsin(2u)+C
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