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L1 Topologia de R” (2h)

Notacions |

l.x=x eR= x=(x1,...,%,) € R". Xj s'anomena
coordenada j—eésima del punt x. Casos particulars:
» R? els punts normalment es denoten per (x,y) i a
> R per (x,y,2).
2. Diferents productes:

» xi,y1 € R producte (d’escalars) x;y;
> x,y € R" producte escalar

n
(x,y) :=x.y:= ijyj.

j=t
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L1 Topologia de R” (2h)

Notacions Il

3. Si x3 € R la norma és

[ball = bal = /.

Si x € R", la norma és

[Ix[] == v/ {x, x) =

que és la distancia a I'origen (Pitagores).
4. Distancia entre dos punts:
» Six,y1 € R distancia de x; a y1, d(x1,y1) = ||x1 — yl|-
> Six,y € R, la distancia de x a y, d(x,y) :==||x — y||.
5. Els intervals oberts es generalitzen a boles:
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Notacions Il1

» A R, un interval obert sempre el podem pensar com una bola
1-dimensional d'un cert radi r > 0 i centrat en un punt y;,

Biy) = —ryi+r)={xa €R:d(x,y) <r}

» A RR", |la bola oberta n-dimensional de radi r > 0 centrada
en y és

By):={xeR":d(x,y)<r}={xeR":[x—y| < r}.
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Algunes propietats
» Producte per escalars: V) € R, x € R" es satisfa
[IAx]] = ATl
» Positivitat: Sempre ||x|| > 0, i, a més,
[Ix|| =0<= x=0.
» Simetria: Donats x,y € R” es satisfa
(xy) = {y,x).

» Bilinealitat: Donats x, y,z € R" es satisfa

(x+y,z) =(x,2) +(y,2).
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Desigualtats |
Desigualitat de Cauchy-Schwarz }

o < IIXI[yll,  x,y eR”

Demostracié: Siguin t € R, x,y € R” amb y £ 0. La funcié g és
positiva:

g(t) = lIx + tyl[> = |Ix|I* + 2t(x, y) + £*[|y[|* > 0
Aixo es interessant en els punts critics, que trobem amb g’(t) = 0,
g'(t) = 2((x, y) + tlly[?).
L'dnic punt critic, que ha de ser un minim (per qué?) esdevé quan

)
Il5

to = i, en aquest punt,
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Desigualtats |l

(x,y)?
g(to) = I|x||* — 2 >0 <= (x,y)> < ||x|P|lyl]*.

Finalment si y = 0 la desigualtat és clara.
Desigualtat triangular (pensar en el nom...)

[Ix vl < I+ lyll

o bé
d(x,y) < d(x,z) +d(z,y).
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Desigualtats Ill

Demostracid.

[ + 12 = [Ix]]* + 20, y) + Iy <
[Ix[12 20y [T+ Hy I = ([[x]] + [y ).

D’altra banda:

dix,y) =[x =yl = [l(x =2) + (z = y)ll <
Ix =zl +lz = yll = d(x,2) + d(z,y).

O]
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Desigualtats IV

Desigualtat util

[[Ix[] = 1yl < lIx = vl

Una altra desigualtat

n
10 <) Ikl

j=t

Encara una altra conseqiiéncia

Vi bl < [lxll
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Oberts i tancats a R” |

Recordatori de conjunts, elements...

» Un conjunt esta format per elements i s'indica entre claus.
Els parells:

Parells = {2n;n € N} = {2,4,6,...}

» Per escriure que un element pertany a un conjunt a € A.
Per exemple: 2 € Parells o bé 2,2016 € Parells.

» Un subconjunt pot estar inclos dins d’un altre A C B. Per
exemple: Parells C N C Z C R. Observeu la diferéncia del
punt anterior amb

{2,2016} C Parells
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Oberts i tancats a R” |l
Definicié (Conjunts oberts i tancats)

Denotem per B?(x) la bola a R" de radi € en un punt x qualsevol:
Bl(x) = {y e R" [Ix —y| = d(x,y) <€}

Donat un conjunt Q C R" direm que és

» Obert si per tot x € Q hi ha un e > 0t.q. B'(x) C Q. Es a
dir, si en cada punt hi ha una bola (de radi tan petit com
vulguem), centrada en aquest punt, totalment inclosa en el
conjunt.

» Tancat si el conjunt complementari de Q, Q¢ :=R"\ Q és
un conjunt obert. Es a dir, si per qualsevol punt que no
estigui en el conjunt, podem trobar una bola centrada en el
punt i que no té interseccié amb el conjunt.
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Alguns exemples

» Tot R"” és un conjunt obert i tancat a la vegada. Junt amb el
conjunt buit () sén els tnics oberts i tancats de R".

» El semipla superior I = {y > 0} és obert.
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Punts interiors, exteriors, frontera

Definicié (Punts interiors, exteriors, frontera)

Donat Q C R" i a € R" direm que a és un punt de
» L’interior de Q si hi ha un e > 0t.q. B?(a) C Q.
» L’exterior de Q si hi ha un ¢ > 0 t.q. BZ(a) C Q°.
» La frontera de Q si per qualsevol € > 0,

Bl(a)NQ+£0iBa)NQ° # 2.

Notacio:
» A= {x €R": x és punt de I'interior de A}.
» ext A= {x € R": x és punt de I'exterior de A}.
» OA={x € R": x és punt de la frontera de A}.
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Tancar i obrir conjunts...

Definicié (clausura o adheréncia)

Si AC R” la clausura (o adheréncia) d'A és A = AU DA

Relacié amb conjunts oberts o tancats

» Aobert & A=A,
» Atancat & A=A

Definicié (Bola tancada)

La clausura de B”(a), que denotarem per B7(a), s'anomena bola
tancada de R" de radi r i centrada en el punt a.
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Més propietats de conjunts de R”

Definicié (Conjunt acotat)

Direm que © C R" és un conjunt acotat si hi ha algun R > 0 de
manera que Q C B(0).

Definicié (Conjunt compacte)

Direm que © C R" és un conjunt compacte si és tancat i acotat.
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Operacions amb conjunts |

Recordem les operacions de conjunts U (unid)

AU B = {elements que pertanyen a A o a 5}

i N (interseccid):

AN B = {elements que pertanyen a Aia B}

Exercici: Demostreu/enteneu que (AU B)€ = A° N B€. Indicacié:
escriviu-ho en paraules. Algunes propietats importants:

1.

La unié d'oberts és sempre un obert.

2. La interseccid finita d'oberts és un obert.
3.
4

. La interseccié de tancats és sempre un tancat.

La unid finita de tancats és un tancat.
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Operacions amb conjunts ||

Exemples

1. Com que la unié de conjunts oberts és oberta,

U B71/4(0)
k=2

és obert. Pregunta: Podeu dir quin conjunt és?
2. Usant que (AU B)© = A°N B€ i que la uni6 d'oberts és

oberta,
m B7 4 (0)

és tancat. Pregunta: Quin conjunt és?
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Operacions amb conjunts Il

3. A vegades hem de veure quins conjunts sén exactament. Per
exemple, encara que sigui una unié de tancats, el conjunt

U 81 1/k

és obert ja que la unid és infinita i no s'aplica la propietat 3.
Pregunta: Quin és aquest conjunt?

4. lgualment, tampoc la propietat 2 s'aplica a

ﬂ B1/,(0)

que és tancat. Pregunta: Quin conjunt és?
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Operacions amb conjunts 1V

5. La frontera de B](0) sén els punts de R" que satisfan
[|x|| = r. Escriviu la definicié de BJ(0).

6. R" és obert i tancat a la vegada. (Tot punt de R” és interior i
no té frontera).
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Escalfament per a I'exercici 1

Dibuixeu els segiients conjunts de R? i digueu quins sén oberts,
tancats o compactes:

L A={(x,y) €R?: x2 + y? < 4}
2. B={(x,y) eR?: xy > 1}
3. F={(x,y) €eR?: 1 < x?>+y? <2}

2,2
4. G:{(X,y)ERz:x>1,X -)i(—y < 2}
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Exercici 1 |

Exercici 1

Digueu quins dels seglients conjunts son oberts, tancats o
compactes.

1L A={(x,y) ER?: x>+ y? < x, ¥ —sinx < y* + &}
2. B={(x,y,2) €R3: x>+ y? + 22 <1, &Y + &% + e >
x+y+z}

C={(xy)eR?: x> —y> <0,y <2x}.
D={(x,y,z) ER}: 0< x> —y?+22 <1, xyz > 0}.
E={(x,y) €R?: x> +siny >0, x#0, y #0}.
F={(xy)eR?: 1< x?+y%<2}.

X2 42

o ok~ w

7. G={(x,y) €ER?: x > 1,

<2}
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Exercici 1 1l

Observacié
Veurem quan estudiem continuitat, que “en general” els conjunts
definits per
> desigualtats del tipus < sén oberts i
<

» desigualtats del tipus = sén tancats.

V

Només quan la funcié "no té problemes”. Exemples
{x* =2x+1>0,x € R} = (—o0,—1) U (1, +00) és obert.
Contraexemple

{1/x > 0,x € R} = (0,+00) és obert

1. A={(x,y) €R?: x2 +y?2 < x, ¥ —sinx < y* + *}.
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Exercici 1 |11




Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”
11 Topologia de R” (2h)

Exercici 1 IV

Es compacte ja que és la interseccid entre
B3 5(1/2,0) = {(x,y) € R? : x> —x —1/4 + y*+ < 1/4},
que és una bola tancada i acotada (compacte), i
{(x,y) €R?: &¥ —sinx < y* 4+ &}

que és un conjunt definit per una desigualtat no estricta.

2. B={(x,y,2) €R3: x2 + y?> 4 22 <1, &Y + &% > >
x4+ y + z}. Com abans, interseccié de la bola tancada unitat
centrada a l'origen i un tancat, per tant, compacte.

3. C={(x,y) eR?: x* —y? <0,y < 2x}.
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Exercici 1 V

» Es tancat ja que és la interseccié de dos tancats.
» No és compacte ja que no esta acotat, ja que els punts de la
forma (x,x) Vx € RT pertanyen a C.
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Exercici 1 VI
4. D:{(x,y,z)ER3 : 0<x2—y2—|—z2 <1, xyz > 0}.

4.0

Es la interseccié de dos oberts, per tant, obert.
5. E={(x,y) €R?: x> +siny >0, x#0, y #0}.
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Exercici 1 VII

Es oberta, ja que és la interseccié de tres oberts (Quins?).
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Exercici 1 VIII

6. F={(x,y) € R?: 1< x?>+ y?> <2}. Ni obert ni tancat:
» F=B 25(0,0) \ B§(0,0) O F per tant no és tancat.

> L'interior de F és B2/5(0,0) \ B2(0,0) C F per tant no és
obert.

Per cert, qué passa si fem
F={(x,y) eR?: —1<x?>+y?2<2}?

2 2
X ,
7. G={(x,y) eR*: x> 1, Xy < 2}. Es la interseccié
X
d'oberts, per tant, és obert. La funcié té problemes en x =0
perd no quan x > 1.
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Funcions vectorials de diverses variables

Definicié: (funcic vectorial de diverses variables) Una funcié de
diverses variables és una aplicacié

FiQCR"R™, f=(f,...,fn),

on 2 obert i cadascuna de les funcions components f; sén
funcions escalars, i.e., i : QCR" =R, Vj=1,...,m.
Exemple (Q = R3)

L. f(xa,x2,x3) = (sin(x1x2), X3 + x1 + 3x2).

2. fi(x1,x2,x3) = sin(x1x2) i

3. f2(X1,X2,X3) = X‘% + X1 + 3X2.
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Domini i Imatge |

» Com en funcions escalars, el domini d’una funcié de
diverses variables és el conjunt de valors pels quals podem
definir una funcid:

D(f) = {x € R": f(x) € R™}

(quan no ens donen directament I'obert Q).

» Per una funcié f : Q C R” — R™, la seva imatge (o rang) és
el subconjunt de R™:

R(F)={y eR":3Ix e Q;y = f(x)}.
i, si no s'especifica €,

R(f)={y eR":3IxeD(f) >y =1f(x)}.
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Domini i Imatge |l

Exemple
Donada la funcié de n variables

F(x) = (In([Ix[[), In(1 = Ix[[))
la seva imatge i el seu domini sén
1. D(f) = B7(0) \ {0}
2. R(f) = {(y1,52) € R? 1 y1 € (=0,0), y2 =In(1—e*)}.
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Problema 2 |

Doneu el domini de defincié de les seglients funcions.
/9 — x2 — y2
1. f =t
(X,}/) X2 +y2 _4
2. f(x,y) = /16 — 4x2 — y2.
3. fx,y) = (In(xy), V4 — x> = y?).
— (Y
4. f(x,y) = arcsin <x)
1
5. f(x,y) = arctan (m)
6. f(x,y)=+Vy—xy—1.

X
7. f(x,y,z) = \/9—x2—y2—z2.

Indicacions:
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Problema 2 I

1. Interseccié del domini del numerador i punts on no s'anul-la el
denominador.

Dibuixeu 16 — 4x% — y? > 0.

Interseccié dels dominis de les dues funcions components.
arcsin : [-1,1] = [-7/2,7/2].

arctan : (—o0,00) — [—m/2,7/2]

Determineu el conjunt y — xy — 1 = 0.

R

No us espantin les tres variables.
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Solucié Problema 2 |

Doneu el domini de defincié de les seglients funcions.

V9 —x2 — y?
1. f ="
» Cal que 9 — x2 — y2 > 0 (bola tancada).
» Cal que x? + y? — 4 # 0 (R? menys circumferencia).
Solucié: D(f) = B3(0,0) \ 053(0,0).
2. f(x, y) 16 — 4x2 — y2. D(f) és la clausura de I'el.lipse

x?2 y?
7+16§1

3. f(x,y) = (In(xy), V4 — x*> — y2) = (f(x,y), fa(x, y)).

» Per a f; cal que xy > 0 (1ler i 3er quadrants).
» Per a f, cal que 4 — x> — y2 > 0 (bola tancada)

. Interseccié de condicions:
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Solucié Problema 2 1l
Solucié

D(f) = B3(0,0)
N{(x,y): x>0,y >0tU{(x,y): x <0,y <0})

4. f(x,y) = arcsin (f—() .

D(f) = {(xy) : =1 < L <1} ={(x,) : y| < ||, x # 0}

5. f(x,y) = arctan (x2 iyz). D(f) =R?\ {(0,0)}.
6. f(x,y)=+vy—xy—1.

» El conjunt definit per y — xy — 1 = 0 s'expressa per
y(l—x)=1.



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.2: Continuitat i limit a R" (6h)

Solucié Problema 2 Il

» El pla R? queda dividit en quatre regions segons si x < 1 o
x>lisiy—xy—1>00y—xy—1<0.

Solucié:

Df) = {(xy) x <Ly =1}

U{(y):x>1y <

}

1—x
X

7. f(x,y,z) =
(x,y,2) N

> Solucié: D(f) = B3(0,0,0).
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Grafiques de funcions de n variables

» Recordem que per a funcions escalars f, la grafica és el
subconjunt de R? de punts de la forma (x, f(x)).

» Per a funcions de n variables, f : Q C R" — R™, el conjunt de
punts de la forma (x, f(x)), la grafica, "viu"a

R” x R™ = {(x1, ..., Xn, ¥1,---,Ym), X € R"y € R} ~ R"T"

i és el conjunt G(f) = {(x, f(x)) : x € D(f)} C R"™™.

Exemple
1. La grafica de f : B2(0) — R : (x1, %) — a*xZ + b>x2 amb
a # b és un paraboloide el liptic.
2. La grafica de f : B2(0) — R : (x1,x2) — a°x? — b?x3 és com
una "sella de muntar”.
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Com es fa en Matlab/Octave ?
Cal definir una malla:

x=1:2; y=-2:-1;
[X,Y]=meshgrid(x,y)

que dona per resultat els punts corresponents:

X =
1 2
1 2
Y =
-2 -2
-1 -1

Aixi doncs, per dibuixar una funcié (p.e. una sella de muntar):

[X,Y]=meshgrid(-1:0.01:1,-2:0.01:2);
surf(X,Y,X."2-Y."2)
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Conjunts i corbes de nivell |

En els planols (representacié 2d d'una grafica a R3) s'hi
representen les corbes de nivell per poder “reconstruir’ la grafica.

Definicié (Conjunts de nivell)

Donada una funcié f : Q C R” — R™, i un valor c € R(f) a la
imatge de f, el conjunt de nivell associat a ¢ és el subconjut de :

Le(f) = {x € Q: f(x) = c}.

Notacid
» Quan n=2i m =1 s'anomenen corbes de nivell,

» quan n =3 i m=1 s'anomenen superficies de nivell i,

» en general, quan m = 1 s’anomenen hipersuperficies de nivell.

v
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Conjunts i corbes de nivell |l

7\

i feonah
AN
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L1.2: Continuitat i limit a R (6h)

Conjunts i corbes de nivell Il

Exemples:

1.

Les corbes de nivell del paraboloide el-liptic definit per
f(x1,x2) = x? + 2x3 sén el-lipses.

[X,Y]l=meshgrid(-1:.1:1); % z=y
Z=X."2+2xY."2;
contour (X,Y,Z); axis square J Fa el contour plot

2

. Les corbes de nivell de f(x1,x) = x2 — x2 sén hiperboles.
> 1 > p

[X,Y]=meshgrid(-1:.1:1); Z=X."2-Y."2;
contour (X,Y,Z)

Les superficies de nivell de f(x1, x2,x3) = 3x% + x5 + 4x3 sén
el-lipsoides.
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Problema 3 |

Trobeu les corbes de nivell de les segiients funcions i digueu quina
és la seva imatge.

1.

f(x,y) = x2 + y?. Les corbes de nivell sén circumferéncies i
R(f) = [0,00).
f(x,y) = 4x? + y?. Les corbes de nivell sén el.lipses i
R(f) =[0,00).
fx,y) =x*—y.
f(x,y)= ﬁyyz definida per a (x,y) # (0,0).
xXs—y -
f(x,y)= definida per a (x,y) # (0,0).

2 2

Fx,y) = (2 +y?)e> 7.
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Problema 3 - Solucié |

Trobeu les corbes de nivell de les segiients funcions i digueu quina
és la seva imatge.

1.

f(x,y) = x2 + y?. Les corbes de nivell sén circumferéncies i
R(f) =[0,00).

f(x,y) = 4x? + y?. Les corbes de nivell sén el.lipses i

R(f) =[0,00).

fx,y)=x>—y.

> Les corbes de nivell venen donades per x2 — y = C, amb
CeR

» Es tracta, doncs, de paraboles.
» R(f)=R

f(x,y) = ﬁy}ﬂ definida per a (x,y) # (0,0).
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Problema 3 - Solucié Il

> Les corbes de nivell venen donades per 5 5 = C, és adir
Xc+y
+ Vx2 — 4(C2x2
xy = Cx*4+Cy? & CP—xy+Cy’ =0y = X X2C X

> Les corbes de nivell sén rectes per I'origen.
» Per veure la imatge, fixem-nos que és inclosa a [-1/2,1/2] ja
que

(x—y)P>0ex+y?>2xy < f(x,y) <1/2

> i, per altra banda,
(x+y)?>0& x2+y?> —2xy & f(x,y) > —1/2 per tant
R(f) C [-1/2,1/2].

» Per veure la igualtat, substituim y per mx i f és constant (vist
abans) i val m/(1 + m?) que pren tots els valors entre —1/2 i
1/2 variant m.
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Problema 3 - Solucié Il

2 2

5. f(x,y) = % definida per a (x,y) # (0,0). (Indicacié:

Feu com (5).)
> Les corbes de nivell s6n les rectes y = =/ 15 x.
» Per tant, R(f) =[-1,1].

6. f(x,y) = (x> + y2)e_X2_y2.
» Podem relacionar els valors de f amb els de la funcié
h(z) = ze™ 2.
» Com que f(x,y) = h(||(x, y)l). les corbes de nivell sén
circumferencies.
» R(f) = (—o0,e ] ja que h té un dnic maxim absolut z = 1.
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Limits de funcions vectorials |

En primer lloc, recordem la definicié de limit a R: Donada una
funcié definida en un interval obert | C R, i pera a €/,

f:1cR—R,
deiem que la funcié f té limit (finit) L en a, escrit com,

lim f(x) =L

X—a

si, i només si, per qualsevol € > 0 hi ha un § = d(¢) > 0 de manera
que per qualsevol 0 < |[x — a| < J es té que

|f(x)— Ll <e

Intuitivament: El valor de f(x) és tan proper a L com vulguem,
sempre que fem x suficientment proper a a (x # a).
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Limits de funcions vectorials |l

Exemple (lim, ;3 x2=1.))

Fixem € > 0, llavors per [x — 1| < § (i, suposant 0 < 1) tenim
X2 =1 =[x —1|x +1| < d]x +1] < 36 =¢,

prenent § < min(e/3,1), ja que aleshores |x 4+ 1| < 3.

La definicié a R” és la mateixa substituint | - | per || - ||:
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Limits de funcions vectorials |1l

Definicié (Limit d'una funcié vectorial)

Sigui f : Q C R" — R™ una funcié vectorial, f = (f1,...,fn), Q
un obert i a € Q. Direm que f té limit L en a, escrit com

lim £(x) = L

X—a

si, per qualsevol € > 0, hi ha un § = d(€¢) > 0 de manera que

0<|x—al <d=|If(x)—L|| <e

Observacions:

» El valor de f(a) no juga cap paper en la definicid.
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Limits de funcions vectorials IV

» La definicié la podem escriure també en el llenguatge de les

boles:
x € Bi(a)\ {a} = f(x) € BI(L).

> A la definicié hem considerat que a € Q, pero de fet només
cal que a € €, I'adheréncia del conjunt obert. Per simplicitat,
en el que segueix, considerarem que a € Q.
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Alguns exemples senzills |

» El limit basic:

im  Vx2+y2=lim |(xy)]=0
m V= lim )

En efecte, per a qualsevol € > 0, sigui § = e.

» Un exemple a R™:

lim x| =0
(x1,--,xn)—(0,...,0)

N’hi ha prou amb prendre § = €/¥ per qualsevol € > 0.
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Alguns exemples senzills I
» Sovint caldra usar desigualtats com que |xx| < ||x||

lim X1 Xy =20
(x1,--:%n)—(0,...,0)

ja que
xi - x| < X[ [[x]} — 0.

» En aquesta darrera desigualtat hem usat la versié de R" del
"teorema de I'entrepa” (en anglés "squeeze theorem”): Si
tenim tres funcions definides en un obert

f,g,h:QCR" =R
i suposem que

g(x) < f(x) < h(x), xeR"
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Alguns exemples senzills Il

i amés
lim g(x) = lim h(x) =L

X—a X—a

per a un cert a € R"i L € R, aleshores també

lim f(x) =1L

X—a

» Els limits no sempre sén zero:

im 14+x+4+y=1
(x,y)—(0,0)

ja que

|(1+x+y)—1| = |x-|-y| < |X|-|-|_)/| §2||(X7y)||
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Alguns exemples senzills 1V

» Tampoc sén sempre en el zero de R":

lim x+2y+2°=14
(xy,2)—(1,2,3)

cal veure que el valor absolut segiient és menor que ¢

|f(X,y,Z)—]_4| = ’X+2y+z2—14} =
(x=1)+ @2y —4) + (2> = 9)| = ()

per a un § > 0 adequat i sempre que

d((x,y,2),(1,2,3)) =[[(x -1,y =2,z = 3)|| =
V=124 (y =224 (z - 32 <6
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Alguns exemples senzills V
Notem que

(#) < |x — 1|42y — 2|4 |2% — 9] < 0+25+0|z+3| <105 < e
N—— N——
|z=3[|z+3] =7
suposant que = min(e/10,1) i, per tant, |z — 3| < 1.
» Per als quocients, cal acotar inferiorment:
XA

l AN
() (0.0) X2 +

Acotem inferiorment x2 + y4 > x2 i, aixi,

4 4

X X :
e < 2 =x? = 0si (x,y) — (0,0)
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Exemple |

Anem a veure que

im sm(x1 x2)
(x1.22)=(0.0) X7 + X3

[X,Y]=meshgrid(-1:0.011:1);
Z=sin(X. 2.xY.72)./(X.72+Y."4);
surf (X,Y,Z) / clar

Efectivament, fixem ¢ > 0 i volem determinar 6 > 0 de manera
que, si (x1,x2) € Bs((0,0)) es compleixi:

J <sm2(x1 x3) ) —
X +x5
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Exemple Il

La banda esquerra es desenvolupa i val

4 sin(x2x3 0 sin(x2x3 x2x3
S a0 =T S oo as
X7 + X X7 + X ~~ X{+ X5
| sin x|<|x|
2.2
XEX .
< 22 <|Ix|? £ 6 <, suposant que triem § = /e
~ X

2.1 45,2
X{ x5 22X

> Per al numerador: cal acotar superiorment.
> Per al denominador: cal acotar inferiorment.

> Veieu I'exemple 8 de la seccié 13.2 de Zill.
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Exercici 9
Veieu, usant la definicié, que la funcié

X12 cos(x2) + x1x2

/2 2
X{ + X35

tendeix a zero a l'origen. Indicacions:
» Quin és el problema a (0,0)7
» Si voleu, penseu en qué passa quan una de les dues variables
val zero. Qué passa quan l'altra variable tendeix a zero?
» Juga algun paper cos x> quan xp ~ 07
» Podeu separar-ho en dues sumes i usar

f(Xl,Xz) =

2 2
X{ + X1x2 < X n X1X2 < QHXH

2 2| 2 2 2 2
\/xl—l—x2 \/x1+x2 \/xl—i—x2

ja que |xi| <|x]|.
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No existencia de limits

Com veiem que un limit no existeix?
» A R, la majoria de limits que veiem que no existien era perque
el limit per la dreta i el limit per I'esquerra no coincidien:
Jlim f(x) < lim f(x1)i lim f(x1) existeixen i coincideixen.
X—a x1—at x1—a~
» A R” hi ha infinites maneres d'arribar a un punt (rectes,
paraboles, corbes. .. ) i no és possible donar un criteri aixi.

» En canvi, el que si que es pot dir, és que si el limit segons
dues corbes és diferent, aleshores el limit no existeix .
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Exemple

Comprovem-ho en el segilient limit,

im sin(x2x3)

12—,
(x1,%2)—(0,0) X2 + x5

i veiem que aquest també val zero sobre diferents rectes i corbes:
x1 =0 f(0,x2) =0 — 0 quan x — 0 (i, per tant, xo — 0).
xp =0 f(x1,0) =0 — 0 quan x — 0 (i, per tant, x; — 0).
x; = x5 f(x2,x?) =sin(x8)/(2x3) — 0 quan xo — 0 (i, per tant,
X1 — 0)

Atencio: Aixo no demostra que el limit sigui zero!
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Un exemple de no existéncia
Considerem la funcié

2.2
X1X2 2 2
5 xi +x5 #0
fxi,x) =3 Xite 12 22 ’
0 xi +x5 =0

Observem que el valor en (0,0) és irrelevant per al calcul del limit.
> Triem x; = xp i fem x; — 0. Aleshores, quan x; # 0

2.2
XZX
f(X1X1):¥—>0 x1 —0
) 2 )
X1 + x1
» Triem x; = —x3 + x?, aleshores
2 2 6\2 6 2 4\2
xt(—xf + x x7(—1° 4+ x
f(x1, —x24x0) = (X + 1) = il 1) —1,x—0
R x2 — x2 4 x5 x5 ’
1 1 1 1

Els limits segons dues corbes no coincideixen, el limit no existeix.
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Limits de funcions racionals |

En indeterminacions del tipus 0/0 de funcions racionals a R

> Si el grau del numerador és superior al denominador, el limit
val zero.

» Si el grau del numerador és inferior al denominador, el limit no
és acotat (c0) i no existeix.

> Si els dos graus sén iguals, el limit val el quocient dels termes
de grau superior de numerador i denominador

Problema a R": grau(xy) = 2, grau(x? + y?)=2 perd

x y%i;n(o 0 m no existeix ja que

ja que si x =0 el limit val zero pero si x = y el limit val 1/2.
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Limits de funcions racionals Il
Proposicid
Sigui
p:R" = R;x — p(x)

un monomi (producte de components) de grau m i coeficient 1.
Llavors sin>1

[im

p(x) [0 si m>k
x—=0 ||x||k

3 si m<k

Demostracié: En primer lloc, observem que, com que
x| < IIxI], %)
lp(x)|

< |l "
[Ix]1%

Aixi
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Limits de funcions racionals Il

» Sim> k, ||x||™"% — 0 quan x — 0.

» Si m < k, prenem el limit segons x; = xp = --- = x,,. El
numerador és un polinomi en x; de grau m i ||x||% = |x|*,
que és un polinomi de grau k en |x|. Aixi, el limit només
podria existir quan m = k. En aquest cas, pero,

» Cal que k sigui parell, ja que altrament tindriem un problema

com x/|x]|.

> Si k = m és parell, el Iimit segons aquesta recta és (1/n)%.
Tanmateix, si fem el Iimit segons la recta x, =0,...,x, =0,
aquest val

I p(Xl,O,...,O)
mm ——
a0 [[(x1,0, ., 0)[|F

i, per tant, el limit no existeix.

=0
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Problema 8 de la llista |

Per a les segiients funcions, trobeu valors per a d(e) (“optims”)
tals que si \/x2 + y2 < §(e) llavors |f(x,y) — £(0,0)| <e.
(Indicacié: Recordeu que |x|, |y| < v/x2 + y2)
L f(x,y) = Ixy. 6(e) = /2.
2. f(x y):><2—ysi (x,y) #(0,0) i £(0,0) =0. d(e) =€
- 9 X2 + y2 9y Y Y - -

1_X2_y2

3 o) =Ty

d(e) = Ve/2.
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Problema 11 de la llista |

Calculeu (si existeixen) els segiients limits.

. arccos(x/y I
L lim ) —(0,1) %xy/) (continuitat)
. Xy
2. limey)=00) S22
2
) Xy
3 imey)—00) 2120
2 2
: X —y
4 My =00) S22
2,2
. X%y
5 liMey)00) a4
sin(xy)

0 iMey)~00) S22
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Problema 11 de la llista Il

Xy

7. lim 0,0) —YF/——=
(x.y)—(0,0) V2t y?
8. |im(X7y)_>(070) Xy |n(x2 + y2)_
Xxyz
X2 —|— y2+z2

lim(x.5)(0,0) \/— \/_

li s
11. |m(X,y)_>(171) tan m .

9. Iim(x,y,z)_>(o,o,0)

10. definida si x,y > 01 x # y.
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Problema 11 de la llista. Indicacions |

Calculeu (si existeixen) els segiients limits.
arccos(x/y)
14+ xy
» Numerador i denominador sense problemes a (0, 1).
» El denominador no s'anul-la en (0, 1).
» Podem calcular el limit per substitucié

Solucié: /2.

1. Iim(X7y)_>(071)

» Si x =0, el limit val 0.
» Six =y, el limit val 1/2

Solucié: No existeix.

X2y

3 imey)—00) S22
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Problema 11 de la llista. Indicacions Il
» Usem que x% + y? > x°.
Solucié 0.
X2 — y2
X2t y2
» Per x =0, el limit val 1.
» Per x =y, el limit val 0.

4, Iim(xyy)_>(070)

Solucié: No existeix.
X2y2
x4+ y4
» Per x =0, el limit val 0.
» Per x =y, el limit val 1/2.

5. |im(X7y)_)(070)

Solucié: No existeix.
sin(xy)

x2 +y2

» Per x =0, el limit val 0.

6. |im(X7y)_)(07o)
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Problema 11 de la llista. Indicacions llI

» Per x =y, ens queda

Solucid: No existeix.
Xy

7 limy)—(0,0) NeEeT

» Usem que |xy| < (x% + y?)|.
Il <V
Solucié: 0.

8. Iim(xyy)_>(070) Xy |n(x2 + }/2)‘
» En primer lloc

[xy In(x* + y2)| < | + y*) In(x* + y?)| = A([I(x, »)])
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Problema 11 de la llista. Indicacions IV
» h:R\ {0} = R és la funcié d'una variable definida per

h(t) = t?In(t?), que compleix lim h(t) =0
t—0

» Propietat: Si h: (0,+00) — R és una funcié escalar que
compleix que
lim h(t)=1L

t—0+

aleshores també, per qualsevol n

lim )h(||(x1,...,x,,)||):

(x1,-.-sxn)—(0,...,0

Solucié: 0.
. Xyz .,
0. ||m(X7y,z)_,(07070) m Solucié 0.

10. lim(x )= (0,0) \/_ \/_ definida si x,y > 01 x # y.
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Problema 11 de la llista. Indicacions V

» En primer lloc, observem que la funcié no esta definida en cap
bola centrada en zero (excloent el centre, és clar).

» En aquest cas, s'entén que calcularem el limit segons el
conjunt {x # y}.

» Podem multiplicar i dividr pel conjugat

\/;_\f f—f(f+f) 7
=[x+ vy < [Vl + vyl < VIx+ Vvl <2V )l

Solucid: 0.

. s
11. ||m(X7y)_>(171) tan (Xz—|—y2) .

» Sifem x = 1, el limit no existeix.

Solucid: No existeix.
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Continuitat de funcions vectorials |

Definicié (Continuitat en un punt)

Sigui f : Q C R" — R™ una funcié vectorial, f = (f1,...,fn), Q
un obert i a € Q. Direm que f és continua en a si

lim f(x) = f(a).

X—a

Definicié (Continuitat en un obert)

Sigui f : Q C R” — R™ una funcié vectorial, f = (fi,...,fn) i Q
un obert. Direm que f és continua en €2 si f és continua en tots
els punts de Q.
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Continuitat de funcions vectorials Il

Proposicié (Construccié de funcions continues)

La suma, producte i composicié de funcions continues en els seus
dominis oberts és continua. El quocient és també continu llevat
dels punts on s’anul-la el denominador.

Exemples de funcions continues:
» Els polinomis a R"” sén funcions continues a R".

» Les funcions racionals (quocients de polinomis) sén continues
a R” llevat dels punts on s’anul-la el denominador.

» La funcié "norma” x € R” — ||x]| € R és continua a tot R".
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Propietats de funcions continues |

Si f: R"™ — R™ és continua podem dir coses sobre antiimatges
de conjunts U C R™:

fHU) = {x e R" f(x) € U}, eg{(x,y) € R% x**04sin(y) > 0}
= f1((0,4+00) on f(x,y) = x**1® 4 sin(y)

i sobre imatges de conjunts V C R":

f(V)={y e R";y =f(x) amb x € V}
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Propietats de funcions continues |l

Proposicié (Propietats de les funcions continues)

1. Sif:R"™ — R™ és continua a tot R", llavors I'anti-imatge
d'un obert de R™ és un obert de R" i I'anti-imatge d’un
tancat de R™ és un tancat de R".

2. S§if:R" — R™ és continua a tot R", llavors la imatge d’un
compacte de R" és un compacte de R™.

Exemples:

1. El conjunt A= {x € R":1 < [|x||® < 2} és obert. Si
considerem la funcié f(x) = ||x||3 llavors A és I'anti-imatge de
(1,2) que és un obert de R.

2. Sif:R = R; f(x) = E(x) funcié part entera d'x. Llavors si
triem Q = {1} resulta que f~1(Q) = [1,2) NO és tancat (f
no és continua a R).



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.2: Continuitat i limit a R" (6h)

Propietats de funcions continues |lI

3. Definim la seguient funcié
x, x<1
f={5 5} 1)

llavors £([0,2]) = [0,1) U {2} NO és tancat, i per tant
tampoc compacte.
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Problema 13 de la llista
Sigui f(x,y) = % sixy #0i f(x,y) =asixy=0.
Xy
1. Per a quin valor de a € R és f continua en (0,0)? a = —1/2.
Per Taylor en una variable.

2. Per aquest valor de a discutiu la continuitat de f en R2.
» Per generacid, f és continua fora de xy =0
» Podeu usar que, si t és prou petit:

1 1
t—1+4+=t2==t*+0(¢°
cos +2 2 + O(¢t°)

» Per veure la continuitat quan xy = 0:

cos(xy) — 1+ 3x2y?
2

~—
t=xy

cos(xy) — 1 N 1‘ B

x2y2 2 X2y

L (x9)* + 0((%)°)

2 — 0, quan (x,y) — (0,0).
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L1.2: Continuitat i limit a R (6h)

Problema 14 de la llista

Per a les segiients funcions definides a trossos discutiu la seva
continuitat en R.

1. f(x,y) = sin(y)
Xy
2. f(x,y) =max{x,y}six>0if(x,y) =0si x <O0.

3. flxy) =xsi X[ < |yl i f(x,y) =y si x| > |yl
4. f(x,y) =xsix>+y?> <1lif(x,y)=ysix>+y?>>1

sixy 201 f(x,y) =1sixy =0.



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L-1.2: Continuitat i limit a R" (6h)

Limits segons conjunts
A vegades, el punt on calculem el limit no és a l'interior del
conjunt, sind a la frontera, com per exemple

lim /x4+y=0

(x,y)—(0,0)

on només podem considerar el limit en x +y > 0. Si tenim un
conjunt Q C R" i a € €, el limit segons el conjunt val L

lim £(:) = L
xeQ

si per qualsevol € > 0 existeix un § > 0 de manera que

x € (Bj(a)\{a})NQ = f(x) e BI(L)

0<||x—al|<d i xeQ




Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L-1.2: Continuitat i limit a R" (6h)

Funcions definides a trossos
Sigui f: Q C R" — R™, definida a trossos

f(X):f(Xl,...,xn):{i((j:)) ;i/;

» Els conjunts A i B sén disjunts: AN B = ().

> Ai B recobreixen Q: Q = AUB.

» g:A—R"ih:B — R™ continues en AiB respectivament.
(clarament f és continua en AU B). Als punts de Q que pertanyen
al conjunt AN B (quan té sentit calcular el limint segons els dos
conjunts), la funcié és continua si, i només si, coincideixen els
limits segons els conjunts i sén iguals a la funcié

f(a) = lim f(x) = lim f(x
@) QZ() i?é’()



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.2: Continuitat i limit a R (6h)

Problema 14 de la llista. Indicacions |

Per a les seglients funcions definides a trossos discutiu la seva
continuitat en R?.

1. f(x,y) = sm)E;y) sixy #0i f(x,y) =1si xy =0.

» Veieu que f es pot escriure com a composicié de funcions
continues a R?,
f=hogong(x,y)=xy

> h(t) ="t sit£0i h(0)=1.
> Solucié: Continua a tot R?.
2. f(x,y) =max{x,y}six>0if(x,y) =0si x <O0.



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.2: Continuitat i limit a R (6h)

Problema 14 de la llista. Indicacions |l

» La funcié max : R" — R és continua a R” (comproveu-ho).
Per exemple, a R2, la funcié maxim ve definida a trossos

X X2y

y y<x

max{x, y} = {
i, llevat de x = y és una funcié polinomial (val x o y). Veiem
que és continua en qualsevol punt (a, a), amb a € R:

lim  max{x,y} = a. En efecte
(x.y)—(a,a)

Imax{x, y} — af < max{|x —al,|y — a|} <[|(x—a,y — 3|



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.2: Continuitat i limit a R (6h)

Problema 14 de la llista. Indicacions llI
» Tornant a f(x,y) = max{x,y}six>0if(x,y)=0six<0

y, y=2x>0
f(x,y) = max{x, y} x>0 _ x, x>0,y <x
’ 0 x<0 d <6
b X_

L'tnic problema pot succeir a x = 0.
» Feu el dibuix de les diferents regions de R?.
> Solucié: Continua a R2\ {(0,y) : y > 0}
3. f(x,y) =xsi x| < |ylif(x,y) =y si|x| >yl
» De nou, es tracta d'una funcié definida a trossos:

gy {0 K=
Y Wy

i, per tant, és continua llevat de les diagonals dels dos
quadrants per generacid.



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.2: Continuitat i limit a R (6h)

Problema 14 de la llista. Indicacions IV

» A la diagonal (a, a), la funcié val a i és continua

X—a x| <y
Flxy) —al =4 X2 XISy oy )
ly —al, |x| >y

que tendeix a zero si (x,y) — (a, a).
» En canvi a la diagonal (a, —a), a # 0, la funcié no és continua.
Per exemple, suposem a > 0

<
f(x,—a) = {X’ x| < a

—a, |x|>a

lim f(x,a)=—a# lim f(x,a)=a
x—at x—a~

> Solucié: Continua a R2\ {(x, —x) : x € R, x # 0}.
4. f(x,y)=xsix®>+y?2<1lif(x,y)=ysix>+y>>1



Calcul Il

L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.2: Continuitat i limit a R (6h)

Problema 14 de la llista. Indicacions V

>

Llevat de la circumferéncia unitat centrada en zero, 35%(0,0)
la funcié és continua.

Prenem un punt (a, b) d'aquesta circumferéncia. Aleshores, és
clar que

lim f(x,y)=a
ey ay, | o)
x24y?<1
mentre que
lim f(x,y)=0>b
by oy, oY)
Xy?>1
Aquests dos limits només coincideixen quan a= b i
a® + b? =1, cosa que déna

(1/\/§a 1/\/5)7 (_1/\/57 _1/\/5)

Solucié: Es discontinua a

9B3(0,0)\ {(1/v2,1/v2),(-1/v2,-1/V2)}.



Calecul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Derivades parcials. Motivacié |

of
i —(a,b
Line has slope P (a,b)

Graph of f(x,b)




Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Derivades parcials. Motivacié Il

Sigui f: Q C R" — R, escalar, a € Q. Per a cada x, |'aplicacié
fak L X fak(Xk) = f(al, ey Xy ey a,,)

és una funcid escalar en un interval obert que conté a,. Hem vist
> Silimy_, f(x) = L, també lim,, ., fF(xx) = L
» Si f és continua en a, també fX és continua en a

| per a les derivades? Per ex., si f(x,y) = cos(x + y?) en (0,0)
» Fent y =0, x — cos(x) té derivada —sin0 =0 en x = 0.

» Fent x = 0, x ~ cos(y?) té derivada —2-0sin0 =0 en x = 0.



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Derivades parcials. Motivacié Il

Aix0 sén les derivades parcials resp. x i y de f en (0,0).
Sigui f : Q C R" — R, funcid escalar, a € Q i, per a cada
k=1,...,n, siguin f¥ les funcions escalars

fakZXkl—> fak(Xk)= f(al,...,xk,...,a,,)



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Derivades parcials. Motivacié IV
Definicié (Derivada parcial)

Anomenarem derivada parcial de f respecte x, en a a la
derivada de fX en a, sempre que aquesta existeixi i ho escriurem

> Newton—Lagrange (1671): £, (a)
> Leibniz (1684): 5 -f(a) = 0xf(a) = 0;f(a)
» Arbogast (1800): ijf( a) = Djf(a). Equivalentment

f(ai,...,aj+t,...,a,) — f(a)
. )

8J-f(a) = !m}

Per exemple, considerem la funcié

xp—sin(x2) 0.0
f(XI,xz)z{Fﬁx;’ (3 # (0,0)



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Derivades parcials. Motivacié V

Per calcular les derivades parcials usem la definicié

. f(t,0) = £(0,0 .0
ouf(0.0) = iy WAL = gy 5 o
. f(0,t)—f(0,0) . t—sint . t3/6
ROO=fn " =i s T =S

No coincideixen perqueé reflecteixen variacions diferents (grafica).

[X,Y]l=meshgrid(-1:.11:1); 7 z=y
Z=(Y-sin(Y))./(X. 2+2%Y."2);
surf (X,Y,2Z)



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Funcié derivada parcial

Quan coneguem una expressié per a la funcié derivada d'una de les
funcions escalars

£ X F5(xi) = F(at, . Xk - - -, an)

podem avaluar-la directament en el punt. Per exemple, calculeu les
derivades parcials de

f(x1, %) = xpeesina
en el punt (5,0). Demostreu que

81f(7'(‘/2,0) =1i 82f(71‘/2,0) :71'/2.



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Derivades parcials de funcions vectorials (m > 2)

» Fins ara, només hem vist el cas de funcions f : Q — R”.

» Sif:QCR"”— R™, funcié vectorial, f = (f,...,fn), Q
obert i a € €, aleshores la parcial respecte x; en el punt a és
el vector columna format per la derivada parcial de les f;:

9ifi(a)
9;f(a) := (9;f1(a), ... Ofm(a)) T = :
9jfm(a)
» Un exemple important sén les corbes a R™, com trajectories,

o:(a,b) - R"
t— o(t) = (o1(t),...,on(t))

que tenen com a derivada (parcial) les velocitats

o'(t) = (o1(t), .., (1)
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LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Gradients de funcions escalars |

A I'altre extrem hi ha les funcions escalars f : Q C R” — R amb Q
obert i a € Q. Si existeixen totes les seves derivades parcials en a,
aleshores el vector derivada o gradient en a és el vector fila

V«f(a) = Vf(a) = D«f(a) = Df(a) := (01f(a),...,0nf(a)),

notacions equivalents

Veurem que el gradient és perpendicular a les corbes de nivell i
indica la direccié de maxima variacié de la funcié. Els punts on
s'anul-la el gradient sén especials i mereixen una definicié:

Definicié (Punt critic)
Direm que a és un punt critic de f si Vf(a) = 0.




Calcul Il
|—Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

|—1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Gradients de funcions escalars Il




Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L-1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)
Derivada d'una funcié vectorial |

Sigui f: Q C R" — R™, funcié vectorial, f = (f1,...,fn), Q obert
i a € €. Siexisteixen totes les derivades parcials, aleshores la
matriu mxn de derivades parcials:

Jf(a) = JF(a) = Dif(a) = Df(a) :=
Vfl(a) (91 fl(a) . anfl(a)

V() Dfn(3) ... Onfin(a)

s'anomena la matriu jacobiana o de derivades de f en el punt a
Exercici: Calculeu la matriu jacobiana de

f(x1,%) = (€972 4+ xa, x153, cos(x153 ).



Calecul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Derivada d'una funcid vectorial 1l

o

Solucié:
eXitx eXitxe +1
Jf(x1,x2) = x3 2x1 X2
— sin(x1x22) —2x5 sin(x1x22)



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 20. Enunciat

Calculeu les derivades parcials de les seglients funcions.

L f(x,y) =x". 7. f(x,y):%.

2. f(x,y) =xY. X2+y2

3. f(x,y) = (x% + y?)~. 8. f(x,y):X2+y2.

4. f(x,y) = xy In(x> + y?). ios;)—/i— XY

5. £(x,y) = In(+/x? +?) P ="ar e

6. f( 1 10. f(x,y,z) = e“tan(y?z).

xy)=
X2ty 11. f(x,y,z) = xsinh (Z>

z
Podem usar la regla de la cadena. Sif:R—-Rig:R" = R:

O(f o g)(x) = ' (g(x)) - D& (x)



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 20. Indicacions |

Calculeu per derivacié directa les derivades parcials primeres de les
seglients funcions.

1. f(x,y) = x¥". Métode 1: Observem que
log (log(x”")) = log (y* log(x)) = log (y*) + log (log(x)) =
xlog (y) + log (log(x))

que

Oxf
flogf

Ox (loglog ) = = Oxf = Ox (loglog f) f log f



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 20. Indicacions |l

i la seva parcial respecte x val i respecte y val

s (Iog (log(x""))) = log (y) + Q() N
Oxf = (Iog(y)—l—)(lc);()()) x y¥logx = x"y (In( )In(y)—i—i)

0y (Iog (Iog(xyx))) = ; = 0, f = ;/xyxyx log x = x*" xy* Llog x

Metode 2: En comptes d'aplicar dos cops el logaritme,
podem escriure directament

xU) = exp (y* log x) = exp (x log y log x)

i derivar directament per obtenir el mateix resultat.



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 20. Indicacions Il

2. f(x,y) = x*. De la mateixa manera que abans.
Oxf(x,y) = x*(yIn(x) + y), Oy f(x,y) = x*xIn(x).

3. f(x,y) = (x®> + y?)*.De nou, considerem abans:

B Oxf

~ xlog ((x2 +y?))

Oy log ((x2 + yz)x)
—_———

x log((x*+y?))

Oxf(x,y) = (2 +y2) (In(:® + y2) + 23 ),
By f(x,y) = 2xy(x® + y?) L.

4. f(x,y) = xy In(x% + y?).
Ouf(x,y) = yIn(2 +y2) + 2,

2
oy f(x,y) = xIn(x? + y?) + x_22+L;2




Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 20. Indicacions IV

5. f(x,y) = In(\/x2 + y?)

axf(x,y): 8Xf(X7y):
1

6. F(x,y) = ——.
(x,¥) iy

Oxf(x,y) = = ey ey O f(xy) = — iz

. S Yy
X2—|—y2 ' X2—|—y2 .

Xy
7. f(X,y) = m
y(y2 _ X2) X(XZ _ y2)
Oxf(x,y) = o2t y2R Oyf(x,y) = P22
><2+y2
8. f(x,y) = eyt
—4xy? 4yx?

axf(x,y) = my 8Xf(X7.y) = m



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)
:

Exercici 20. Indicacions V

cos x + e
9. f(x.y) = iy
ye? —sin(x)  2x(cos(x)+ eY)
axf(X,y) = 2 2 - 5 N2
x“ty (x2 +y?)
xe 2y(cos (x) + €Y)
8yf(x,y): D) > 5 N2
Xty (<2 +y?)

10. f(x,y,z) = e“tan(y?z).
of = e“tan(y’z)
2_\2 X
of = 2 (tan (y z) + 1>yze

0.f = (tan (yzz)2 + 1>y2ex



Calecul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

|—1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 20. Indicacions VI

11. f(x,y,z) = xsinh (g)

Ouf =
of =

0,f =

sinh (g

x cosh (z)

N—"

I<

<
~—

Xy cosh (

z
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LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Derivabilitat i continuitat
Aqui cal ser curosos en la distincié de R i R”

» Per a funcions reals, f : | C R — R (aka. Calcul I), sabem
que si f és derivable en a, aleshores també és continua en a.

» Per a funcions vectorials, aix0 no és cert. L'existéncia de totes
les derivades parcials en un punt no implica la continuitat.

Prenem la funcié f : R? — R segiient com a exemple:

o si(a,x) #(0,0)

f(x1,x2) = <

( ) 0 Si(Xl,Xg) = (0,0)

que vam veure que no tenia limit en (0, 0) (rectes). En canvi
f(Xl,O)IO, X1€RZ>81f(O,O):O

f(O,XQ):O, X2 GRﬁazf(0,0):O
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LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Us d'operadors V i divergencia
A vegades és convenien usar el gradient com un operador sobre
funcions de (derivables) de R":
V = (01,...,0n)
de manera que, per a una funcio escalar fQ C R” — R

Vi = (01f,...,0nf),

ens déna en cada punt el gradient de f. Per altra banda, per a
funcions vectorials, f : Q C R” — R", podem definir I'operador
divergencia com

n

fs (V, ) =) 0ifi(x),

j=1

que és la traca de la matriu jacobiana.



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 16. Enunciat

Aplicant la definicié calculeu (si existeixen) les derivades parcials
primeres de les segiients funcions en el (0,0):

L f(Xay): #yyz i (X7y)7é(0a0) i f(0,0) =0.

2. f(x,y) = xIn(x*> + y?) si (x,y) # (0,0) i £(0,0) = 0.
3. f(x,y) = (x* + y?)*si (x,y) # (0,0) i £(0,0) = 1.



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 16. Indicacions

Aplicant la definicié calculeu (si existeixen) les derivades parcials
primeres de les segiients funcions en el (0,0).

1. f(x,y) = Wyﬁ si (x,y) # (0,0) i £(0,0) = 0.
xF(0,0) = 9, £(0,0) = 0.
2. f(x,y) = xIn(x®>+ y?) si (x,y) # (0,0) i £(0,0) = 0.

» Com que f(x,0) = x log x?, no existeix d,f(0,0),
» Com que f(0,y) =0, 9,f(0,0) =0.

(0,
3. f(x,y) = (®+y? XSi( y) #(0,0) i £(0,0) = 1.

» Com que f(x,0) = er'OgX, no existeix dxf(0,0),
» Com que f(0,y) = 1 ayf( ,0) =



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 21. Enunciat

Calculeu les derivades parcials primeres de les segiients funcions i
doneu la seva matriu jacobiana.

L f(x,y) = (¥ +y,y°x).
2. f(x,y) = (cos(x + 2y), ye, cosh(xy?)).
3. f(x,y,2) = (ztan(x? + y?), xy In(2)).



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 21. Resultat
Calculeu les matrius jacobianes

1. f(x,y) = (e¥ 4y, y?x).
ye?  xe¥ 41 )

Jf(X,y): ( _)/2 2xy

2. f(x,y) = (cos(x + 2y), ye, cosh(xy?)).

—sin(x +2y) —2sin(x + 2y)
JF(x,y) = yery (y +1)et
y?sinh(xy?)  2xysinh(xy?)

3. f(x,y,2) = (ztan(x®> + y?), xy In(2)).

2xzsec(x? + y?) 2yzsec(x® + y?) tan(x?+ y?)
JfF = x
yIn(2) xIn(z) 4

z



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.3: Derivades parcials primeres i d’ordre superior (4h)

Exercici 23

D'acord amb la llei dels gasos perfectes tenim la relacié PV = kT,

on P és la pressié, V el volum, T la temperatura i k una constant.

Demostreu que
oT oOP oV

OP OV OT
Aillant cada magnitud i fent-la variable de les altres

» T = PV/k, pertant, 9pT = V /k.

» P=kT/V, per tant, Oy P = —kT/V2

» V =kT/P, per tant, 97V = k/P
Aixi doncs,

OTOPOV _ (VN ( KT\ (k\_ KT _
POV OT — \ k vz) ' \p)” v~
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LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Derivades parcials d'ordre superior |

» Suposem que f : Q2 C R"” — R és una funcié per a la qual
podem calcular les derivades parcials en cada punt i que a,
més, aquestes també tenen derivades parcials.

» Aixi, si f té n derivades parcials (de primer ordre), les
derivades parcials de les derivades parcials (n2 si existeixen
totes) s'anomenen les derivades parcials de segon ordre.

» Veiem-ho amb un exemple. Prenem la funcié f : R? = R
f(x1,x) = Xf + x1x2 + x2 sin(xy).

» Aquesta funcié és composicié de polinomis i sin i, per tant, té
derivades parcials en tots els punts (x1, x2) de R?, que sén

O f = 3x12 + X2+ xpcos(x1), Oyf = x1 +sin(x1)



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Derivades parcials d'ordre superior |l
» De nou, podem calcular les derivades de les derivades parcials

X1 (8)(1 f) = 6X1 — X2 sm(xl)
Oy, (0x, ) = 1 + cos(x1),
Oy, (0x,F) = 1 + cos(x1),
Oxy (8X2 f) =

que escriurem mitjancant la notacié 92, :
17

a>%1X1f = Oy (0x f) = 6x1 — x25in(x1),
02,4, = Ox, (05 F) = 1 + cos(x1),

07 o = Oy (0, ) = 1+ cos(xq),
Oy = Oy (8sF) =

» Es comenca derivant per la variable més propera a f.



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L 1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Exercici a classe. Enunciat

Exercici
Calculeu totes derivades parcials d'ordre 3 de

f(x1,x2) = x13 + x1x2 + xa sin(xy).

que siguin de la forma 6)3<ka1, és a dir
a)?glxlxlv 3§1xlea 332)(1 X1 agzxle
Recordatori
02 f = 0, (05 f) = 6x1 — xp5in(xq),
g | = Oz (0, F) = 1 + cos(x),
831,(2 Oy (05, f) =1+ cos(x1),
02 1, = 0, (05 f) = 0.



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L 1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Exercici a classe. Solucié

Exercici
Calculeu totes derivades parcials d'ordre 3 de

f(x1,x) = Xf’ + x1x2 + x2 sin(xy).

que siguin de la forma ag,xm

D2 f = Oy (02, F) = —x2 cos (x1) + 6,
8§1X2X1f = Oy (8)2(2)(1 f) = —sin(x1),
8§’2X1X1f = Ox, (8)2(1X1f) = —sin(x1),

D2 s f = 0, (02,,F) =0



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

lgualtat de derivades creuades |

» Hem vist la igualtat d'algunes derivades d'ordre dos, com ara
2 2
Oxpxof = Oxyoy f = 1+ cos(x1)
» Per a les derivades de tercer ordre que hem calculat, hem vist
que algunes també eren iguals:
3 3 .
8X1X2X1f = 8X2X1X1f = —sin(x1)
» També surt el mateix resultat si fem
3 2 .
Oxpxixof = Oxg (8X1X2f) = —sin(x1)
» Qué tenen en comi tots aquests casos?



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

|gualtat de derivades creuades ||

» Les derivades creuades no sempre dénen el mateix.

> Per exemple, considerem la funcié (exercici 27):
22 .
G i (xy) #(0,0)
0 si (x,y)=1(0,0).

» Les seves funcions derivades parcials sén

4 23— A
b fey) = LTS s 20
A 0 si (x,y) = (0,0)

x5—4 ><3y2 —xy4

0, F(x,y) = { R 50200

si (x,y) =(0,0).



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

lgualtat de derivades creuades Ill
» Fora del (0,0), les derivades creuades coincideixen

6 4 2 2 4 6

5 5 x°+9x%yc —9x°y* —vy
f = f =

ax,y (Xay) 8y,x (Xay) (X2+y2)4

> Per calcular 8§’X(0,0) cal que usem la definicié:

 f - 1—y°
9 (0,0) = lim 2FON =0 127
Y y—0 y y=0y y*
mentre que la la derivada segona 97 ,(0,0)
f — 1x°
82,(0,0) = lim 2701 =0 (60 =0_ el
’ x—0 X x—0 X X

i aixi les derivades creuades no coincideixen...



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Funcions de classe C*

Definicié (Funcié de classe C*)

Direm que una funcié f : Q C R” — R és de classe C¥, escrit

f € C*(R) si existeixen totes les derivades parcials fins a ordre k i
les n* derivades parcials d'ordre k sén continues. Si
f=(f,...,fn), direm que és C¥ si totes les fi sén ck.

» CK(Q) c C*~1(Q) C ... En particular, no C! implica no C2.
» Per convencié, les funcions de classe C°(S2) sén les funcions

continues. També, no C° implica no Cl. Aixi la funcié
f(x1,x2) = 2225 si (x1,x2) # (0,0), i £(0,0) =0 no és C! a

2
X{ X5

I'origen.



Calcul Il

LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Funcions de classe C*®

Les funcions polinomiques, en diverses variables, tenen
derivades parcials polinomiques. Com que les funcions
polindbmiques sén sempre continues, les funcions polinomiques
sén de classe C¥(R?) per qualsevol k € N.

Quan una funcié és de classe C*(Q) per qualsevol k direm que
és de classe C*°(9Q2).

Les funcions racionals sén continues llevat dels punts que
anul-len el denominador (pols). Les seves derivades parcials
tenen els mateixos pols i sén també funcions racionals. Per
tant, les funcions racionals sén C*° a R" excepte als pols.

A R: sin, cos, sinh, cosh € C*(R), /-, log € C*((0, +0)).

Podem composar aquestes funcions i generar-ne més C*>°(2).



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

El teorema de Schwarz

Teorema (Schwarz)

Si f € CK(Q), podem permutar I'ordre de les derivades parcials fins
a ordre k i déna el mateix resultat. Aixi, per exemple, en el case de

Q C R?:
> Perk =2,
8>2<yf(xay) = 8)%xf(x’y)

> Per k = 3, a més de I'anterior igualtat tenim

8§yyf(x’y) = a;xyf(x7y) = 8)3:yxf(x7)/)
a}%xxf(xay) = aiyxf(xay) = a)3<xyf-(X7y)




Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L 1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Exercici 24
Per a quins valors de a, b, c i d pot existir una funcié f(x,y) tal

of . Of
que — = ax + by i Fvie cx + dy? Per a aquests valors calculeu

totes les possibles solucions per a f.

> Imposem que les derivades de segon ordre siguin iguals:
93, f(x,y) = 0, F(x,y)
» Solucié: b=ci

a d
f(x,y)= Exz + bxy + Eyz.



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L 1.4: Funcions de classe C™ (2h)

El Laplacia

Definicio
Si f és una funcié escalar, el seu Laplacia es defineix com la
divergencia del seu gradient:
Af = (V,Vf).
Aixi doncs, si f € C?(Q2), Q C R”

Af(x) =02 f+ 0% f + -+ 02  f

Es pot veure que

Alx,VF) = 2Af + (x, VAF)



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Exercici 25. Enunciat

Considereu la funcié

X

fx,y) = \/Ty2Si (x.y) # (0.0)
0 si (X7y) = (070)

of
1. Aplicant la defincié de derivada parcial calculeu 5(0,0).

2. Calculeu %(X,y) si (x,y) # (0,0).

of
3. Demostreu que Alim(, ) (0,0) a(x,y).

4. Quin és el subconjunt D C R? més gran on tenim que
f e CY(D)?



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L 1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Exercici 25. Indicacions |

Considereu la funcié

Xy

—— si (x, 0,0
0si(x,y)=1(0,0)

of
1. Aplicant la defincié de derivada parcial calculeu —(0, 0).

Ox

Com que f(x,0) = 0, aleshores

of
5, (0.0)=0



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Exercici 25. Indicacions I

2. Calculeu %(X,y) si (x,y) # (0,0). Usant les regles

ax Y= [+ y2)3
of

3. Demostreu que Alim(, )(0,0) &(X,y).
» Podem triar la recta y = 0 (limit 0)
> ilarecta x =0 (limit 1).
4. Quin és el subconjunt D C R? més gran on tenim que
f e CY(D)?
D =R?\ {(0,0)}.



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Exercici 27. Enunciat |
Considereu la funcié

X2_y2

f(x,y) = X)’m
si (x,y) # (0,0) i £(0,0) = 0.
1. Calculeu %(X,y) i g—;(x,y), si (x,y) # (0,0).

f f
2. Usant la definicié calculeu %(0,0) i g—

o0*f 82f L
Oxdy (0,0) i (0 0). Indicacié

(0,0).

3. Usant la definicié calculeu

2 _(07 h) - _(070)
Efv(;x( y = of (af)(0,0): lim 0x ox 7



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L 1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Exercici 27. Enunciat |l

4. Quin és el subconjunt D C R? més gran on tenim que
f € C?(D)?

5. Quin és el subconjunt D C R? més gran on tenim que
feC>D)



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Exercici 27. Indicacions |
Considereu la funcié
X2 — y2
f(X,}/) = X}/m
i (x,y) # (0,0) i £(0,0) = 0.

of . Of .
1. Calculeu a(x,y) [ @(x,y), si (x,y) # (0,0).

of y(x* +4x2y? — y*)
S-(y) = 2 u2\2 '
Ox (x2+y?)
of x(x* — 4x2y? — y*)
_(X7y) = 2 2\2
Oy (< +y?)
o of . Of
2. Usant la definicié calculeu 5(0,0) [ a—y(0,0).

of of
00 =5 0.0 =0



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”
L1.4: Funcions de classe C™ (2h)

Exercici 27. Indicacions |l

3. Usant la definicié calculeu 0°f —(0,0) i 0°f (0,0). Indicacié
' Oxdy Oyox 7
of of
P 00— 2 (7 0.0) 1 95 (01— 5.(0,0)
dyox )~ ay \ox ~ 50 h '
0°f 0°f
— 1,
aXay( ,0) = Dyox 55-(0,0) =
4. Quin és el subconjunt D C R? més gran on tenim que
f e C2(D)?

D =R\ {(0,0)}.

5. Quin és el subconjunt D C R? més gran on tenim que
feC>®D)
D =R\ {(0,0)}.



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

La regla de la cadena: de R a R” |

Regla de la cadena a R
Donades f : Q* — R i g : 2 — R tenim que si f(x) = f(g(x)).
llavors f/(x) = f'(g(x))g’(x).

Per a funcions vectorials

g QCR"R™ f:Q*CR™" - RF fog:QcCR"—RK

on s'ha de complir que g(2) C Q* perqueé la composicié F=f og
estigui ben definida, podrem trobar la matriu de derivades o matriu
jacobiana de la f usant la mateixa igualtat que abans, pero escrita
amb matrius jacobianes:

(JF)(x) = (I)(e(x)) - (Jg)(x).
—_—— — D —

kxn kxm mxn



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

La regla de la cadena: de R a R” |l

En termes de les derivades parcials,

O1(fog)y(x) ... 0On(fog)(x)
or(f o.g)k(x) .. on(f o.g)k(x)
Anfi(g(x)) ... Imh(g(x)) 01g1(x) ... Onhga(x)
Hb(e() . Omfulg(x))) \Orgm(x) ... Ongm(x)

que és el mateix que escriure:

9i(fog);(x) = Z@f, (x))0igj(x)



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

La regla de la cadena: de R a R” Il

Observem que aix0 ja ho haviem estat fent de forma intuitiva. Per
exemple, suposem que k,m =2 i que n = 3. Aixi

f(va) = (fl(X7.y)7 f2(X7y)) ,g(X,y,Z) = (gl(X,y,Z),gg(X,y,Z))

i, per tant, la composicié és

(ng)(X,y,Z) - fl(gl(xaya Z)agQ(Xayvz))7 fz(gl(X,y,Z),gz(X,y,Z))

(fog) (fog)2

i per calcular les derivades respecte la x

aX(f © g)l(X,y7Z) = aXﬁ(gl(Xayaz)7g2(X7y7 Z))axg(xay7z)+
3yf1(g1(x,y, Z)7g2(Xaya Z))an(Xayvz)



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

La regla de la cadena: de R a R" IV

i, respecte la y:

8}’(f Og)]_(X,_y,Z) = axﬁ.(gl(x7y7Z)’gZ(vavz))ayg(XLva)-l_
8yf1(g1(x,y,z),gg(x,y,z))ayg(x,y,z)
i, respecte la z

82('[ © g)l(X7y7Z) = 8Xf1(g1(x,y,z),gg(x,y,z))azg(x,y,z)+
ayﬁ.(gl(xayvz)agZ(Xv.y?z))azg(vavz)



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici (calcul) |
Donada la composicié F=rf og amb
Fy1,y2) = (cos(y2) + yi, €2, y1 — yo),
g(xi,x2) = (exlz,xl —sin(x2)),

Comproveu que

Jf(0,0) = e —e

» Amb el producte de les matrius jacobianes en (0, 0)

» Calculant directament la composicié i les derivades en (0,0).



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici (calcul) Il
La matriu jacobiana (matriu de derivades) de f en (y1,y2) és

2y1 —sin(y2)
JF(y1,y) = | ety elyi+y2)
1 -1

mentre que la matriu jacobiana de la g en (x1, x2) és

Jg(x1,x2) = < 2X16(X1i —cos(Xz()) )

Ara volem calcular la jacobiana de la composicié en (0,0), JF(0,0)
usant la regla de la cadena, que en aquest cas ens diu:

JF(0,0) = (JF)(g(0,0))(Jg)(0,0) = (JF)(L,0)(Jg)(0,0)
£(0,0)=(1,0)



Calcul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici (calcul) 1l

com que

000 = (7§ ). uno-

la jacobiana de la composicié és

2 0
JF0,0)=| e e ( (1) _(1] ) =
1 -1

2 0
e e
1 -1
0

—e

1 1



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici (calcul) IV

com voliem veure. Aquesta és la manera més senzilla en aquest
cas, anem a veure qué passa si fem primer la composicid.

f(xi, x2) = (cos (x1 — sin (x2)) + e(22), e(X1+e(X1)—Sin(x2))7
—xt + e0%) 4 sin (x2)>

i la seva matriu jacobiana Jf(xy, x2) és
2x¢) _ sin (x1 —sin(x2)) cos (x2) sin (x1 — sin (x2))

(2 X]_e(Xlz) 4 1) e(xl—i-e(xf)—sin(xz)) o (Xz) e<X1+e(X%)—sin(x2))

2xle(X12) -1 cos (x2)

4x1e(



Calecul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici (calcul) V

que, avaluada en el (0,0) déna el mateix resultat que abans

} 0 0
Jf(0,0) = e —e
-1 1



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exemple: funcions escalars |

Prenem f : Q* C R™ — R una funcié escalar i
g:QCR" = R™ x — g(x) vectorial. Aixi, f és escalar:

F(x) == fog(x) = f(g(x)) = f(g1(x), - 8m(x))
La regla de la cadena ens diu, en aquest cas,
Vi(x) = (VF)(g(x)) - Jg(x).
0, el que és el mateix escrit en coordenades:
9F(x) = ((VF)(g(x)), (98(x))T) =

(V)(g(x)) - 9ig(x) = Y_(aiF)(8(x))Dg(x)-

I=1



Calecul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exemple: funcions escalars Il

Exercici
Calculeu 9 ?(xl, x2) si

2 —X1X2)‘

F(yr, v, y3) = ¥ + Y3 — y3, g(x1,%) = (xfx2, X3,

En aquest cas la composicié val

F(x1,x0) = x}x3 + x5 — e X%

i és facil veure que

O (X1, %2) = 4xf’x§ + xpe 12,



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”
L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exemple: funcions escalars Il
Proveu de fer-ho amb el calcul de matrius jacobianes:

2 X1X2 X12
0 2 X2

Jg(Xb X2) =
—xp el—=x1x2) _Xle(—Xlxz)

Jf(yla)/2,y3) = ( 2_)/1 2_)/2 -1 )

i el producte de matrius el podem fer en dues etapes:
(4xvoyr + xel712) 252y + 4xy, + xpel71%) )

i, per tant, la derivada parcial respecte x; és la primera component,

8x17~c(X17 x2) = 4 x1xoy1 + xpel %) — 4x3x2 + xpe X1

y1=x&x



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exemple Corbes a R” |

Recordem que una corba a R”, p.e. una trajectoria, és una
aplicacié

o:(a,b) CR—=R"t— o(t) = (01(t),...,0on(t)).

Si la composem amb f : Q C R" — R; x — f(x) funcié escalar
tindrem

F(t) == f(o(t))



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exemple Corbes a R” |l

i aixi la seva derivada sera

N 0
f'(t) = ((01f)(a(t)), -, (Bnf)o(t))) | =
JF(o(1)) ap(t)
———
Jo(t)

= (Vxf(o(1), (' () T) = Y aif (o (1))oi(1).
I=1



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
Lis: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 29. Enunciat

Exercici 29

Siguin f(u,v) = (tan(u — 1) — e, u? — v3) i

g(x,y) = (e"Y,x —y). Calculeu D(f o g)(1,1) mitjangant la
regla de la cadena.




Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 29

Exercici 29

Siguin f(u,v) = (tan(u — 1) — e, u® — v3) i

g(x,y) = (Y, x —y). Calculeu D(f o g)(1,1) mitjangant la
regla de la cadena.

sec’(u—1) —e¥ XY X7y
Df(u,V)Z( (2u ) —2\/)’ Dg(x7y)=( 1 1 )

D(f og)(1,1) = Df(1,0)Dg(1,1) =

) a)-(0 %)



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 33 |

Donada una funcié f = f(u, v, w) de classe C?, calculeu
mitjancant la regla de la cadena expressions per a les derivades o
derivades parcials primeres de la funcié h en termes de les de «, [ i
~ en cadascun dels casos seglients.

1. h(x) = f(x, a(x), B(x)).
2. h(x,y) = f(y,a(x,y), B(x)).
3. h(X,y, Z) = f(a(z)aﬂ(yaz)77(xayvz))'

Per exemple,

h/(X) = alf(xu CM(X), B(X)) + 82f(X,04(X),ﬁ(X))O/(X)
+ 83f(x,a(x),ﬁ(x)),3/(x)



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”
L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 33 Il

h(x )(: )(X,Oé( x), B(x)).
X,y =
32f((y,oé§X,)/) B(x))0xa(x, y) + 05f (y, a(x, y), B(x))B'(x),
X,y) =
alf(ya (X7 ) ())+82f(y) (Xay))B(X))aya(va)'
2. h(x,y,z) = ( (2),8(y,2),7(x,y,2)).
Oxh(x,y) = 03f(a(2), B(y, 2),7(x, ¥, 2))0xv(x, y, 2),
0 h(X y) 8Zf-( ( ) ﬁ(yvz)vfy(xvyvz))ayﬁ(yvz)+
a31:( ( )76(.)/?2) (X y72))8y'7(x>)/>z)'
( ) alf( ( ) B(y,Z),’y(X,y,Z))O/(Z)-F
827((04( ). By, 2),7(x, y,2))0:8(y, 2)

+a3f( ( )76(5/72)77()(7)/7Z))aZV(X7yvz)'
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Derivada de la funcié inversa a R

Si f: 1 C R — R és una funcié derivable definida en un interval i
la derivada no s’anul-la enlloc, aleshores existeix la funcid inversa
f~1:JCR =R, on f(I) = J és un interval, que compleix

fL(f(x)=x, xel.

A més, la funcié inversa és derivable i, derivant aquesta expressié
obtenim

FFC)) F() = 1= F Y (F(x) =

F'(x)
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L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Jacobiana de la funcidé inversa a R" |

A nivell de calculs, a R”, la cosa funciona de manera semblant.
Prenem que f : Q C R” — Q* C R” una funcié C* a Q. Suposem,
per un moment, que existeixi una funcié inversa f1. Es a dir,
suposem que existeixi una funcié

f1:Q* CR” — R" tal que f 1 (f(x)) =x, x€Q

» Les dimensions del domini i la imatge han de ser iguals.

» Si suposem que també f~1 és de classe C! a Q*, derivant la
relacié =1 (f(x)) = x, i amb la regla de la cadena s'obté

DFH(f(x))(Df (x)) = 1,



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Jacobiana de la funcié inversa a R” ||

» Per tant, cal que es compleixi que Df(x) sigui invertible i
aleshores la matriu jacobiana de la funcié inversa de f és la
matriu inversa de la jacobiana de f

Df}(f(x)) = (Df(x)) ™"

» Df(x) sera invertible si el seu determinant, anomenat
(determinant) jacobia de f en x és diferent de zero.

» Hi ha la segiient relacié amb els jacobians de f i f~1:

det Df 1(f(x)) = detgf(x).

» Quan podem assegurar que f~1 existeix i és C1?
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El teorema de la funcid inversa

Teorema (Funcié inversa)

Sigui f : Q CR" — Q* C R" una funcié C* a Q. Donat p € Q t.q.
det Df (p) # 0,

llavors f és localment invertible, és a dir, existeix e > 0 de
manera que Bl(p) C Q i que la funcid restringida a aquesta bola

f:B"(p)— (B (p)),

és bijectiva (injectiva i exhaustiva), i la seva inversa f~1 és CL.

Quan f~1: Q* — Q direm que f és globalment invertible a Q.
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exemple de calcul

Exercici
Sigui f : R2 — R2 definida per f(x,y) = (eX +¢&”, e — ).
Comproveu que existeix f~1 i calculeu Df 1.

La matriu jacobiana de la f en un (x, y) qualsevol és

e~ e¥
Df(X,y) = ( X —eoY )
i el seu determinant és
det (Df(x,y)) = —2elH)

que no s'anul-la en cap punt de R?. Per tant, en cada punt (x, y)
existeix una funcié inversa local i la jacobiana de la inversa és

X -1 1 X 1 —x
—1 [ e e¥ 5€e 5e
oren=( ) =15 45)
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Una férmula atil

La matriu inversa d'una matriu 2 x 2 es pot calcular directament

a b\ ' 1 d —b
c d ad—bc\ —c a
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Exercici 34 |

Exercici 34

Sigui f(x,y,z) = (% + e*?,e> — e?? x — y). Proveu que f té
una inversa local en tots els punts de R3 i calculeu la seva matriu
derivada.

» En primer lloc, anem a veure que f té una inversa local en
cada punt (x,y, z) de R3.

» Com que f és de classe C1(IR®) només cal veure que el
determinant jacobia mai no s'anul-la:

0 2eY) 2622
Df = | 2e(2%) 0 —26(22)
1 —1 0
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L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 34 Il

i, per tant, el seu determinat jacobia val
det(Df(ij’Z)) =—4 (92X+2Z + 62y+2z) <0

que no s'anul-la en cap punt (x,y,z) de R3.

» Amb les eines de qué disposem, per veure que té una inversa
global, no hi ha més remei que trobar la inversa i veure que és
C! a R3. Per fer-ho, hem d'aillar x, y, z de I'expressi6 segiient

X = e +e*
yzGZX_eZZ
Z=X—-Yy

i expressar-les en funcié de X, y, z.
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Funcions i derivacié implicita (Zill 3.6 = Calcul 1) |

» Moltes de les funcions usades en la ciéncia o la técnica no
venen expressades com la grafica d'una funcié.

» A més, a vegades és molt més convenient una expressid
implicita que no pas una expressié explicita d'una funcid.

» Per exemple, I'equacié implicita de la circumferéncia de radi 5
i centrada a |'origen és

i aix0 defineix dues funcions y = y(x) com sén

f(x) = V25 — X2 i g(x) = —v/25 — x2, amb domini
x € [-b,5].
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L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Funcions i derivacié implicita (Zill 3.6 = Calcul 1) Il

» Observem que aquestes dues funcions sén solucié de 'equacié
implicita:

X4+ f(x)>=25 i x*>+g(x)?=25x¢c[-5,5]

» Podem trobar la derivada de f i g en un punt qualsevol de la
corba sense coneixer |'expressié explicita d'aquestes.

> Per exemple, anem a trobar la derivada de f en 3 derivant
implicitament:
1. Com que f és la "branca positiva”, i sabem que f compleix:

X2 f(x)? =25 xc[-22] = 3+f(3)>=25 = f(3)=4
=3 f>0
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Funcions i derivacié implicita (Zill 3.6 = Calcul 1) Il
2. Suposant que f és derivable en x = 3, podem derivar
I'expressid

x* 4 f(x)? =25

i avaluar-la en x = 3 per trobar f(3). En efecte:

20 2AF(x) = 0 = 6+2f(3)F(3) =0=
—— ~ ~~

dxxz L F(x)2 %25 x=3 4
6 3
=f3)=—==-2
(3) 8 4
» Observem que si fem el mateix derivant |'expressié explicita
obtenim:
—2x -2-3 -3
f'(x) = —:>f’(3):—:—

225 — x? 2y/25 — 32 4

» | si no podem aillar I'expressié implicita de I'explicita?
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El teorema de la funcié implicita a R?
Teorema Donada la funcié de classe C! a R2:

f:Q* CR? =R
(x,y) =f(x,y),

considerem I'equacié implicita f(x, y) = 0. Suposem el segiient
» Hi ha un punt (p, q) € Q* tal que f(p,q) = 0.
» En aquest punt, es compleix que

Aleshores existeix un € > 0 i una funcié C!, g : B(p) — R, amb
g(p) = q, de manera que, per qualsevol x € B(p),

f(x,y) =0« y=g(x).
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Calcul de la derivada a R?
Donades dues funcions de classe C!:

f:Q*cR?> =R
(x,y) =f(x,y),

g:QCR—-R
x —g(x),

que, per qualsevol satisfacin I'equacié
f(x,g(x)) =0
per calcular la derivada només cal aplicar la regla de la cadena

Oxf(x, &(x))

If(x, g(x))+0,f(x,8(x)g'(x) =0 = g'(x)= 9, f(x,8(x))
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El teorema de la funcié implicita a R” x R |

Teorema Donada la funcié de classe C! a R" x R™:

f:Q* CR" x R™ SR™
(x,y) —=f(x,y),

considerem el sistema d’equacions implicites f(x,y) = 0, és a dir

fl(le--me}/la- --7ym)
f2(X1,---’XmYI’- --7ym)

=0
=0
fm(X17"'aXn7.y17"'7ym) =0

Suposem que es compleixi el segiient:
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

El teorema de la funcié implicita a R” x R [l

» Hi ha un punt (p,q) € Q* C R" x R™ tal que f(p,q) = 0.

» En aquest punt, la seglient matriu m x m és invertible:

8ylfl(p? q) s aymfl(Pa q)

Oy, h(p, oo Oy, h(p,
b,f(p.a)= | 2:(P q) vn12(P, q)

Oy fm(p,q) ... 0y, fm(p,q)

Aleshores existeix un € > 0 i una funcié C, g : Q c R" — R™,
amb g(p) = g, de manera que, per qualsevol x € B.(p),

f(x,y) =0%y=g(x).
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Calcul de la derivada a R” x R"
El calcul de la matriu de derivades de g es fa a partir de I'equacié
f(x,8(x)) =0,
on, recordem,
f:Q*CR"xR™ —>R™
(x,y) =f(x,y),

ig:QCR"”—= R™. Sivolem calcular la matriu de derivades de g,
Dg(x), en funcié de les derivades de f. Amb la regla de la cadena:
Dif(x,g(x)) + Dyf(x,8(x))Dg(x) =0 &=

~—
ID, f(x,y)~ 1

= Dg(x) = — (Dyf(x,8(x))) ™" Def(x. g(x))-
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Exemple de calcul a R?> x R |

La discussid dels sistemes d’equacions no lineals és, doncs, similar
al dels sistemes lineals. Per exemple, donada una funcié CI/Q),
f:Q c R3®— R, considerem I'equacié

f(x,y,z) =0,
al voltant d'un punt (xg, yo, 20) € Q tal que
f(x0, ¥0,20) = 0.

Suposem que volem “aillar* la variable z en funcié de les altres
dues variables x i y. Per poder aplicar el Teorema de la funcié
implicita cal que

azf(XO, Yo, Zo) 75 0.
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exemple de calcul a R x R Il

Si aixd es compleix, aleshores existeix € > 0 i una funcié C!

g B%(x0,y0) — R™
(x,y) = g(x,y),

amb g(xo, ¥o) = 20, de manera que, per qualsevol
(Xu.y) S BE(XanO)y

f(x,y,2) =0 & z = g(x,y)).
Per calcular les derivades de g en (xo, yo, 20), derivem

f(x,y,g(x,y)) =0
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exemple de calcul a R? x R Il

respecte (x,y) i usem la regla de la cadena en

Dixy) (F(x,y,8(x,¥))) = 0 =
D) f (%7, 8(%:¥)) + Daf (%, v, 8(x, ¥)) D)8 (%, ) = 0

i, com que D,f és invertible en (xo, y0, 20) i (X0, Y0) = 2o:

Dx.,)8 (%0, ¥0) = —Dzf(x0, ¥0,20) " Dix ) f (X0, Y0, 20)

Es a dir:
1
(axga 8yg) (X07.y0) = - m (axf(X07y07 20)7 ayf(XOaYOa ZO))
N——

D f(x0,y0,20) "}
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Exemple de calcul a R x R IV

o, el que és el mateix,

1

8Xg(X07y0) = - maxf(xo,)/o,zo):
1

== — 0O, f .

0y 8(x0, ¥0) azf(meO’ZO)ay (x0, Yo, 20)

A aquest resultat també hi podriem haver arribat, en comptes de
fer-ho matricialment, escrivint directament |'expressié per a les
derivades parcials de respecte x i respecte y a partir de

f(x,y,8(x,y)) =0

i avaluant-ho en el punt (xo, yo0, 20)-
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Exemple d'aplicacié del T. Funcié Implicita |

Exemple

Demostreu que el sistema d’'equacions seglient

xe!tV 2uv = 1
ye'”V -, = 2x,

detemina dues funcions u(x,y) i v(x,y) que satisfan
u(1,2) = v(1,2) = 0. Calculeu 0,u(1,2) i 9,v(1,2).

> El primer pas és escriure-ho com a una equacié del tipus
f(x,y,u,v) =0 amb les dimensions adequades.
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Exemple d'aplicacié del T. Funcié Implicita Il

» En el nostre cas, donat que el sistema és equivalent a

xe!TV +2uv—1 = 0
ye!™vV — liv —2x = 0,

sembla convenient definir f(x, y, u,v) = (f1, ) amb

fi(x,y,u,v) =xe"t +2uv — 1,
u
- 2
1+v x

u—v

fa(x, y,u,v) = ye

» Aixi, f:QCR* - R?20on Q =R*\ {v # -1} és C(Q).
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Exemple d’'aplicacié del T. Funcié Implicita Ill

» Ara hem de veure quines son les variables dependents i quines
sén les independents segons ens demana I'enunciat, i veure
que les dimensions "quadren”. Ens demanen dues funcions
u(x,y) i v(x,y) i, per tant, les variables dependents (la y del
teorema) sén (u, v) mentre que les independents (la x del
teorema) sén (x, y). Aleshores m=2in=2:

f:QCR?xR? - R?
(x,y,u,v) = f(x,y,u,v)

nimero de variables dependents = namero d’equacions.
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Exemple d'aplicacié del T. Funcié Implicita IV

» Ara hem de comprovar que es compleixen les condicions del
Teorema de la funcié implicita al punt p = (1,2,0,0) que és
el que s'obté de u(1,2) = v(1,2) = 0.
» La funcié f és C' al voltant del punt: cert ja que v # —1.
» El punt p compleix que f(p) = 0: Efectivament.
» La matriu D, f(p) és invertible. Aquesta matriu és

8uﬂ 8vf;l _ Xe(u+v) + 2v Xe(u+v) —+ 2u
Dl Ovk) — \ ye'™ =g el i

i, per tant, en el punt p = (1,2,0,0), és invertible

1 1
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Exemple d'aplicacié del T. Funcié Implicita V

» Teorema de la Funcié Implicita: Localment existeix una
funcié implicita C! g : Q* € R? — R? de manera que

f(vaag(X7y)):0a g1(1,2)=g2(1,2):O

» A vegades, en comptes d'usar g1 i g» s'escriu u(x,y) i v(x,y)

> Per trobar 0xg1(1,2),0y82(1,2) (D(x,y)g). usem la regla de la
cadena per derivar f(x,y,g(x,y)) =0 resp. (x,y):

D(X,y)f(xayag(xay)) + D(u,v)f(xayag(X’Y))D(X,y)g(va) =0
que avaluat en p = (1,2,0,0) esdevé:

D(X,y)f(l, 2,0, 0) + D(u,v)f(]-a 2,0, O)D(X,y)g(l, 2) =0
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Exemple d'aplicacié del T. Funcié Implicita VI

i, amb el que hem calculat abans

(20)e(2 D)omstn(22)

-~

D(x,y)f(la27010) D(u,v) f(1727070)

i, aillant Dy, ,)g(1,2) i invertint D, ,yf(1,2,0,0) obtenim

== (3 ) (29)- (4 1)

> Aixi, identificant termes de la matriu D(, ,)g(1,2)

aXUl(]-az) = aXgl(]-az) = Oa Oyv(1,2)8yg2(1,2) = 1/3
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Exercici 37 - Calcul- Enunciat

Exercici 37

El segiient sistema determina dues funcions u(x,y) i v(x, y) que
satisfan u(1,1) = v(1,1) =0

x+yw+et+e¥ = 3
y—xv+ev+ev = 3

Determineu Dg(1,1) i Dg=1(0,0) si g(x,y) = (u(x,y), v(x,y))
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Exercici 37 - Calcul- Indicacions |

Exercici 37

El segiient sistema determina dues funcions u(x,y) i v(x,y) que
satisfan u(1,1) = v(1,1) =0

x+yv+e4+e¥ = 3
y—xv+el+eV = 3,

Determineu Dg(1,1) i Dg=1(0,0) si g(x,y) = (u(x,y), v(x,y))

» No farem les comprovacions del teorema de la funcié implicita.

» El sistema és equivalent a:

x+w+e+e¥ -3 = 0
y—xv+ev+ev -3 = 0,
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Exercici 37 - Calcul- Indicacions Il

» El que volem és que (x, y) siguin les variables independents i
que (u, v) siguin les variables dependents. Triarem la funcié
f : R? x R? — R? definida per

x+y+e+ev -3 = fi(x,y,u,v)
y_XV+eXU+eyV_3 = f2(X7.y7 u, V)7

» Hi ha el mateix nombre de variables dependents que
d’'equacions.

» El teorema de la funcié implicita ens diria que existeix una
funcié g : Q* : R?2 — R? definida al voltant de p = (1,1,0,0)
tal que

f(X7y7g(X’y)):Oa g1(171)=g2(1,1):O
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Exercici 37 - Calcul- Indicacions Il
» Per trobar Dg(1,1) usem la regla de la cadena per derivar
f(x,y,8(x,y)) =0 resp. (x,y):

D(x,y)f(xayag(x7y)) + D(u,v)f(xayag(x7y))D(X,y)g(Xay) =0
derivant:

ve(™) +1 pelw) v
vel) — v velw) 41

(uy) (vx)

ye xel™) +y (00

( Xe(UX) ye(Vy) — X ) D(va)g(X7 y) - < 0 0 )
que avaluat en p = (1,1,0,0) esdevé:

D(x,y)f(]-7 17070) =+ D(u,v)f(]-a 1,0, O)D(x,y)g(]-a 1) =0
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Exercici 37 - Calcul- Indicacions IV
i, calculant-ho:

(o 0) = (3 o) memtn=(35)

0 -1
Dix.y)8(1,1) = ( 11 )
2 2

D’on

» Finalment, fixem-nos que també ens demanen Dg~1(0, 0).
Com que g(1,1) = (0,0), g és C* localment i D, ,)g(1,1) és
no singular, el teorema de la funcié inversa ens diu que la
inversa existeix localment, és C1 i, a més,

Dg~'(0,0) = Dg(1,1) ' = ( _g o >_1 = ( j _g )

Exercici: Com calculariem el hessia de g17
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La derivada direccional |

» Donada una funcié

f:QCR" >R
x —=f(x),

i un punt a € €, les parcials 0xf(a) ens donen les derivades en

a de f quan només varia la coordenada k-ésima, és a dir, en la
direccié del vector coordenat corresponent de R":

e’ =(0,... ,1, ...,0).
k= )

posicié k

» | si volem la derivada en una altra direccié?
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L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

La derivada direccional Il
» Prenem v vector de R” normalitzat amb ||v|| = 1. Definim

f:BL0)CR =R
t —f(t) = f(a+ tv)

la funcid f restringida a la recta amb direccié v que passa per
a.
» Definim la derivada direccional de f en a segons v com

d,f(a) = D,f(a) := f'(0).

» Aquesta definicié és equivalent a:

0,f(3) = D,f(3) = lim flat t"t) —fla)
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La féormula del gradient |

Teorema (La férmula del gradient)

Per qualsevol funcié f : Q C R" — R de classe C! i a € Q,

of(a) = (v,Vf(a)), veR"

En particular Jey f(a) = 0jf(a), cosa que ja sabiem.

Derivada direccional maxima

En les hipotesis anteriors, suposem que a no és un punt critic
(Vf(a) #0). Llavors la derivada direccional maxima en a s’asoleix
en la direccio de V£ (a)/||Vf(a)|| i val ||[Vf(a)||. Es a dir

Vf(a)

max 0,f(a) = ———=—— = Ovr(f(a
e 1) = [y = Fvraf(a)
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Exemple de calcul

Exercici J

Calculeu la derivada direccional maxima de f(x,y) = x¥ en (e, 1).

» El gradient de la funcid f és
Vi(x,y) = (xy_ly, x” log (x))
» En el punt (e, 1), aquest és
Vi(e,1) = (1, e)
> Per la férmula del gradient, la derivada maxima és

(1, e)l = vV1+e?
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Exercici 34. Enunciat

Useu la férmula del gradient per calcular les segiients derivades
direccionals.

1. D,f(1,0) si f(x,y) =In/x2+y2iu=(2/v51/V5).

2. D,f(0,—1) si f(x,y) = e cos(my) i u=(—1/v2,1/v2).

3. D,f(1,0,0) si f(x,y,z) = x?e Y7 i
u=(1/V3,-1//3,1/V3).

En tots els casos usarem
ovf(a) = (v, Vf(a))

i, per tant, el primer que farem sera calcular el gradient.
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 34. Indicacions |

Useu la férmula del gradient per calcular les segiients derivades
direccionals.

1. D,f(1,0)si f(x,y) =1In/x2+y2iu=(2/V5,1/V5).
V£(1,0) = ( X 4 ) = (1, 0)

X2+y2’ X2+y2

Duf(1,0) = ((2/V/5,1/V5), (1, 0)) = 2/V/5
2. D,f(0,—1) si f(x,y) = e cos(my) i u=(—1/v2,1/v2).
V£(0,—1) = (cos(my) X, —me*sin(my)) = (-1, 0)

D,f(0,-1) = ((—1/v/2,1/v/2),(~1, 0))1/v2
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 34. Indicacions I

3. D,f(1,0,0), f(x,y,z) = x%e Y iu=(1/V3,-1/v3,1/V3).

V£(1,0,0) = (2 xel™Y2) _x2ze(-v2) 2 ye(*yz)) ~(2,0,0)

2
D,f(1,0,0) = (1/v3,-1/V/3,1/V3) (o) =2/V3
0



Calcul Il
LTema 1: Continuitat i Derivabilitat a R”

L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 35 |

El perfil d'una certa muntanya es modela mitjancant la funcié
h(x,y) = 5000 — 0.01x* — 0.02y?,

on si (x,y) és un punt del pla (“imaginari®, ja que la terra no és
plana) que defineix la base de la muntanya, llavors z = h(x, y)
ens dona la corresponent alcada.

1. Un muntanyenc es troba en el punt (x,y) = (10, 10), a punt
de fer el cim. En quina direccié s’ha de moure per pujar més
rapidament? Quin és el pendent?

Resposta: Si es troba en el punt de coordenades (10, 10), la
direccié " per pujar més rapidament” és la direccié de la
derivada maxima de la funcié altura. Per calcular-ho:

VF(x,y) = (—0.02x, —0.04y) — V£(10,10) = (—0.2, —0.4)
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Exercici 35 I

i per tant la direccié de la derivada maxima sera

V£(10,10) 1 (—1 —2) ( 1 2 >
vV = = —_— =—|—=,—
IVF(10,10)] 1/v/5\ 5" 5 V5 V5
El pendent és precisament el valor de la derivada direccional,
V£(10,10) = 1//5.

2. Si enlloc de triar la direccié de maxima pendent opta per
triar-ne una amb pendent del 40%, quina direccié ha de
seguir?

> Per determinar la o les direccions que donin lloc a aquest
pendent (veure grafica de la funcid), escrivim

8,£(10,10) = (v, V£(10,10)) = (v, (—0.2, —0.4)) =
—0.2v; — 0.4v, = 0.4 (pendent del 40%)
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Exercici 35 1l

» L'equacié per a la direcci6 sera:

vi42wm =2 Jvi+v2=1,

ja que el vector ha de tenir modul 1. Podem escriure v; = sin 6

i vo = cosf i només ens quedara I'equacié de I'esquerra en
termes de 6:

sinf +2cosf = —2

3. Una solucié és clarament 8 = 7, que correspon a la direccié
(0,—1) i I'altra és

sinf +2v1—sin20 = -2

d'on sinf = —4/5 i el vector és (—4/5,—-3/5).
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L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)
Formula de Taylor a R? |

Abans de generalitzar la formula de Taylor per a funions generals
de R anem a veure les aproximacions d’ordres creixents al voltant
d’un punt (aka. Taylor) per al cas d'una funcié C*(Q):

fIQCR* >R
(x,y) = f(x,y)
definida en un obert 2 de manera que a,a+ h € Q. Aqui
h= (hl, h2) ia= (31,32)2
» Aproximacié lineal, si h = (hy, hy) és una petita pertorbacié:
f(a+ h) = f(a) + (VF(a), h) = f(a) + mOxf(a) + h20,f(a)

———
Dyf(a)



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"
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Formula de Taylor a R? II

» Aproximacié quadratica:

f(a+ h) = f(a) + h1xf(a) + hadyf(a)+
1 02, f(a) 8)2(yf(a) hi\
§(h1,h2) <5§Xf(a) aﬁyf(;;)) (hz) B
f(a) + hOxf(a) + had, f(a)+

1
5 (G ()T + 205, F(a)hihy + 05, F(a)h3)
—~— N~

o 92
2
X y2
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Formula de Taylor a R? Il

» Aproximacié clbica:
f(a+ h) = f(a) + h1dxf(a) + h0,f(a)+
1
E(aiz f(a)hi + 202, f(a)hihy + 02 (a)h3)+
1
—(sf(a)h3h9+

3!
30, f(a)h3h3 + 30,02 f(a)hih3 +0,sf (a)hih3)

~~ ~~

axxy 78xyx ,8yxx 6yyx 78)/)(_}/ 78xyy
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Formula de Taylor a R? IV

També ho podem agrupar de la seglient forma:

f(a+ h) = f(a)+
1 1
Fhlaxf(a) + thayf(a) +

ordre 1
1 1 1
i<9§2f(a)h§ + ﬁafyf(a)hlh2 + i<9§2f(a)/7§) +
ordre 2
1 3,0 1 2,1 1 1,2
ia)@ f(a)hth + HaXZyl f(a)h1h2 =+ ﬁax1yz f(a)h1 h2 +
ordre 3
—_——N—
1

aay3f(a)h‘fh§j =
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Formula de Taylor a R? V

» Aproximacié d'ordre k

k

fla + h) = f(a)ZZ,, D F@h

Jj=0 I=0

» El desenvolupament de Taylor d’una funcié de dues variables
al voltant del zero (a = (0,0) i h = (x,y)) és

coeficient de x'y/—!
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Formula de Taylor a R? VI

» Per tant, en el desenvolupament de Taylor d'una funcié de
dues variables al voltant del zero en termes de x i de y el
terme que acompanya a x'y'=/ és sempre

L o

NG =1t yi=1(0)

» Alternativament, si coneixem el desenvolupament de Taylor i
el coeficient d'un cert monomi x’y* és C aleshores

&

1
Ik _
ny = /!(j—/)! xlyi=1

f(0) = 9,5 f(0) = CIt - k!

cosa que, com a R, ens permet coneixer les derivades en
termes del desenvolupament de Taylor.
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Exercici |

Sigui f(x,y) = €. Quan val 8)132y9f(0,0)? J

Com que la funcié exponencial té polinomi de Taylor

1 1 1
eX:1+X—|—§X2—|—§X3+---+ka+,,‘

el desenvolupament de Taylor de f sera

1 1 1 k
e’ =14 x°%+ §(xy3)2 + a(xy3)3 o g )
1 1 1
_ 3,126, 39, k. 3k
=1+xy —i-zxy +3!xy+ +k!xy + ...
Per tant,

1
013 ,5f(0) = 3319 =9!
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Cas de R3 |
Si f € CK(Q), Q Cc R

1 1 1

ordre 1

1 1 1
ja§2f(0)x2 + ﬁagyf(O)xy + Ea;f(O)ﬁ +

ordre 2

1
+ ﬁax

1111

1 1
2 F(0)xz + ——02,f(0)yz + 5332 F(0)2%+. ..

ordre 2
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Cas de R3 I

Aixi, el desenvolupament general d'ordre k sera:

Z 2. lﬁw xayszw f(0O)x“y"27.

J=0 a+B+y=j

on, recordem el conveni que 0! = 1.
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Férmula de Taylor a R" |

Anem a generalitzar la férmula de Taylor a funcions de n variables.
Considerem una funcié

f:QCcR"—=R
x = f(x)

de tal manera que els punts a i a+ h pertanyin a I'obert Q i que
f € C¥(Q). Aleshores els polinomis successius de Taylor ens donen
una serie d’aproximacions de la funcié, cada cop de grau més gran:

> Aproximacid lineal:

f(a+ h) = f(a) + (h,Vf(a)).
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Férmula de Taylor a R” [l
» Aproximacié quadratica:
1
f(a+ h) = f(a)+ (h,VFf(a)) + E(th(a), h)

on la matriu Hf (a) := JVf(a) és una matriu simétrica n x n
anomenada hessiana (observeu que tragca Hf (a) = Af(a)).

» Aproximacié d'ordre k

k
f(a+ h) %Z

Jj=0

'f(a

on usem |'expressiod

{h; V)
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Férmula de Taylor a R” Il

per denotar I'operador

n
> ko,
j=1

(h, VY f = (h,V)((h, VY 71f).

Aixi doncs, passar de R a R" és senzillament substituir - - per
(h, V).
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Cas de funcions f : Q C R" — R"™

> En el cas de funcions no escalars, f: Q C R” — R™ amb
a,a+ h € Q obert, el desenvolupament de Taylor de f fins a
ordre k I'obtenim fent el desenvolupament de Taylor fins a
ordre k de cadascuna de les funcions components (fi, ..., fy)
i posant-la en el vector de longitud m.

» De forma més compacta, |'aproximacid lineal es pot expressar
com

f(a+ h) = f(a)+ h(JF@)T, h=(h1,..., hm)

» Com a cas particular, si f: Q C R” — R"” compleix que
f(a) = b i Df(a) és invertible, aleshores podem usar el
desenvolupament de Taylor de f i el teorema de la funcié
inversa per trobar el desenvolupament lineal de f~1(x) en b:

fAb+h)=a+h((JFQ@)™HT, h=(h,..., hy)
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Residu de Taylor
Donats a,a+ h € Q obert, f € Ck1(Q)
f:QCcR"—>R
x — f(x)
definim el residu d’ordre k en un entorn del punt a, com la

funcié de h que déna la diferéncia entre la f(a+ h) i el polinomi de
Taylor en a fins a ordre k en h:

(h, V)
!

k
Re(h) = f(a+h) =

j=0

f(a).

Taylor ordre k
Aleshores, com en funcions f : R — R, es compleix que

. |Rk(h)|
| =0.
hoo [[h|[<
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Aplicacié al calcul de limits |

Exercici 45
Calculeu, si existeix, el segiient limit.
im eXsin(x +y)—x—y—x%—xy
(x.y)=(0,0) x2+y2 '

(Indicacié: Calculeu el desenvolupament de Taylor del numerador
fins ordre 2 i useu les propietats del residu de Taylor Ry(x,y).)

Com que tenim els segiients desenvolupaments de Taylor coneguts

1 1
ex’él+x+§x2+§x3+...,

sin(x+y)=(x+y)— 1(X+Y)3 1(X+Y)+
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Aplicacié al calcul de limits I
la part quadratica de Taylor de f és

Tlfl(xy) = (x+y) + x(x +y) =x+y+x"+

i, per tant, el numerador del limit és

Ssin(x +y)—x—y—x>—xy =
x+y+x2+ 2 + R[fl(x,y) —x —y —x* —xy =
Ro[f1(x, )
Aixi, el limit val zero pel teorema del residu de Taylor:
Fsinx+y)—x—y-x*-xy . Rlfl(x,y)

m = m
(x,¥)—(0,0) x2 4 y? (ey)—0,0) [|(x, ¥)II?

=0
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Exercici 42. Enunciat

La resisténcia total R corresponent a dues resisténcies Ry i R»
conectades en paral-lel verifica

1 1 1

Usant |'aproximacié lineal, estimeu la variacié del valor de R si
incrementem el valor de R; de 10 ohms a 10.5 ohms i decreixem el
valor de R> de 15 ohms a 13 ohms.
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Exercici 42. Indicacions

La funcié que ens doéna la resistencia equivalent és

1 Ri1R»

R(Ri, Ry) = _
’ 1 1
i Ri+ R

R R

La seva aproximacié quadratica en Ry = 1092, Ry = 159 és

R(R1, Ro) = R(10, 15)+81 R(10, 15)(Ry, —10)+8,R(10, 15)( R, —15)
S———— S——

9/25 4/25
Aixi doncs, la variacié en el valor de R sera

R(10.5,13)—R(10, 15) = 8, R(10, 15)-0.5+9, R(10, 15)-(—2) = —7/50.
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Exercici 47

Exercici 47

Calculeu totes les derivades parcials fins ordre 2 de les seglients
funcions i doneu el seu desenvolupament de Taylor fins a termes de
grau 2 inclosos entorn del punt que s'indica en cada cas.

1. Taylor de f(x,y) = sin(xy) entorn del punt (1, 7/2).

2. Taylor de f(x,y) = x¥ entorn del punt (1,1).
3. Taylor de f(x,y) = /¥ entorn del punt (0,1).
4. Taylor de f(x,y,z) = e *sin(yz) entorn del punt (0,1, 7).
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L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 47. Indicacions |

1. Taylor de f(x,y) = sin(xy) entorn del punt (1,7/2). Aqui
hem de calcular les derivades parcials, ja que el
desenvolupament el volem al voltant del zero. Com que

Oxf(x,y) = ycos(xy), 0,f(x,y) = xcos(xy)

no tenim termes lineals. El desenvolupament de Taylor al
voltant de (1,7/2) fins a termes quadratics és

11
f(x,y) =1+ 512 7T2(X— 1)2
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Exercici 47. Indicacions Il
2. Taylor de f(x,y) = x¥ entorn del punt (1,1). En primer lloc,
recordem que
x¥ = exp(y log x)

Com que f(1,1) =1, Oxf(x,y) = x’ Ly i
dyf(x,y) = x¥log (x), i, a més les derivades segones sén

Ofa(x,y) =x"?(y — 1)y
Of2(x,y) =x¥ "1y log (x) + x*
073 (x, y) = log (x)°

de manera que, avaluades en (1,1) sén
Of3(1,1) = 0,0£5,(1,1) = 1,0£5(1,1) = 0

fx,y)=1—-y—xy
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Exercici 47. Indicacions Il

3. Taylor de f(x,y) = ¢*/¥ entorn del punt (0,1). Com que

X X
xey

ey
Oxf(x,y)=—, 0O, f(x,y)=—
(x,y) " yf(x,y) %

en el punt (1,0) tenim que

8Xf(x,y)=1, ayf(X,y):O
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Exercici 47. Indicacions IV
Si calculem les derivades segones

X

2 e’
of5(x,y) =2
xer ey
o2 (x,y) =— — — —
xy( ) y3 }/2
2 X X
5 x“ey  2xey
015 (x,y) = T3

i les derivades en (0,1) i el pol. quadratic de Taylor és

9f3(0,1) =1, 9£5(0,1) = -1, 9f3(0,1) =0

1
Foy) =14 x+5x° —x(y-1)
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Exercici 47. Indicacions V

4. Taylor de f(x,y,z) = e *sin(yz) entorn del punt (0,1, 7).
Observem que, com que sin(1-7) =0, i

e =1—x+0(x?)
n'hi ha prou amb calcular el desenvolupament de Taylor de

sin(yz) fins a ordre 2 i multiplicar-lo per (1 — x) (del
desenvolupament de Taylor de e™*).

sinyz = —(z —m) —w(y — 1) — (z— m)(y — 1)

Multiplicant-lo per (1 — x) ens queda:

—(z=m)=m(y =)= (z = m)(y = DHx(z=m)+x7(y — 1)+
x(z =m)(y = 1)
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Exercici 47. Indicacions VI

i prenent només els termes d'ordre 2 trobarem el
desenvolupament de Taylor d'ordre 2 de f:

fxy)=—(z=-m) -7y =1) = (z=m)(y - 1)+
x(z = m) +mx(y —1).
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Exercici 48. Enunciat

Exercici 48

Mitjancant I'ds de desenvolupaments de Taylor de funcions d'una
variable (coneguts a priori), calculeu els desenvolupaments de
Taylor en I'origen fins a termes de grau dos inclosos de les seglients

funcions.
1. f(x,y)=eYIn(1+x+y).
2. f(x,y) =e~cosy.
1
3. flx,y)= — .
(x.y) 1+x+y
4. f(x,y,z) = eTYy/1+ xcos(x +y + 2).
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 48. Indicacions |

1. f(x,y)=eYIn(l1+x+y).
e 21+xy, In(l+x+y)~x+y—(x+y)?/2

Fx,y) = In(1+x+y)~x+y—(x+y)?/2.

2. f(x,y) =e*cosy.
1 1
eX%’1+x+§x2, cos(y)%l—iy2

F(x,y) =1+ x+ (x> —y?)/2.
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Lis: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 48. Indicacions I

1

o) =y

1
E=1+r+r2+r3+..., r=—(x+y)

Fx,y) 21— (x+y)+ (x+y)



Calecul Il
L Tema 1: Continuitat i Derivabilitat a R"

L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 48. Indicacions I
4. f(x,y,z) =&TY/1+ xcos(x + y + z).

1
e =L+ (x +y) + 5 (x +y)%

1 1
\/1—|—X21+§X——x2

8
1
cos(x +y + z) %l—z(x—i-y—i-z)z:
1 1
1—§(X+Y)2+(X+Y)Z+§Z2

f(x’%z)g1+gx+y—§X2+%yx—zx—zy—%zz.
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 49. Enunciat

Exercici 49

Calculeu el desenvolupament de Taylor en I'origen de les seglients
funcions fins I'ordre que s'indica en cada cas i doneu el valor de
totes les derivades parcials de la funcié en el (0,0) corresponents a
I'ordre maxim fins al qual s’ha desenvolupat (p. ex., si

o°f
xnym (0,0) amb n+ m =5.)

1. f(x,y) = In(1 + x? — y) fins ordre 3.
2. f(x,y) = cos(xy) fins ordre 8.
3. f(x,y) = e fins ordre 8.

desenvolupem fins a ordre 5 volem
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 49. Indicacions |

L. f(x,y) = In(1 + x? — y) fins ordre 3.
log(1+t)=t—t?/2+1t3/3

1 1
f(x,y) gy—><2+§y2—yx2+§y3

9%£(0,0) =2, 93.f(0,0) = —2.
2. f(x,y) = cos(xy) fins ordre 8.

1 1
fooy) = 1= 5(0)° + 5, ()

8;4/4X4f(0, 0) — 24
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 49. Indicacions I

3. f(x,y) = e fins ordre 8.

1
x2—y2)3+—(x2—y2)4

1 1
f(x,y) 2 140y ?)+5 (P —y?) P+ ¢ o

2 6(
0% (0,0) = 9%£(0,0) = 81/41,
08,6(0,0) = %:,27(0,0) = —512

9%,47(0,0) = 416
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Exercici 46

Exercici 46
Determineu el valor de A € R per tal que:

arctan(x®> +y) —x2 —y — Ay

l —0.
() (0.0) (x2 + y2)3/2
anepy iDL 138
rctan t & St ——F ...
arcta 23 " 2.45

1
arctan(x® +y) ~ x> +y — §y3 = \=-1/3.
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Extrems de funcions de diverses variables

Definicié (Extrems)
Sigui
f:QCcR"—=R
x — f(x)

acQobertifeC?Q)

» Si hi ha un € > 0 de manera que si x € B(a) \ {0} es
compleix que f(a) > f(x), llavors a és un maxim relatiu de f.

» Si hi ha un € > 0 de manera que si x € B/(a) \ {0} es
compleix que f(a) < f(x), llavors a és un minim relatiu de f.
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L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)
Relacié amb punts critics

Proposicié

Sigui f : Q C R” — R una funcié de classe C?(Q2) en un obert Q.
Si a € Q és un extrem relatiu, aleshores a és un punt critic, és a
dir, el gradient s'anul-la, Vf(a) = 0.

Demostracié: Es una senzilla aplicacié de Taylor. Fem-ho amb
dues variables (x,y), en el cas d'un maxim i suposem que alguna
de les parcials 0xf(a) o bé 0, f(a) fossin no nul-les. Per exemple,
suposem que Oyf(a) > 0. El desenvolupament de Taylor de f en a
és

f(a+ h) = f(a) + hxf(a) + ha0xf(a) + Ri(h)
com que Oxf(a) > 0, si h=(h1,0) amb h; prou petit f(a+ h) és
més gran que f(a) i, per tant, a no és maxim relatiu.
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Criteri de la derivada segona |

» Recordem que quan f : R — R, es podia decidir quan un punt
critic era maxim en termes de la derivada segona (negativa) o
minim (positiva).

» A R", el conjunt de derivades segones formen una matriu
simétrica, la Hessiana.

» Cal establir quan és positiva o negativa.
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L1s: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Criteri de la derivada segona Il

Definicié (Matrius definides positives o negatives)
Sigui A matriu simeétrica n x n, direm que és:

> Definida positiva si tots els seus vap's sén estrictament
positius <= ¥x € R"\ {0} xAxT > 0.

» Definida negativa si tots els seus vap's sdn estrictament
negatius <= Vx € R"\ {0} xAxT <0.

» No definida si no és ni definida positiva ni definida negativa.

Criteri de Silvester-Jacobi: si A és una matriu simétrica n X n:

» A definida positiva si, i només si, tots els seus menors
principals sén estrictament positius.
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Criteri de la derivada segona Il
> A definida negativa si, i només si, tots els seus menors
principals no sén zero i van alternant el signe comencant per

—1.
Criteri de la derivada segona
Suposem f € C?(R), a€ Q C R":
> a punt critic i Hf(a) definida positiva = a minim relatiu.

> a punt critic i Hf(a) definida negativa => a maxim relatiu.

» Com a R, no tots el punts critics sén extrems relatius. Aixi el
punt (0,0) és punt critic de f(x1,x2) = x2 — x2 perd no és ni
maxim ni minim.

» Un punt critic a en qué det Hf (a) # 0 i Hf(a) és no definida,
direm que és un punt de sella (mireu la seva grafica).
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Exercici

Exercici

Sigui f : R" - R : x — f(x) = e~ @=IIXI)?* Demostreu que té un
minim relatiu en 0 i que la hipersuperficie de nivell ||x|| = 1 esta
formada per tots els maxims relatius de f.

1. Flxem-nos que les corbes de nivell sén les hiperesferes
X[l = e

2. f(x) = h(||x||) on h(t) = e~(=t)* t& minim relatiu en t = 0 i
maxim relatiu en t = 1.

3. L’enunciat se segueix dels dos punts anteriors.
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Extrems absoluts

Teorema

Extrems absoluts en compactes Tota funcié f : K C R" — R,
continua en un compacte K (tancat i acotat) pren el seu maxim i
minim absoluts. en K.

» Per trobar-los, es busquen tots els maxims i minims relatius.

» Posteriorment, es busquen els maxims i minims a la frontera
del conjunt d'interes.

» Es compara el valor de f en els extrems relatius i es trien els
que dénen els maxim i el minim.
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Exemple
Considerem la funcié f(x,y) = x> — y? restringida a 31(0,0).
» L'unic punt critic és I'origen de coordenades on f val zero.

» Anem ara a mirar qué passa a la frontera
{(xy):x® +y2 =1}

» Si restringim f a aquest punts tenim f(x) = 2x? — 1 per

x € [-1,1].
» L'unic punt critic a I'interior d'aquest intéerval és x =0, on f
val —1.

» Finalment ens falta restringir f a la frontera de [-1,1], i.e.,
calcular f(£1) = 1.

» Conclusié: f pren el seu maxim en (£1,0) i el seu minim a
(0,£1).
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Exercici 52

Per a la funcié f(x,y) = x2y + y2x vegeu que (0,0) és un
candidat a extrem relatiu pero que el metode del hessia no permet
caracteritzar-lo. A quina conclusié arribem si restringim els valors
de (x,y) als de la recta y = x7

» (0,0) és un candidat a extrem relatiu perque
V£(0,0) = (0,0)

» D’altra banda el hessia no és definit, ja que

Hf(0,0) = < 8 8 )

i no podem concloure res de les derivades segones.
» (0,0) no és extrem de f(x,y) perqué f(x,x) =2x3i (0,0)
n'és un punt d'inflexié ( no es ni maxim ni minim) .
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Exercici 53. Enunciat

Considereu la funcié f(x,y) = (y — x?)(y — 3x?).

1. Si restringim els valors de (x, y) als d'una recta passant pel
(0,0), vegeu que I'origen és un minim relatiu de la funcié amb
independéncia de la recta triada.

2. Discutiu si el resultat de I'apartat (a) us permet concloure que
f(x,y), com a funcié de dues variables, té un minim relatiu en
el (0,0).

3. Estudieu si I'origen és 0 no un minim relatiu si restringim els
valors de (x, y) als d'una parabola de la forma y = ax? i
refineu la discussié de I'apartat (2).
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Exercici 53. Indicacions
1. Si prenem una recta del tipus (x, Ax), aleshores
F(x,Ax) = x*(A = x)(A = 3x) ~ (per x =0) ~ \*x?

i, per tant, (0,0) és un minim relatiu sobre qualsevol recta
que passi per |'origen.
2. Si intentem usar el criteri de les derivades segones, calculem el

hessia
0 0
Hf(0,0) = < 0 2 >

que no és definit (vaps 0 i 2).
3. Els valors de la funcié sobre una parabola de la forma y = ax
sén

2

f(x,ax) = x*(a — 1)(a — 3),
i per tant, quan 1 < a < 3 (0,0) és un maxim relatiu i (0,0)
no és extrem de f(x,y).
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Exercici 56. Enunciat

Una generalitzacié de la funcié de Cobb-Douglas al cas de tres
variables és la segiient:

U(X7y7z):Xy2237 X7y’2207

on x, y, z verifiquen el lligam 3x + 2y +2z =1 (i. e., els costos
unitaris de x, y i z sén de 3,2 i 1, respectivament i la suma de
I'inversié total que fem és |'unitat).

1. Useu el lligam entre (x, y, z) per expressar U(x,y, z) en
termes d'una nova funcié u(x, y).

2. Dibuixeu el domini per a les variables (x,y) de u(x,y). Quant
val la funcié u(x, y) en la frontera d’aquest domini?

3. Busqueu el maxim absolut de la funcio u(x, y) en el domini de
I'apartat (b).
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L1.5: Regla de la cadena. Derivada de la inversa i derivacié implicita (4h)

Exercici 56. Indicacions |

1. Usem el lligam per aillar la z en funcié de la x i la y:
X+2y+z=1&2z=1-3x—-2y
d’'on la nova funcid, en termes de x i ynomés, és
u(x,y) = xy?(1 — 3x — 2y)>.

2. El domini on esta definida la nova funcié u = u(x, y) seran els
valorsaon x>0,y >0i,amés, z=1—-3x—2y > 0. Aixi

K:{(X,y)€R2;x20,y20,3x—|—2y§1}

que és I'interior del triangle de R? determinat pels eixos
coordenats i la recta 3x + 2y = 1. El valor de la funcié en els
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Exercici 56. Indicacions I

eixos coordenats val zero. A la hipotenusa del triangle també
val zero:
u(x,y) = xy*(1 =3x = 2y)* =0

3. En primer lloc busquem els punts critics a l'interior de K:
deu(x,y) =—Bx+2y —1)°y? —9(3x+2y — 1)’xy?,
Oyu(x,y)= —=2(3x+2y — 1)3xy —6(3x +2y — 1)%x?

o, el que és el mateix:

Oeu(x,y) = — (12x + 2y — 1)(3x + 2y — 1)?y?,
dyu(x,y) = —2(3x + 5y — 1)(3x + 2y — 1)?xy
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Exercici 56. Indicacions Il
Fora de la la frontera de K (és a dir,six #0, y #0 i

3x + 2y — 1 #0, els punts critics vindran donats pel sistema
d’'equacions

0=—-12x -2y +1,
0=3x+by—1

que té com a Unica solucié x =1/18 i y = 1/6 que es troba a
I'interior de K. Calculem el Hessia per veure si és maxim o

| 1 _1
Hess(f)(1/18,1/6) = < _% _% )

que és definida negativa (vaps negatius o menors —1 i 1/576)
i es tracta d'un maxim. El
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Parcial i Prova a Classe

> La normativa del parcial es pot trobar a ATENEA.

» La prova a classe (aka 'avaluacié continuada’) sera el dimarts
8 d'octubre de 17h a 18h.

» La prova consistira en un o dos problemes similars als fets a
classe.

» El temari és el mateix que per al parcial.

» No es pot dur formulari ni calculadora.
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