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Definició 1 (Ĺımit d’una funció en un punt)
Sigui f : A ⊆ Rn −→ Rm, A = D(f), a ∈ Ā, L ∈ Rm.

I Si a no és un punt äıllat de A, direm que f(x) tendeix cap a L quan x
tendeix cap a a, i escriurem f(x)→ L quan x→ a; o que el ĺımit de
la funció f(x) quan x tendeix cap a a (o en x = a) és L, i escriurem

ĺım
x→a

f(x) = L = ĺım
a
f(x) = L,

sii, donat ε > 0 existeix δ = δa(ε) > 0 t.q. f(x) ∈ Bnε (L), sempre
que x ∈ (Bnδ (a) \ {a}) ∩A o, equivalentment, sii

∀ ε > 0, ∃ δ = δa(ε) > 0 t.q.:

‖x− a‖Rn < δ, x ∈ A \ {a} =⇒ ‖f(x)− L‖Rm < ε,

on ‖ · ‖Rn , ‖ · ‖Rm denoten les normes en Rn i Rm respectivament.

I Si A és un punt äıllat de A, llavors ĺım
x→a

f(x) = f(a).



Definició 2 (Ĺımits segons subconjunts)
Sigui B ⊆ A, a ∈ B̄. Direm que L ∈ Rm és el ĺımit de f(x) quan x→ a
segon el subconjunt B, i escriurem ĺım

x→a
B

f(x) = L, sii

ĺım
x→a
x∈B

f|B(x) = L,

on f|B és la restricció de la funció f al conjunt B.

Exemple 1
Ĺımits segons rectes, paràboles, etc.

Proposició 1

I ĺım
x→a

f(x) = L =⇒ ĺım
x→a

B

f(x) = L, per a tot B ⊆ A amb a ∈ B̄.

I Si A =

s⋃
i=1

Bi, s ∈ N, a ∈ B̄i per a cada i = 1, 2, . . . , s; aleshores:

ĺım
x→a
Bi

f(x) = L, per a cada i = 1, 2, . . . , s =⇒ ĺım
x→a

f(x) = L.



Definició 3 (Continüıtat)

I Direm que f és cont́ınua en x = a sii:

(a) a ∈ A.

(b) Existeix ĺım
x→a

f(x) i és finit.

(c) El valor del ĺımit en x = a coincideix amb el de la funció al mateix
punt, i.e.: ĺım

x→a
f(x) = f(a).

I f és cont́ınua en A (o d’un subconjunt de B ⊆ A) sii ho és en cada
punt de A (o del subconjunt B).

Proposició 2
Sigui f : Rn −→ Rm. Són equivalents:

I f és cont́ınua en Rn.

I ∀V ⊆ Rm f−1(V ) = U és un conjunt obert de Rn.

I ∀Z ⊆ Rm f−1(Z) = W és un conjunt tancat de Rn.



Proposició 3
Si f : K ⊆ Rn −→ Rm és cont́ınua i K és un compacte, llavors la imatge
de K, f(K) ⊆ Rm, és un conjunt compacte.

Exemple 2
Problema 1, apartats (a), (b), (c) i (d).



Exemple 3 (Examen parcial 02/11/2015)
Considereu la funció f : Ω ⊆ R2 −→ R, on

Ω =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 +

y2

4
< 3

}
,

definida per

f(x, y) =


E

[
−x2 − y2

4

]
, 1 < x2 + y2/4 < 3,

−
√
x2 + y2, x2 + y2/4 ≤ 1.

On E[t] = sup {z ∈ Z : z ≤ t} és la funció “part entera de t”.

(a) Estudieu si f és cont́ınua en els puts de l’el.lipse x2 + y2/4 = 2.

(b) Estudieu si f és cont́ınua als punts (0,±2).

(c) Estudieu en quins punts la funció f és discont́ınua.



Exemple 4 (Examen parcial 02/11/2017)
Sigui f : R2 −→ R definida a trossos de la forma següent

f(x, y) = e−y/x, si x > 0; f(0, y) = 0; f(x, y) =
sin
(
x3
)

x2 + y4
, si x < 0.

(a) Calculeu, si existeix, ĺım
(0,y0)

f(x, y) si ens acostem a (0, y0) per punts

(x, y) ∈ R2 verificant x < 0.

(b) Ídem si ens acostem per punts (x, y) verificant x > 0.

(c) Indiqueu per quins punts de l’eix y la funció f(x, y) és cont́ınua.

Exercici 1 (Examen parcial 31/10/2014)
Considereu la funció f(x, y) = E

[
e2x

2+3y2
]
, on E[t] és la funció “part

entera de t”. Calculeu la anti-imatge del punt 2 i digueu quin objecte
geomètric és la seva frontera.



Teorema 4 (Regla de la Cadena, en [PdM82])
Siguin U ⊆ Rm i V ⊆ Rn dos conjunts oberts. Si f : U −→ Rn és
de classe C1 en p ∈ U , f(U) ⊆ V i g : V −→ Rk és de classe C1 en
q = f(p), aleshores g ◦ f : U −→ Rk és de Classe C1 en p i D(g ◦ f)(p) =
Dg(f(p))Df(p).

Corol.lari 5
Si f i g són totes dues de classe Cr, r ≥ 1, aleshores la seva composició
g ◦ f també és de classe Cr.

Corol.lari 6
Si f : U ⊆ Rm −→ Rk és de classe C1 en p ∈ U i α : (−1, 1) −→ U és
una corba t.q. α(0) = p i α′(0) = v ∈ Rm, aleshores f ◦ α és una corba
derivable en t = 0 i (f ◦ α)′(0) = Df(p)v.



Teorema 7 (Teorema de la funció inversa, en [PdM82])
Sigui f : U ⊆ Rm −→ Rm una funció de classe Cr. Si detDf(p) 6= 0,
llavors f és un difeomorfisme local en p de classe Cr. Això és: existeixen
entorns V ⊆ U , W ⊆ Rm, de p i f(p) respectivament, i una aplicació
g : W −→ V , de classe Cr tal que g ◦ f|V = IV i f|V ◦ g = IW , on IV
denota l’aplicació identitat de V , IW denota l’aplicació identitat de W i
f|V denota la restricció de f a V .

Corol.lari 8
Si a més f és injectiva i detDf(p) 6= 0 per a cada p ∈ U , aleshores f és
globalment invertible sobre la seva imatge V = f(U), amb inversa global
de classe Cr.



Teorema 9 (Teorema de la funció impĺıcita, en [PdM82])
Sigui U ⊆ Rm × Rn un conjunt obert i f : U −→ Rn de classe Cr,
r ≥ 1. Sigui z0 = (x0, y0) ∈ U i c = f(z0). Suposem que, en el
punt z0 = (x0, y0) la matriu de derivades parcials respecte la 2a variable,
D2f(x0, y0), és invertible i.e., detD2f(x0, y0) 6= 0. Llavors, existeixen dos
conjunts oberts V ⊆ Rm contenint x0 i W ⊆ U contenint z0, tal que per a
cada x ∈ V hi ha un únic g(x) ∈ Rn amb (x, g(x)) ∈W i f(x, g(x)) = c.
L’aplicació g : V −→ Rn definida d’aquesta manera és de classe Cr i la
seva derivada ve donada per Dg(x) = − (D2f(x, g(x)))

−1
D1f(x, g(x)).

Remarca 1
Observem que en particular g(x0) = y0. Això ens permet calcular totes
les derivades de g en x0 fins a ordre r.
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