Calcul 2 (240022)

Tema 1. Funcions de Varies variables

September 1, 2020



Definicié 1 (Limit d'una funcié en un punt)
Sigui f: ACR" — R™ A= D(f),ac A, LeR™

» Si a no és un punt aillat de A, direm que f(x) tendeix cap a L quan x
tendeix cap a a, i escriurem f(z) — L quan x — a; o que el limit de
la funcié f(x) quan x tendeix cap a a (0 en x = a) és L, i escriurem

lim f(x) = L =lim f(z) = L,

T—ra
sii, donat ¢ > 0 existeix § = d,(¢) > 0 t.q. f(x) € BZ(L), sempre
que z € (B} (a) \ {a}) N A o, equivalentment, sii

Ve>0,35=0d,(¢)>0 tq.
2 — allgr < 6,2 € A\{a} = [f(z) - L|

R™ < 57

on || - ||gn, || - ||gm denoten les normes en R™ i R™ respectivament.
> Si A és un punt aillat de 4, llavors lim f(z) = f(a).
Tr—a



Definicié 2 (Limits segons subconjunts)

Sigui B C A, a € B. Direm que L € R™ és el limit de f(z) quan x — a
segon el subconjunt B, i escriurem lim f(z) = L, sii
B

dim fis(2) =L,
x€EB

on fp és la restriccié de la funcié f al conjunt B.
Exemple 1

Limits segons rectes, paraboles, etc.

Proposicié 1

> lim f(x) = L= Jim f(x) =L, pera tot BC Aambac B.

B

S
> SiA= U B;, seN, a € B; peracadai=1,2,...,s; aleshores:

i=1

im f(x) =L, peracadai=1,2,...,s = Ilim f(z) = L.
zﬁa r—a

Bl



Definicié 3 (Continuitat)
» Direm que f és continua en z = a sii:
(a) a € A.
(b) Existeix lim f(z) i és finit.
(c) El valor fﬂ:lall'mit en x = a coincideix amb el de la funcié al mateix
punt, i.e.: xlinaf(m) = f(a).

> f és continua en A (o d'un subconjunt de B C A) sii ho és en cada
punt de A (o del subconjunt B).

Proposicié 2

Sigui f : R™ — R™. S6n equivalents:
» f és continua en R™.
» VV CR™ f~Y(V) =U és un conjunt obert de R™.
» VZ CR™ f~1(Z) =W és un conjunt tancat de R™.



Proposicié 3
Sif: K CR®™ — R™ és continua i K és un compacte, llavors la imatge
de K, f(K) CR™, és un conjunt compacte.

Exemple 2
Problema 1, apartats (a), (b), (¢) i (d).



Exemple 3 (Examen parcial 02/11/2015)
Considereu la funcié f: Q@ C R2 — R, on

2
Q:{(z,y)eRQ:x2+yzl<3},

definida per

2
E [—x2— Zﬂ . l<a?+y?/4<3,
flz,y) =

—Vat+y?, 2 yP/A< L

On Et] =sup{z € Z : z < t} és la funcié “part entera de ¢".

(a) Estudieu si f és continua en els puts de I'ellipse 22 + y?/4 = 2.
(b) Estudieu si f és continua als punts (0, +2).

(c) Estudieu en quins punts la funcié f és discontinua.



Exemple 4 (Examen parcial 02/11/2017)

Sigui f : R? — R definida a trossos de la forma segiient

sin (x?’)
1.2 + y4 )

flzy) =e ¥ siz>0; f(0,y)=0; f(z,y) = six <O0.

(a) Calculeu, si existeix, (Il’m) f(z,y) si ens acostem a (0, o) per punts
0,50

(z,y) € R? verificant z < 0.
(b) idem si ens acostem per punts (z,y) verificant z > 0.
(c) Indiqueu per quins punts de I'eix y la funcié f(x,y) és continua.

Exercici 1 (Examen parcial 31/10/2014)
Considereu la funcié f(z,y) = E {e2x2+3y2}, on Elt] és la funcié “part

entera de t". Calculeu la anti-imatge del punt 2 i digueu quin objecte
geometric és la seva frontera.



Teorema 4 (Regla de la Cadena, en [PdM82])

Siguin U C R™ [V C R"™ dos conjunts oberts. Si f : U — R" és
de classe C* enp € U, f(U) CV ig:V — R* é de classe C' en
q = f(p), aleshores go f : U — R* és de Classe C* enp i D(go f)(p) =
Dg(f(p))Df(p).

Corol'lari 5
Si f i g son totes dues de classe C", r > 1, aleshores la seva composicid
go f també és de classe C".

Corol'lari 6

Sif:UCR™ — RFésdeclasseCl enpeUia:(-1,1) — U és
una corba t.q. «(0) = p i &’(0) = v € R™, aleshores f o « és una corba
derivable ent =0 i (f o) (0) = D f(p)v.



Teorema 7 (Teorema de la funcié inversa, en [PdM82])

Sigui f : U C R™ — R™ una funcié de classe C". Si det Df(p) # 0,
llavors f és un difeomorfisme local en p de classe C". Aixo és: existeixen
entorns V. C U, W C R™, de p i f(p) respectivament, i una aplicacié
g: W —V, declasse C" tal que go fjy = Iv i fjy og = Iw, on Iy
denota I'aplicacio identitat de V', Iy, denota I'aplicacié identitat de W i
Jv denota la restriccio de f a V.

Corollari 8
Sia més f és injectiva i det Df(p) # 0 per a cada p € U, aleshores f és
globalment invertible sobre la seva imatge V = f(U), amb inversa global
de classe C".



Teorema 9 (Teorema de la funcié implicita, en [PdM82])

Sigui U C R™ x R™ un conjunt obert i f : U — R"™ de classe C",
r > 1. Sigui zop = (xo,y0) € U i ¢ = f(z0). Suposem que, en el
punt zo = (xo,y0) la matriu de derivades parcials respecte la 22 variable,
Dy f(xo,y0), €s invertible i.e., det Dy f(xo,y0) # 0. Llavors, existeixen dos
conjunts oberts V. C R™ contenint xo i W C U contenint zy, tal que per a
cada x € V hi ha un dnic g(x) € R™ amb (z,g(x)) € Wi f(z,g(x)) = c.
L'aplicacié g : V. — R"™ definida d’aquesta manera és de classe C" i la
seva derivada ve donada per Dg(z) = — (Do f(x,g(x))) ™" D1 f(z, g(z)).

Remarca 1
Observem que en particular g(zg) = yo. Aixd ens permet calcular totes
les derivades de g en x( fins a ordre r.
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