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Capitol 1 (almost verbatim)



Sigui f(z) = f(z1,22,...,2,) una funcié escalar definida en un cert
domini D C R™,

Es diu que la funcié f(x) assoleix el seu valor maxim (minim) absolut
al punt a = (a1, as,...,a,) € D si

f@) < fla)  (f(z) = f(a))

per a qualsevol punt z € D.

Teorema 1 (Bolzano-Weierstrass)

Tota funcié continua definida en un compacte K de R™ assoleix en ell els
seus valors maxim i minim. Aixo vol dir que existeixen M) pm) e K
tals que,

fl@) < @), f(a) > fa™),

peratotx € K.



Definicié 2
» Direm que a = (a1,as,...,a,) € D és un punt de maxim relatiu es-
tricte (un punt de minim relatiu estricte, respectivament) de la funcié
f(z) si existeix § > 0 tal que,

f(z) < f(a) (f(x) > f(a), respectivament)

per a tot x € D N (BY(a) \ {a}).
» Per contra, si existeix § > 0 tal que

f(z) < fla)  (f(z)> f(a), respectivament)

per a tot x € DN B} (a), direm simplement que el punt a és un punt
de maxim relatiu (un punt de minim relatiu, respectivament).

Definicié 3

Ells punts de maxim i de minim de la funcié f(z) s'anomenen punts d'ex-
trem de la funcié. Aixi, segons sigui el cas, parlarem d'extrems absoluts,
o d'extrems relatius, o d'extrems relatius estrictes.



Teorema 4 (Condicié necessaria d'extrem)

Sigui f(x), * = (x1,...,Ty,) una funcié definida en un entorn del punt
a = (a1,...,ay,). Si aquest punt és un punt d'extrem de la funcié f(x)
i si en ell existeixen les derivades D, f(a) (j = 1,...,n), totes aquestes
derivades son iguals a zero:

Dif(@)=0  (G=12....n).

Definicié 5
Els punts on es verifica la condicié necessaria d'extrem de la funcié f(x)
s'anomenen punts critics de la funcié.

Remarca 1

Es clar que no tots els punts critics d'una funcid corresponen a extrems de la
mateixa. Per exemple (x,7) = (0,0) és un punt critic de f(z,y) = 2% —y?
perd la funcié no té extrems en ell (en qualsevol entorn del (0,0) hi ha
punts on la funcié pren valors tant positius com negatius, mentre que

f(0,0) = 0).



Sigui A € M,,»,,(R), AT = A.
Definicié 6
» A és definida positiva (definida negativa, respect.) si " Az > 0 (si
xT Az < 0, respect.) per a tot x € R”, x # 0, i s'anulla només quan
x =0, aix0 és, quan x1 = x9 =--- =x, = 0.

» A s'anomena no negativa si 2' Az mai pren valors negatius. Per
exemple, les matrius

10 . 11
Al:(o 1) ! AQ:(l 1)

sén totes dues no negatives. La primera és definida positiva perque
2T Az només s'anulla per x = (0,0) T, mentre que =" Ayx s'anulla
també, per exemple, pera z = (—1,1)T.

» Una matriu simetrica definida positiva o definida negativa s’anomena
matriu definida.

» Si 2" Az pren valors tant positius com negatius, direm que A és
indefinida.



Teorema 7 (Condicions suficients d'extrem relatiu estricte)

Sigui f(x) = f(x1,x2,...,2,) una funcid definida en un entorn d’un punt
a = (ay,as,...,a,) suposen que f(x) és C? en aquest entorn i sigui a un
punt critic de la funcié f(x). Aleshores, si la matriu hessiana
D%lzlf(a) Dglxzf(a) .. Dglxn’f(a)
Diyufla) Di,e,f(a) ... D, fla)
Hessf(a) — 221 2042 2Ln
D} .. fla) Di ., fla) ... DZ. fla)

és definida positiva (definida negativa, respectivament) el punt a és un
punt de minim relatiu estricte (de maxim relatiu estricte, respectivament);
si és indefinida no hi ha extrem en el punt a.



Criteri de Sylvester

Condicié necessaria i suficient perqué A € M,,»,,, AT = A, sigui definida
positiva és que es verifiqui

a1l a2 ais

ail a2
>0, Az=lag ax ay3|>0,...

A1=a11>0, Ay =

a1 Aa22
az1 asz ass
ail ai12 . QA1n
a1 az2 ... Q2p
LA = o )
Qan1 an2 [N Apn

Condicié necessaria i suficient perqué A € M,,«,(R), AT = A, sigui
definida negativa és que es verifiqui

A1 <0, Ay>0, A3<0,..., (71)”A" > 0.



Casn=2

Sigui f(x,y) una funcié definida en un entorn del punt (a1, az). Suposem
que,

1. f(z,y) és de classe C? en aquest entorn.

2. (@1, a2) és un punt critic, i.e., Dy f(a1,a2) = Dy f(ai,a2) = 0.
Aleshores,

> Si A(ay,aq) = ngf(al,CLQ)Diyf(al,ag) — (chyf(al,ag))2 > 0,

la funcié f(z,y) té un extrem relatiu estricte en aquest punt. Con-
cretament:

> Un maxim relatiu estricte si

Dfmf(al,ag) <0 (Diyf(al,ag) <0)
> Un minim relatiu estricte si

D2, f(a1,a2) >0 (Dgyf(al,az) > 0)

> Si A(aq,az2) < 0 no hi ha extrem al punt (ai,az).

» Per dltim, si A(aq,a2) = 0, en aquest punt pot haver o no un extrem.
Aquest cas requereix un estudi complementari.



