Calcul II / Transformada de Laplace
1 de setembre de 2015

Definicions. Exemples basics
Definicié Donada f :]0, +00[— R continua a ]0, +o0].

1)

2)

Se’'n diu la seva transformada de Laplace (o L-transformada) a la funcié L[f] depenent d’un
parametre s € R mitjancant

(+) CIf(0)](s) = F(s) = / R

sempre i quan aquesta integral impropia sigui convergent per a algun valor del parametre s (en
cas contrari direm que no existeix la L-transformada de f).

Aleshores, el domini de definicié de L[f] és el conjunt dels valors de s € R per als quals la
integral impropia (*) anterior és convergent.

Exemple

1)

Essent f(t) = 1, per a tot s > 0 és:

L[1](s) = /;Oo et dt = [_ G_STZ%O _1

S li=o

Clarament, la corresponent integral impropia és divergent per a s < 0.
Essent f(t) = e, per a tot s > 1, és

. +o00 , . 6(lfs)t t=+o0 1
E[e}(s) /0 e'e {1—3} P

t=0

Clarament, la corresponent integral impropia és divergent per a s < 1.

Essent f(t) = 1/v/t, per a tot s > 0, fent el canvi de variable st = z, s’obté:

- [ [ ()

on I'(x f t*letdt és la funci6 Gamma d’Euler, que té la propietat segiient: I'(z + 1) =
xl(x ) En particular per n € N tenim
Fn+1)=nl'n)=...=nn—-1)...1xT'(1)=nn—-1)...1 =nl,

ja que I'(1) = [e'dt = 1. En particular 0! = I'(1) = 1, de fet podem definir V2 > —1
' =T(z+1).

Finalment calculem I’ (%) Si fem el canvi de variable t = 22 tindrem

r (1> = 2/ e da :/ e’“de,
2 0 —0o0
]. & 2 2 2 2
I? <§> = (/ e * dx) = /Rz e " Y dxdy.

Finalment, canviem a polars per obtenir

per tant,

Per tant,



4) No existeixen E[%] ni E[et2] ja que, qualsevol que sigui s € R, les integrals impropies

o0 1 +o0 )
/ e S Zdt, / e Stel dt
0 t 0

sén divergents (en 0 i en 400 respectivament).

Proposicié
Per a qualsevol a,b € Rip € N, es tenen les segiients L-transformades:

Lle™] = ! s>a E[tp]:p—!s>0
s—a’ spt1’
E[sinbt]:L s>0 L][cos bt] = 550
52 + 0%’ 52402’
Observacié: Noti’s que DPL[1](s) = (—1)PL[t?](s). D’altra banda
DrL{1)(s) = (—1)rDP (1) = (—1)”35%. I s’obté la transformada de ¢7.
I si usem que £[5T22 sinbt] = —b2L[sin bt], i fem integracié dues vegades per parts per arrivar a

. 9
E[@ sinbt] = —b + s°L[sin bt],

obtenim la transformada de sin bt.
Exercicis

1) Peraa > —1, és: E[to‘]:%, s>0.

2) L[nt] :@, s> 0.

* Existéncia: Funcions d’ordre exponencial
Proposicié
Sigui f : [0, +00[— R continua a |0, +o0[, i tal que

(i) existeixen v, M ity tals que:
e f(t)] < M <= |f(t)] < Me", peratot t>tg
Aleshores L[f] és ben definida per a s > 7.

Es diu que tota f que cumpleix (i) és “d’ordre exponencial” v a +oc.
Exemples

(1) La funci6 e* verifica (i) per a tot v > a. Doncs, és d’ordre exponencial a, i per tant la proposicié
anterior garanteix que L[e®] és ben definida per a s > a.

(2) Les funcions polinomiques verifiquen (i) per a tot v > 0. Doncs, les seves L-transformades sén
ben definides per a s > 0.

(3) La funcié e NO compleix la condicié (i) anterior.
(4) Les funcions e”, I'(t), ¢ no sén d’ordre exponencial.

(5) La funci6 f(t) definida per f(p) =p!,sip € N,i f(p) =0, si p € N, no és d’ordre exponencial,
pero té L-transformada (que és 0).



Linealitat
De la linealitat de la integracio és dedueix immediatament:
Proposicio

Si L[f(t)] = F(s)i L[g(t)] = G(s), aleshores:
LIf@E) +9(B)] = F(s) + G(s)
LIN(#)] = AF(s)
per a tot A € R.

Exemple
Peratot b e R

L[sinh bt] =

L[coshbt] = ——

Canvi d’escala

Un simple canvi de variables demostra que:
Proposcicié

Si L[f(t)] = F(s), aleshores per a tot a > 0:

cifan) = -F ()

Exemple
Segons (10.5), és clar que L[2PtP] = 2P ,f’ . Vegem com el mateix resultat pot obtenir-se per la
propietat anterior:

L[2PtF] = L[(2t)"] = %E[tp] <§) = %(5/]29;;74—1 - 2psf—i!-1 :

Teoremes de translacio
Es igualment trivial que:

Proposicié
Si L[f(t)] = F(s), aleshores:
Lle=™f(t)] = F(s+a), peratot aeC
L[f(t—a)U(t—a)]=e*F(s), peratot a>0
Observaci6

A la proposicié anterior, U(t — a) és la funcié esgrad unitari en a, definida per

Ult—a)=0, si t<a
Ut—a)=1, si t>a

Per conveni, fins i tot si f només esta definida en |0, +00], se suposa:
ft—a)U(t—a)=0, si t<a

Exemple

(1) LletVE] = LV (s +1) = —

2511
(2) Sigui f(t) = v/t — 1, la qual suposarem perllongada per 0 si ¢ < 1. Podem escriure, doncs:

f(t) =+t —1U(t —1). Per tant:

EVI=T) = VTl = 1) = Vi) =




(3) Considerem f(t) definifa per:

f(t) =sint, si0<t<2m
f(t)=0, sit>2rm

Per a calcular L[f] observem que:
f(t) =sint — sintl (t — 27) = sint — sin(t — 27)U(t — 27)

Per tant: )
L[f(t)] = L[sint] — e > L[sint] = (1 — e’2ﬂs)m

Exercici Proveu que:

r cosbt| E V2 4+ b2+ s
V2 52 + b2
\/_
r sinbt] m V82402 —s
V2 52 + b2
i
'z+67iz eizi —

7 . . 1T ,
HINT: useu que cosx = <% isinr = “=>—. A més s’ha d’usar que

2
<\/s Tib+ s = ib) — 25+ 2V 1 b2

Transformades de derivades i integrals
Operant per parts, es demostra facilment:

Proposicié
Essent f : [0, +oo[— R k vegades derivable en [0, +ool, aleshores

LID*f)(s) = s"F(s) = s" 71 f(0) = s"2f/(0) — ... = D" (0),
on F = L[f].

Exemple Es pot calcular L[sin bt], L[cos bt] aplicant la proposicié anterior per a k = 2:

L[—b*sinbt] = s*L[sin bt] — b
L[—b* cos bt] = s*L[cos bt] — s
VT

c {/Otf(r)dT] - Fi‘s)
Exemple £ [ /0 t ew?dT} - TT%'

Transformada del producte i divisié per un monomi
Derivant respecte al parametre subintegral s, resulta:
Proposicié Si L[f] = F(s), aleshores:

LIPf@)] = (=1)PDPF(s) .

Corol.lari
Si L[f] = F(s), aleshores:

Es veu derivant p vegades F\(s).

Corol.lari Si existeix lim @, aleshores:

sz +OOFJdU.
- e
f@)

es veu derivant £ [T} (s) i despres integrant.

Exemples



- D —2bs  __ 6bs2—2b3
(S2+b2)2 - (82+62)3

: +o00 +o0
(2) L {sm bt} = / b ———do = {— arctan ﬁ} = arctané
s o

(1) L2 sinbt] = (—1)2D? 2

524-b2

t o? + b2 s
Transformada de la convolucio
Definicié Essent f,g :]0,+oo[—> R, se'n diu el seu producte de convolucié, f * g, la funcié
si aquesta integral existeix.

definida mitjancant
/ f(r)g(t—7) t>0
Exemple

(1) Per a tot t > 0, fent el canvi z = 7/¢, resulta:

S

A /fde_B(%’%):”’ =0

(2) Analogament:
=t = B(p, )",

on B(z,y) fo N1 =)yt = % és la funcié Beta d’Euler.

Observacié Es demostra que el producte de convolucié és commutatiu i associatiu.
Teorema Si f, g, i també | f| i |g|, tenen L-transformada, aleshores també en té la seva convolucié
f * g, iresulta:

L[f % g] = LIf]L]g]
Exemple Verifiquem aquesta féormula per a f(t) = P71, g(t) = t971:
L+t = LIB(p, )t =
+q—1)! 1 —1
:B(pvq)(p ¢—1!' _ (p—1)g—1)!

tr+a o tr+a
LI Lp ] =

(p—1!(g—1)!
o ta

* Transformada d’una funcié periodica

Es facil demostrar que per a funcions periodiques, el calcul de la L-transformada es redueix a una
integral propia:

Proposicié Sigui f :]0,4+o00[—> R T-periodica (és a dir: f(t +T) = f(t), per a tot t > 0),
continua a trossos en [0,7]. Aleshores f té L-transformada i ve donada per:

Clf)(s) = Fs) = —— / ()t

1—esT

Exemple
1 T 14e™ 1
L[| sinzx|] = —/ e *sintdt = il
1—e=m J, l—e™s2+1
* Transformada per desenvolupament en série
Donada una funcié suma d’una serie de potencies
(%) &)= apf’ =ag+art+ ... +apt’ + ...

0
és plantegen criteris sobre el coeficient a, per tal que f tingui £-transformada, i pugui ésser obtinguda
“terme a terme”, és a dir, per tal que

o0

() =L[0) = Y a,llt) = 3 a, P =
(**) 0 0

a a 2la la
_0_|__1+_2+ pp

+ .
s 52 S p+1

Proposicié Amb les notacions anteriors:



(1) Una condicié necessaria per a (**) és que la série (*) convergeixi per a tot ¢ € R (radi de
convergencia r = +00), és a dir:

limsup {/|a,| =0

(2) Aleshores, una condici6 suficient per a que f sigui d’ordre exponencial i es verifiqui (**), és

que aquesta serie convergeixi per a algun valor de s > 0, és a dir:
limsup {/p!la,| = L # +oo

Observacions Recordem que les condicions (1) i (2) anteriors es compleixen, respectivament, si:

.| Gpt1
) lim |22 =0
(1’) lim .
(27) lim(p+1) Bot| _p, # 400
ap
Exemples
1
(1) La funci6 f(t) = 17 t > 0 té com L-transformada
oo dt
F(s):/ e t——, 5>0
0 L+t

Perd no podem procedir L-transformant “terme a terme” el desenvolupament en serie de f(¢)
fO)=1—t+t2—. . + (=1 +...

ja que resultaria
12! p!
L2 _1)P
. 82+83 (-1 =

que no convergeix per a cap s > 0 (i per tant, no pot representar F(s)).

Observem que, en efecte, no es compleix la condicié necessaria (1) de la proposicié anterior, ja
que el desenvolupament en serie de f(t) té radi de convergencia r = 1.

(2) El desenvolupament en serie de la funcié
4 2p
_ 2 t_ t_
fB)=e" =1+ + 5+ + IR
és valid per a tot t € R, perd e!” no té L-transformada.

En efecte, la serie que resultaria de L-transformar “terme a terme” la anterior

120 14l 1 (2p)!

s+s3 215 T pl gt

+ ...

no convergeix per a cap s > 0.

(3) El desenvolupament en serie de

sin v/t t  t? tP
t) = T G |
== TR AR S e Ty
és valid per a tot t € R. A més,
: (1/2p+3)) .. (p+1)
hm —|—1 — :hm :O
) =" Gt @+ 2)

Per tant, és L-transformable, i:

E[sm\/%}zl 11 12 . 1 P!
Vit

i Wt A P
s 3!82+5!83 o )(2p+1)!sp++



(4) Aplicant I'exemple (2) de la seccié "transformada del producte i divisié per un monomi”,

obtenim: .
i 1
L [/ e deT:| = — aurctemé
o T s s

Podem reobtenir el mateix resultat per desenvolupament en serie:

ft) =

dr =bt — — —1)?
T 3'3jL s )(2p+1)!(2p+1)+

/t sin br b Pt
0

valid per a tot t € R. Si L-transformem “terme a terme”:

1 v 3 2t (2p + 1)!
= aga oo PP i T T
s 33s 2p+D!I2p+1) s?

RVORCES ey
( P ) =

s E_T—i_'”—i_(_ 2p+1

arctan —
S

Observem que, de fet es compleix la condicié suficient (2) de la proposicié anterior, ja que
aquesta darrera serie convergeix per a |s| > b.

Transformada inversa

Les propietats seglients resulten molt ttils per a les aplicacions:
Proposicié Si L[f(t)] = F(s), aleshores:

l(i)r+n ft) = lig.} sF(s)
ligl ft) = li(l)rn sF(s)

si existeixen els limits en qiiestio.

Es veu, a partir de la férmula £ [Df] (s) = sF(s) — f(0).

Antitransformades de fraccions racionals

Pot ser calculada a partir del desenvolupament en serie de F' ( %) Sovint és més util procedir per
descomposicié en fraccions simples i aplicar després taules de L-transformades; com en els exemples
segiients:

Exemples

(1)

- 1 _ e [M1s 16 1107
(s=1)(s+2)(s+4) s—1 s4+2 s+4
I TN ey J
= 5° ¢ Tf

ﬁ_l{Ll} _ E_l{L/16+1_/8+1/16Jr —1/4]:

s2(s+2)3 s 2 s+2  (s+2)3
= —1—16+61;t+%e t—éth_%
3)
= { 333—2 } _ 1{ 3/ —1/2 (—8/8)+(—3/4)} _
s3(s% 4+ 4) 53 s +4
= é Z _}l —%coth—%stt



Observacio En certs casos, hi ha alternatives més directes:

o [(52#} _ El{ L s 1:(sint)*(cost):/Otsinrcos(t—T)dT:

+1)2 s2+1s241
B /t sint + sin(2t — 1) 1
0

1 1
5 dr = 3 sint[r]h — 1[008(27' — )] = §t sint.

O també:

S R S E NS S R wp e R S RN
L {(52+1>2}—£ [2D32+1}_2tﬁ [32—1—1 —2tsmt.

Exemple: Com calculem £7! [m] ?

Tenim que

L {m} — sin(2t) * sin(2t) = /0 t sin(27) sin(2(t — 7))dr.

Ara usem que sin(27)sin(2(t — 7)) = 1[cos(4T — 2¢) — cos(2t)]. Per tant,

-1 L = 1sin — 1 cos
L {m] =1 (2t) 2t (2t).

* Funcié impuls unitari o Delta de Dirac, 6. La seva transformada.

La delta de Dirac §, és una “funcié generalitzada” ( o “distribucié”) molt 1util per a modelitzar
accions intenses instantanies (o de durada molt curta), com ara cops mecanics, impulsos electrics,
etc. Resulta, doncs, intuitiva la caracteritzacié de 0 mitjancant les dues propietats segiients

5(0) =400,  O(t)=0, si t#£0 (1)

/-i-oo (5(t)dt =1 /+°° 5(t)f(t)dt = f(()) V€ clr.

Fins ara ens hem referit a “impulsos” en l'instant ¢ = 0. Per traslacié es generalitza a t =
qualsevol:
é(t—to) :+OO, Sltzto7 5(t—t0) :07 Slt?éto

+o0 +oo
/ St —to)dt =1 / St —to)f(t)dt = f(ty) V' feC™.

Propietat: U'(t —tg) = d(t — to).

Exercici: Comproveu que L[0(t —a)] = e .



Taula de L-transformades

Definicié
ft), t>0 F(s) = [ e f(t)dt
Propietats
Si(t) + f2(t) Fi(s) + Fy(s)
Af(2) AF (s)
flat), a>0 (1/a)F(s/a)
e " f(t) F(s+a)
ft—a)lU(t —a), a>0 e " F(s)
DY f(t) sVF(s) — s"71f(0) = sM72f7(0) — ... — DVTLF(0)
thf(t) (—1)YDVF(s)
Jo F(1)d F(s)/s
)/t JI Flo)do
f1(t) * fa(t) fo fi(T) fo(t = 7)d7 | Fi(s)Fa(s)
FE+T) = f(2) F(s)=1/(1—e=T) [} e f(t)dt
limg+ f(t) = limy o SF(s); limyoo f(t) = limg+ sF(s)
Exemples
o(t) 1
it —a) e
1 1/s
et 1/(s —a)
N N1/sN+1
t [(a+1)/st!
sin bt b/(s* + b%)
cos bt s/(s* + b?)
sinh bt b/(s* —b?)
cosh bt s/(s? — b?)
(sin bt — bt cos bt)/(2b3) 1/(s? + b?)?
(bt cosh bt — sinh bt) /(20?) 1/(s* — b?)?
(sinbt)/t arctan(b/s)
Int (I"(1) —Ins)/s




