Calcul IT / Séries de Fourier
1 de setembre de 2015

1 Funcions periodiques continues a trossos

Considerem un interval [—T,T] C R, i funcions reals periodiques de periode 27". Quan es considerin
funcions definides en [T, T] se suposaran “prolongades de forma periodica” a tot R.

En tot el tema indicarem per CT[—T,T] el conjunt d’aquestes funcions “continues a trossos” en
[—T,T], és a dir, continues en tot punt d’aquest interval llevat, com a maxim, d’'un nombre finit de
punts on presenten discontinuitats evitables o de salt.

2 Ortogonalitat del conjunt de funcions {sin %z, cos %=z}

Considerem un interval [T, 7] C R, i el conjunt de funcions

. T . 27 2w
(%) 1, sin T:c,cos TI’SID Taz,cos T:L’, o
Es verifica:
Proposicio

T
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(i) / sin ?ﬂx sin %xdw = 0, per a tot n # m.
-

T
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/ cos —x cos —xdx = 0, per a tot n # m.
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/T nmw mi J 0 tot
sin —x cos —xdx = 0, per a tot n, m.
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(ii) / sin? ——zdr = / cos? —xdr =T, per a tot n # 0.
-7 T _7 T
Prova Es un exercici senzill d’integracié. Per exemple:
T nr . omrm 1 nmw — mm nm -+ mm
sin —x sin —xdr == — | cos —————x —cos ———=x | dr =
T 72 T T

T nmw — mm T nm + mm

T
== sin x— sin x =0
{mr —mn T nm 4+ mm T }_T

Corol.lari Si una funcié f € CT[-T,T] verifica:
a al nm nm
flz) = EO + ; (an CO8 & + by, sin ?x>
aleshores els coeficients ag, a,, b, venen determinats per:
1 /7
@ = = /_Tf(x)dx
a, = 1 /T f(x) cos nlxdx

b, = —/ f(z sm—xdz



Observacio Son interessants les consideracions geometriques que resulten de considerar en CT[—T, T
el producte escalar definit per:

T
<fg>= [ faglads 1)
T
1 la norma i distancia associades

=< f.f>, df,.9)=If-gl. (2)

(1) Observeu que es tracta de la distancia “en mitjana quadratica”.
(2) Amb aquesta metrica, la proposicié anterior podriem enunciar-la dient:

(i) el conjunt (*) és ortogonal.
(ii’) les funcions de (*) tenen norma /T (fora de la funcié 1, que té norma v/27T).

(3) Igualment, el corol-lari anterior es podria escriure:

1
ay = ?<f,1>
1 < f nmw -
an = = , COS T &
1 nmw
b, = = < f,sin—z>
T fsme

3 Series de Fourier

El corol-lari i les observacions de I'apartat anterior justifiquen les definicions segiients:
Definicié Essent f € CT[—T,T] es defineixen els seus coeficients de Fourier mitjancant

1 /T
et — d
ao T/_Tf(x):v

1 /T
a, = —/ f(x)cosﬂxd:c

b, = / f(x)sin —xdx
(n=1,2,...), 1 la seva serie de Fourier associada

+ Z <an cos x + b, sin %x)

Denotarem per Fy[f] la suma parcial enesima d’aquesta serie:

—I— Z (an cos —ZL‘ + b,, sin %x)

Exemple Considerem en [—7, 7] la funcm esglad unitat a l'origen:

1, si xel|0,7
Utz) = { 0, si z€ {—71’,]0[

Resulta:

ag =1

a, =

bzl—(—l)":{o7 sion=2p

" nw %, si n=2p+1
Per tant:

FlU] = ! + z ! sin(2p + 1)z

2 7 2p+1



4 Convergencia puntual d’una serie de Fourier

Essent f i F[f] com a I'apartat anterior, el valor de la suma de la serie F[f] en un punt xy € |7, 7]
ve donat per

Flf(wo) = lim Fy[f](z) =

N—o0
ao > nm . onw

= —+ (ancos—x + b, 8in —x )
2 ; T T

si existeix, és a dir, si aquesta serie numerica és convergent. En general, pot succeir que F|[f] no
convergeixi en un punt xg € [—7, T}, o que convergeixi cap a un valor diferent de f(z(). Tanmateix,
el segiient teorema clarifica la situacié en gran part de casos:

Teorema (Dirichlet). Essent f € CT[-T,T], suposem que f" € CT[-T,T], és a dir, que
I'interval [T, T] pot dividir-se en un nombre finit de subintervals, de tal manera que f és de classe
C' en Dinterior de cadascun, i en els punts frontera f i/o f’ presenten discontinuitat evitables o de
salt. Aleshores:

(i) si x. €] — T, T[ és un punt de continuitat de f, es verifica
Flf(xe) = f(ze)

(ii) si zq € —T,T[ és un punt de discontinuitat de f, es verifica

Flflea) = 5 (Ff) + F(a)

on f(z}) i f(z;) indiquen els limits laterals de f en z,.

(iii) per a xg = £T, es verifica

FIUNETD) = 5 (f((=T)") + £(T7))

N | —

Exemple Continuant I'exemple de 'apartat anterior, en el punt z. = 7 resulta:

(e

s 1 2 1
) = 24+ Z in(2 1
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que coincideix amb

1, . 1 1
5 (FOD)+£(07) = 5(1+0) =3
Exercici Mitjangant la serie de Fourier en [—7, 7| de la funcié f(z) = z?U(x), demostreu les

seglients igualtats:
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7T_2 = 1+i+i_|_

8 32 52
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5 Integracio i derivacié de series de Fourier

Amb hipotesis adequades, les series de Fourier poden integrar-se i derivar-se “terme a terme”, de
forma analoga a les series de potencies:
Teorema Essent, com a 19.3, f € CT[-T,T] amb

Flif] = %%—; <ancosn%x+bnsinn%x)

(1) La integral en tot interval [«, 5] pot obtenir-se integrant “terme a terme” la seva serie de

Fourier:
B 5 ao A nmw .onr
/a f(l’)dl’ = / E + Z/ <6Ln Ccos ?l' + bn s TI) =

nmw
= —a)+ Z [an sin —x — b, cos ?x]
n>l

B

«

[gualment, per a la seva funcié integral resulta:
. ~ bucos T+ by )
/f +Zn7r<a sme cosT:c—i-

(2) Si f € C°R) i f' € CT[-T,T], aleshores la serie de Fourier de f’ pot obtenir-se derivant
“terme a terme” la de f:

Flf] = Z nr <b Cos 7?% — a, sin n%:c)

Observacions
(1) La funcié integral fo t)dt NO té periode 2T, fora que f f=ay=0.
Igualment, el terme %2 de 'expressi6 trobada a (1) NO és periodic. Per tant només si ag = 0

aquesta expressié pot dir-se’n la serie de Fourier de la funcié integral fo t)dt.

(2) La derivacié “terme a terme” NO és valida, en general, si f no és continua en R. Aixi, a
I'exemple de l'esglad unitat és clar que U'(x) = 0 (z # kn), mentre que al derivar “terme a
terme” F[U] resulta 2 > >0 €O8(2p + 1.

Exemple Considerem en [—7, 7| la funcié “signe”:

sig () = 1, si xel0,n]
8= -1, s z € [—m,0]

Es immediat (per calcul directe, o bé a partir de 'exemple de I'esglaé unitat, observant que sig (x) =

2U(x) — 1) que

4 1
Flsig] = — in(2p + 1
[sig | szpﬂsm(zﬂr )z

p>0

Per a aplicar (1) del teorema anterior, d’'una banda calculem directament la serie de Fourier de la
seva funcié integral

/ sig (t)dt = |z|, x € [—m, 7]
0

cos(2p+ 1)z
Aol - § - 3 S
(2p+1)2



D’una altra, integrem “terme a terme” Fsig |:

4 Z coS 2p—|— 1
(2p+1) (2p+ 1)?

[gualant ambdues expressions segons (1) del teorema anterior, resulta
S o
— = —
e (2p+1) 8

com a l'exercici anterior s’obté per altres metodes.

6 Convergencia en mitjana quadratica

Hem comentat a l'apartat anterior que no sempre la serie de Fourier F|[f] convergeix en cada punt
a f, és a dir, que el limit

lim |f(xg) — Fn[f](xo0)]

N—oo

no sempre és 0.
Tanmateix, la serie F[f] sempre convergeix cap a f “en mitjana quadratica”:
Teorema (Parseval). Essent f € CT[-T,T], es verifica:

(i) limyooo / (f(2) - Fulf)(@)de = 0

-T

o equivalentment

(i) l/T(f(x)fdx—l lim T(]—" [f](x))zd:r—a—%an:aQ—Ff:bQ
T _T _TNHOO -T N Bl 2 n=1 " n=1 !

Per tant, lima,, = limb,, = 0.
Exemple En 'exemple de 'esglad unitat, tindriem:

1 (7 , 1 1
% _W(U(.’E» d.ﬂf—%’ff—§

2

az 1 , 1 , 1 14 1

20, - P=-0404-— (14— —
4+22“"+2Z" Vs ettt
114w 1

4 2728 2

(Per a la peniltima igualtat hem utilitzat el resultat de 1’exercici anterior.)
Observacié Amb la metrica introduida a (2), el teorema anterior s’enunciaria dient:

() limy e || £ — Falf] = 0.
) L= S ey
T 2 n=1 ! n=1 "

7 Interpretacié com a millor aproximacio en mitjana quadratica

A Dapartat anterior hem enunciat que f pot ser aproximada en mitjana quadratica per Fy|[f] tant
com vulguem prenent N prou gran. Anem a veure ara que per a cada N fix, Fy[f] és la millor
aproximacié de f en mitjana quadratica d’entre totes les funcions que son combinacio lineal de les
primeres 2N + 1 del conjunt (*).



Definicié Essent (o, 8) = (ag, aq, ..., an, b1, - .., By) € R2VTL definim:

N
F,p(x) = % + ; <an cOS n%x + /3, sin n%x)
SN = {Fa,ﬁ; (a7ﬁ) € RQN—H}

Proposicié Essent f € CT[—T,T], designem per E(«, [3) 'error quadratic mig comes en aproximar-
la per una funcié F, g de Sy:

Aleshores, aquest error E(q, 3) és minim per a
(a, B) = (ap,ai,...,an,b1,...,bn)
els coeficients de Fourier de f. Es a dir, per a
Fop = Fnlf].

Prova: Es facil calcular les derivades parcials de E (a, B). Per exemple:

T Nm
DowiiE(a, B) — / 2(f(r) — Fup(a)) sin o da =

-7
g N g N
= 2/ f(z)sin T dr — 2/ F, s(x)sin T dr =
-T T -T ' T
— T —285T.
Aixi, doncs:

dE(Oé,ﬁ) =2T (ao—ao, ap — o, ..., ay —an, b — B, ... ,bN—ﬁN)
dQE(a,ﬂ) = 2T Id

Per tant, dE(«, $) només s’anul-la per a (a, f) = (ag, a1,-..,an,b1,...,bx), que és un minim.

Observacio Amb la metrica introduida a (2), la proposicié anterior és immediata ja que FE(«, 3) =
(d(f,Fu))? 1 Fn[f] no és més que la projeccié ortogonal de f sobre el subespai Sy, i per tant el
punt de Sy més proxim a f.

8 Cas particular de funcions parelles i imparelles: desenvo-
lupaments en serie de sinus i de cosinus

Proposicié Sigui f € CT[-T,T]

(1) Si f és parella, és a dir, si f(—z) = f(x) per a tot © € [T, T, aleshores els seus coeficients de
Fourier verifiquen:

T
ag = %/o f(z)dx

9 [T
a, = T/o f(z) cos %Idl‘
b, =0

Doncs, la seva serie de Fourier és un desenvolupament en série de cosinus:



(2) Si f ésimparella, és a dir, si f(—z) = —f(z) per a tot z € [T, T}, aleshores els seus coeficients

de Fourier verifiquen:
ag = a, =0

2 T
b, = ?/0 f(z)sin %xdw

Doncs, la seva serie de Fourier és un desenvolupament en seérie de sinus:

9 Cas particular de desenvolupaments en mig interval

Si la funci6 f donada només és definida en [0, 7], es poden considerar diverses formes de prolongar-la

a [—T,0]. Per exemple:

(i) Mitjancant f(—x) = f(z): en aquest cas resulta una funcié parella en [T, T], i la seva série
de Fourier sera com a (1) de 'apartat anterior.

(ii) Mitjancant f(—z) = —f(x): en aquest cas resulta una funcié imparella en [—=7,77, i la seva
serie de Fourier sera com a (2) de l'apartat anterior.

(iii) Mitjangant f(—z) = f(—x + T'): en aquest cas resulta una funcié periodica, de periode T.
Aleshores, la seva serie de Fourier ve donada per:

9 [T
a():?/o f(z)dx

2 [T 2
an:f/o f(x)cos%xdﬁc

2 (T 2
bn—f/o f(x)sin%xdx

10 Forma exponencial complexa d’una seérie de Fourier

Una simple transformacié formal permet escriure

nez
essent
Qo
Co = E
1 ) .
Cp = 5(% —ib,), si n>0
1
Cp = §(an +ib,), si n<O0
o també
1 [T
Cn = =— fz)e "7 %dx



