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1 Pasde R aR" (1h P)

R

]Rn

r=z1 €R

x1,y1 € R producte x1y;.

x1 € R norma [|z;|| := |z1| = /23

Interval obert (bola 1-dimensional) de radi r > 0
centrat en y,

Biy) = (s —r.yr+7)
= {x; € R:dist(zq,y1) <r}.

r = (21,...,2,) € R", on x; s’Tanomena coordenada
j—essima del punt x. Casos particulars:

e A R? els punts normalment es denoten per
(z,y).

o A R3 per (z,v, 2).

z,y € R™ producte escalar (x,y) ==z -y := Y x;y;.
j=1

x € R" norma ||z|| := y/(z,x). La norma és la
distancia a l'origen (Teorema de Pitagoras). Mostrar-
ho a R%,

Bola oberta n-dimensional de radi » > 0 centrada en
Yy = (ylv"'vyn) GR,

B! (y) :={z € R" : dist(z,y) <r}.

(Fer exemples a R? i R3).

Propietats:
o V) € R,z € R" es satisfa || \z|| = |A|||=]].

o ||z]| >0, ||z]] =0 <z =0.

e Donats z,y € R" es satisfa (z,y) = (y, z), i.e., el producte escalar és simetric.

e Donats z,y,z € R" es satisfa (z +y, z) = (z, 2) + (y, 2), i.e., el producte escalar és bilineal.

Desigualtats:
1. Cauchy-Schwarz

[z y)| < l=[ll]y]-

Demostracio. Siguin t € R, x,y € R™ amb y # 0. Tenim:

g(t) = [lz +tyll* = [|2|]* + 2z, y) + *|ly|* > 0.

(z,y)

. Myl
la desigualtat es trivial.

Llavors, per ty = —

(z,y)>
|yl[?

tindrem g(to) = ||=||* —

>0 <= (z,y)* < ||z|]*||ly]|*>. Finalment si y =0
[l



2. Triangular
|z +yll < lz]] + [lyl| == d(z,y) < dist(z, z) + dist(z,y) .

Demostracio.
[l +ylI* = [lz]* + 202, y) + [lylI* < [l=]]” + 2l [yl] + yl1* = (]l + [ly]])*.
D’altra banda:
dist(z,y) = [lz —yll = [[(z — 2) + (z = )|l < [|lz = 2[| + ||z — yl| = dist(z, z) + dist(z,y) .
3. N, )| < D75 |zl Es consequéncia inmediata de la desigualtat triangular.
4. Vj |z;| < ||z||. Bs trivial, perd important.
De la desigualtat triangular es dedueix també el seguent Corollari:

Corollari: [||lz]| — [[y[l| <lz - yll

Demostracio. Aplicant la desigualtat triangular tenim, d’'una banda,

]| < lly + (x =l < [yl + [z —yll = [lz]| = lyl| < [l= —yl|
1 també:
[yl < [lz = (z =)l < [lz]| + |z = yl| <= llzl| = lyll = —llz — yl|.

Per tant, es satisfa,
—llz =yl < [llzll = llyll] < [z — yll

i aquesta desigualtat és equivalent a |||z|| — |ly]|| < ||l — y||-

2 Topologia de R" (1h P)
Definici6 2.1 (Oberts a R"). 2 C R" obert <= Vz € 2,3¢ > 0 tal que Bl'(z) C (2.
Definicié 2.2 (Tancats a R"). 2 C R” tancat <= 20 = R"\ 2 és obert.
Remarca 2.1 (Notacié). El conjunt £2° s’anomena complementari de £2.
Definici6é 2.3. Donat 2 CR" 1 g € (2 direm:
e a ¢és un punt de linterior de 2 <= Je > 0 tal que Bl'(a) C (2.
e a és un punt de Uexterior de £2 <= Je > 0 tal que B*(a) C £2°.
e a és un punt de la frontera de 2 <= Ve > 0, B*(a) N 2 # 0 i B (a) N 2° #£ 0.
Definicié 2.4. Donat A C R” definim Vinterior (A), I'exterior (extA), i la frontera (9A), com els conjunts:
e A={z eR":zé punt de linterior de A}.

o extA = {x € R": z és punt de l'exterior de A}.



o 0A = {x € R": x és punt de la frontera de A}.
Definicié 2.5 (Clausura o adherencia). Donat A € R™ la clausura (o adheréncia) I’A és A = A U 9A.

Proposicié 2.1. Un conjunt A C R"™ és obert si i només si coincideiz amb el seu interior. Analogament, un
conjunt A CR"™ és tancat si i només si coincideiz amb la seva clausura, i.e.,

o A obert «—= A= A.
o A tancat < A = A.

Remarca 2.2. La clausura de B”(a), que denotarem per B, (a), s’anomena bola tancada de R™ de radi r i
centrada en el punt a.

Definicié 2.6 (Conjunt acotat). {2 C R” és un conjunt acotat <= 3 R > 0 tal que 2 C B%(0).
Definicié 2.7 (Conjunt compacte). 2 C R"™ és un conjunt compacte <= és tancat i acotat.
Proposicié 2.2 (Unions i interseccions d’oberts i tancats).

(i) La unid d’oberts és sempre un obert.

(ii) La interseccio finita d’oberts és un obert.
(111) La unid finita de tancats és un tancat.

(iv) La interseccio de tancats és sempre un tancat.

Exemple 2.1.
L. U By, ,(0) és obert.
k=2

2. E;L/k(()) és tancat. (Es dedueix de 1 i de la propietat (AU B)[J = AN BY).
k=1

00
5N

3. U Bi_1,(0) és obert.

k=2
4. () By);,(0) és tancat.
k=1

5. La frontera de B'(0) son els punt de R™ que satisfan ||z|| = r.
6. R™ és obert i tancat a la vegada. (Tot punt de R™ és interior i no té frontera).
Exemple 2.2 (Exercici 1 de la colleccié). Digueu quins dels segiients conjunts son oberts, tancats o compactes.

(a) A={(z,y) e R?: 2?2 +¢*> <z, e™ —sinz < y* +e"}.

< Solucid. Es compacte ja que és la interseccié entre Ei/Q(l/Q, 0)i{(z,y) € R?:e™ —sinx < y? +e”}. El
primer es compacte i el segon tancat.! >

Weurem quan estudiem continuitat,que, “en general”, els conjunts definits per desigualtats del tipus < sén oberts. I els definits
per desigualtats del tipus § son tancats. De moment ho acceptem i ja ho veurem mes endevant.



(b)

3

Es

B={(z,y,2) ER3: 22+ 92+ 22 <1, e +e¥* + e >x+y+ 2}
< Solucio. Mateix raonament que en el cas anterior. Es la interseccié de la bola tancada unitat centrada a
I'origen i un tancat, per tant, compacte. >

C={(z,y) eR?: 2?2 —y?> <0,y < 2z}.
< Solucié. Es tancat ja que és la interseccié de dos tancats, perd no és compacte ja que no esta acotat (els
punts de la forma (z,z) Vz € Rt pertanyen a C). >

D={(z,y,2) e R¥: 0 < a® —y? + 22 < 1, zyz > 0}.

< Solucié. Es la interseccié de dos oberts, per tant, obert. >

E={(r,y) e R?: 2% +siny >0,z #0, y # 0}.
a Solucié. Es oberta, ja que és la interseccié de tres oberts. >

F={(z,y) e R?: 1 <2?+y> <2}
< Solucié. No és ni obert ni tancat. F = 33/5(0, 0)\ B2(0,0) D F per tant no és tancat. L’interior de F és

B2(0,0) \ B>(0,0) C F per tant no és obert. >

2,2
G:{(x,y)€R2:x>1,x+y <2}.
x

< Solucio. Es la interseccié d’oberts, per tant, és obert. >

Continuitat a R” (3h T, 2h P)

comenga amb la definicié norma i distancia a R™ per poder definir bola a R™ i obert a R™.

n
. Sigui = (z1,...,x,) punt de R". La norma d’z es defineix ||z|| := , /> #7 i és la distancia del punt = a
\/ k=1

l'origen. (Teorema de Pitagoras. Mostrar-ho a R?).

Donats x,y € R, la distancia de z a y és dist(z,y) := ||x — y|| (Teorema de Pitagoras. Mostrar-ho a R?).

. BI'(y) és la bola n-dimensional oberta de radi r centrada en el punt y. Es el conjunt de punts que estan a

distancia menor que r del punt y.

. {2 és un obert de R” si per cada punt de {2, podem trobar un bola oberta centrada en aquest punt i de radi

prou petit (que, en general, dependra del punt) de manera que aquesta estigui totalment continguda en (2.

Definicié 3.1 (Funcié vectorial de diverses variables). f = (fi,..., fm) : 2 CR"* — R™, {2 obert; on f; sén
funcions escalars, ie., f; : 2 CR" — R, Vj=1,...,m.

Exemple 3.1. f(z,y,2) = (sin(zy), 22 + x + 3y). Aqui 2 =R3, fi(x,y,2) =sin(xy) i fo(z,y,2) = 22+ 2+ 3y.

Definicié 3.2 (Domini i Imatge).

e Domini: D(f) ={z € R": f(x) € R™}.



o Imatge: (o Rang) R(f) = {y € R™: Iz € D(f) tal que y = f(z)}.
Exemple 3.2. f(z) = (In(||z]]), In(1 — ||||)) amb = € R". Llavors:

1. D(f) = Br(0)\ {0}.

2. R(f) = {(y1,92) €R? 1 y1 € (—00,0), yo = In(1 — e¥*)}.

Definicié 3.3 (Grafica). f: 2 CR" — R™, G(f) = {(z, f(z)) : = € D(f)} C R™™.
Exemple 3.3.

1. f: B}0,0) € R? — R donada per (z,y) € B%(0,0) — a?x® + b?y? amb a # b. La seva grafica és un
paraboloide el-liptic.

2. f:B2(0,0) € R* — R donada per (z,y) € B(0,0) — a?x? — b?y?. La seva grafica és una “sella”.

Definicié 3.4 (Conjunts de nivell). Sigui f : 2 C R" — R™, ¢ € R(f). Llavors, el conjunt de nivell es
defineix com L.(f) :={z € D(f) : f(z) = c}.

Remarca 3.1. Quan n = 2im = 1 els conjunts de nivell s’anomenen corbes de nivell, quan n = 3im = 1
s’anomenen superficies de nivell. En general, quan m = 1 s’anomenen hipersuperficies de nivell.

Exemple 3.4.
1. Les corbes de nivell de f(x,y) = 2* — y? sén hiperboles.
2. Les superficies de nivell de f(z,y, z) = 322 + y* + 422 s6n ellipsoides.

Limits de funcions d’una variable. Abans d’introduir el concepte de limit per a funcions definides en dominis
de R" (Definicié 3.5), recordem el concepte de limit en dimensié 1: donada una funcié f: (A,B) CR - R i
a € (A, B), llavors:

lim f(z) =L <= Ve>0,30 =0(c) >0 tal que z € (a —d,a+0) \ {a} = f(x) € (L—¢€, L +e¢).

T—ra

Es a dir, donat un interval de radi e centrat en el punt L, sempre podem trobar un interval de radi § = J(e)
centrat en el punt a, de manera que si un punt pertany a aquest interval i NO és a, llavors la seva imatge
pertany a l'interval de radi e centrat en el punt L. Dit d’'una altra manera, si x esta a distancia d’a < J, pero
estrictament positiva, llavors f(z) esta a distancia d’L < e.

Exemple 3.5. lim1 r? = 1. Fixem € > 0, llavors per |z — 1| < ¢ tenim
z—>

|22 = 1| = |z — 1|z + 1] < S|z + 1| < 36 =,
per tant, només cal triar §(e) = €/3.

Definicié 3.5 (Limit en R"). Sigui f : 2 C R® — R™, funci6 vectorial, f = (fi,..., fm), 2 obert i a € 0.
Llavors:
lim f(z) =L <= Ve>0, 36 =6d(e) >0 tal que z € B (a) \ {a} = f(x) € B"(L).

T—ra

Remarca 3.2. Notem que el valor de f(a) no juga cap paper en la definicié 3.5. Modificar el seu valor no
afecta ni I'existencia ni el valor del limit. De fet no cal ni tan sols que f estigui definida en a!

7



sin(z?y?)

Exemple 3.6. }gr(% E = 0 2. Efectivament, fixem € > 0, llavors per (x,y) € BZ(0,0) tenim,
. (sin(z’y?) sin(z%y?) z?y’ 2 12 >
dlst(w,o = PRy M < y” <dist*((z,y), (0,0)) < 6.

Triem doncs 6 = /€.
z? cos(y) + xy

< Solucio. Es comprova que la definici6 es satisfa agafant, per exemple, d(e) = €/2. >

Exercici 3.1. Usant la definici6 3.5 veure que la funcié f(x,y) = tendeix a zero a l'origen.

Recordem també que la relacié [ab] < 3(a® + b?) pot ser molt util per a calcular limits. Ho illustrem amb
I’exemple segiient:

2,3
Exemple 3.7. Considerem la funcié f(z,y) = o i volem veure que el seu limit a l'origen és zero. Aixi,
x Y
usem que 2z2y? < x* + y* per a obtenir I’acotacio,
yl _ 0
<=< ==
[flzy)l <5 <5 =¢

o : . Y 'y L

Exemple 3.8 (una mica més complicat). Sigui la funcié f(z,y) = — vl Ara usem la descomposicio
Z )

1
wyl = |22yl < 5 (21" + 2ly?) -

Llavors tindrem - )
2| 2]y

PP 2+ )

<l|z[<d=¢

|f(2,y)] < o

h t < Ly 1 < 1
on nem usat ———— — 1 — —.
$6+y2_$6 w6+y2_y2

Exemple 3.9. Demostrem que (hIIl) (1 + /3 — (723 + 32y4)1/5> = 1. En efecte, Fixem-nos que tenim 72% +
0,0

32y* < 32||(z,y)|| i a més, per 0 < z < 1 tenim 2!/ < 2'/5. Aix{ doncs,

1/5
g — (72 + 325" | < [l m) 1% 4+ 2l )| < 311G )17 < 355 = e
Remarca 3.3. A R el limit de f(z) en x = a existeix si i només si els limits laterals,
lim f(z) i lim f(x)
z—a™t x—a~

existeixen tots dos i coincideixen. En canvi, a R™ hi ha infinites maneres d’arribar a z = a (per rectes, paraboles,
etc.) Aixi doncs, si el limit de f en x = a existeix, llavors per a tota corba a R™,

oc: (A, B)CR — R”
t — o(t) = (o1(t),...,0.(t)), el limit yn&f (o(t)) existeix i val el mateix.
—>
Per contra, si per a dues corbes oy 1 03 de R tal que 01(0) = 02(0), yr%f(al(t)) # yr%f(ag(t)), el limit
— —

lim f(x) no existeix.
Tr—a

2En general, quan estigui clar respecte de quines variables prenem els limits, indicarem només el punt cap al que hi tendeixen.
Aixi, escrivim lim g o) en comptes de lim, ) (0,0)-



Exemple 3.10 (Es essencialment 'exercici 9 de la colleccié de problemes). Discutiu el limit a 'origen de
2 2

-y _
f(.x,y)—x4+y27 1 f(f]j,y) .T4+y2'

4 Solucid. La primera funcié NO té limit a I'origen (només cal pendre la pardbola y = 2. En canvi, per a la

2
x
L _EJ 5 < |z, per tant a l'origen el limit és zero. >
=Ty

segona tenim

2.2
2_{ ,six?+y#01i f(z,y) =0, si 22 +y = 0. Per a estudiar
T )

el seu limit quan (zy,xs) — (0,0), triem les corbes oy (t) = (¢,t) i oo(t) = (¢, —t> + t%). Aleshores,

lim f (o1(¢)) = 0, lim f (02(2)) =1

t—0 t—0

Exemple 3.11. Considereu la funcié f(z,y) =

i, per tant, es conclou que el %Hn) f (21, x2) no existeix.
0,0

)

Proposicié 3.1. Donat p : R" — R; z +— p(z) un monomi*de grau m i coeficient 1. Llavors, sin > 1

p(x) J0, sim>Fk,
w0 [|zflF B, sim <k

Demostracio. Com |z;| < ||z||, Vj = 1,...,n tenim que ‘ﬁ(:ﬁl‘ < lz||™* < 6™7*. Doncs si m > k ja esta.
x
D’altra banda:
e Sim < k prenem la recta o(t) = ¢(1,...,1). Clarament,
t 1
p(a( )) — lim tm|t|—k

=0 o (OfF ~ 0 ni2
i aquest ultim limit no existeix.
e Sim==Fk:

t
— Per o(t) = t(1,...,1) tenim lim p(o(t)) k/2,

0 o @)F nomeés existeix si k és parell, i en aquest cas val 1/n
=0 ||lo

Lo o e PE()
— En canvi, per a(t) = t(1,0,...,0) s’obté: lim —
=0 || (t)][*

= 0 o bé no existeix.

Per tant, en aquest cas, el limit tampoc no existeix. O
Definicié 3.6 (Continuitat). Sigui f = (fi1, fo, ..., fm) : 2 CR® — R™, amb (2 obert i a € {2. Tenim:
(1) f continua en z = a <= lim f(z) = f(a).
r—a

(2) f continua en {2 <= f és continua per a cada z € (2.

3Es a dir p(z) és una funcié de la forma, p(r) = ax]"ah? - 2™, on a € R i els exponents my,ma,...,m, sén enters no

negatius amb my + mg + - -+ + My = M.



Criteris de continuitat. Amb la suma, el producte y la composicié de funcions continues s’obtenen funcions
continues.

Proposicié 3.2 (Propietats de les funcions continues).

(i) f:R" — R™ amb D(f) =R"™ i f continua a tot R™. Llavors l’anti-imatge d’un obert de R™ és un obert
de R™ i l'anti-imatge d’un tancat de R™ és un tancat de R™.

(i) f:R" — R™ amb f continua. Llavors la imatge d’un compacte de R"™ és un compacte de R™.

Exemple 3.12. El conjunt A = {x € R": 1 < ||z||> < 2} és obert. En efecte, si considerem la funcié f(x) =
||z||? llavors A és anti-imatge de (1,2) que és un obert de R.

Exemple 3.13. f: R — R; f(z) = E(z) funci6 part entera de = que, recordem, es definex com
E(z) :=sup{z€Z:z<uzx}.
Llavors si triem 2 = {1} resulta que f~!(§2) = [1,2) no és tancat i, per tant, E(z) no és continua en R.

Exemple 3.14. La funcié

f(:z:):{$’ r<l1

2, z>1
no és continua en R, ja que f([0,2]) = [0,1) U {2} no és tancat i, per tant, tampoc no és compacte.
Remarca 3.4. La Proposici6 3.2(i) justifica el que varem fer per resoldre 'Exemple 2.2.

Exercici 3.2 (Exercici 2 de la collecci6). Doneu el domini de defincié de les segiients funcions:

@ fo) =

a Solucié. D(f) = B3(0,0) \ 0B3(0,0). >
(b) f(z,y) = /16 — 422 — 2.

< Solucio. D(f) és la clausura de 'ellipse %2 + % < 1. >
(©) flw,y) = (In(ay), v/I—22 = 7).

q Solucio. D(f) = B;(0,0) N{(z,y): x>0,y >0tU{(zr,y): x <0,y <0}). >
(d) f(z,y) = arcsin <%>

a Solucio. D(f):{(x,y):—lgggl}. >

1

(e) f(x,y) = arctan (W)

a Solucié. D(f) =R?*\ {(0,0)}. >

(f) f(z,y) =y — 2y — 1. Indicacié: Determineu el conjunt y — xy — 1 = 0.

10



<4 Solucié. D(f) = {(x,y):a?< Ly> 1iI}U{(x,y> rr>1y < ﬁ} >

Xz

(8) fla,y,2) = N e
a Solucié. D(f) = B3(0,0). >

Exercici 3.3 (Exercici 3 de la colleccid). Trobeu les corbes de nivell de les segiients funcions i digueu quina és
la seva imatge.

(a) flz,y) =2 +y°
< Solucié. Les corbes de nivell sén circumferencies i R(f) = [0, c0). >

(b) fla,y) = 4a* +y?.
< Solucio. Les corbes de nivell sén ellipses i R(f) = [0, c0). >

(€) fla,y) =2 —y.
< Solucié. Les corbes de nivell sén paraboles i R(f) = R. >

(d) f(z,y) = %, definida per a (x,y) # (0,0). Indicacié: Ailleu y en termes de = sobre cada corba de
=Ty

nivell.

< Solucio. Despres d’aillar y (resolent una equacié de segon grau) les corbes de nivell surten rectes. Per
a veure la imatge, fixem-nos en que (z — y)? > 0 <= 22 + y*> > 22y < f(x,y) < 1/2. D’altra banda,

(x4+y)? >0 2> +1y* > 20y < f(z,y) > —1/2. Per tant R(f) = [-1/2,1/2]. >
22 — 2
(e) flx,y) = — el definida per a (z,y) # (0,0). Indicacid: Feu com a l'apartat (d).
Ty
- . , 1-k .
< Solucio. Les corbes de nivell sén les rectes y = + T ps per tant, R(f) = [-1, 1]. >
(f) f(x,y) = (z2 4+ y?) e Y. Indicacid: Relacioneu els valors de f amb els de la funcié h(z) = ze 2.
4 Solucié. De la grafica de h es dedueix que les corbes de nivell sén circumferéncies i R(f) = (—oc,e™?],
ja que h té un tnic maxim absolut en z = 1. >

Exercici 3.4 (Exercici 8 de la colleccid). Per a les segiients funcions, trobeu valors per a d(e) (“els millors que

pogueu”) tals que si /22 + y% < d(¢), llavors | f(z,y) — f(0,0)| < e. Indicacid: Recordeu que |z| < /22 + y2.
(a) flz,y) = ¢zy.

< Solucié. §(e) = /2. >
Yy :
(b) f(z,y) = 21 (z,y) # (0,0) 1 f(0,0) =0.
< Solucio. 6(e) = e. >
1— .fL'Q _ y2
(c) flz,y) = Tr T

11



< Solucio. 6(e) = \/€/2. >
Exercici 3.5 (Exercici 11 de la collecci6). Calculeu (si existeixen) els segiients limits.

(a) Tim es(/Y)
01 1+azy
Q Solucio. /2. >

, Ty
b) im ———.
(b) fim

< Solucié. No existeix (es comprova per rectes). >

:Ezy
lim —2—.
()

< Solucid. 0. >

2 .2
(d) lim ——2.
(0,0) 2 + y?

< Solucid. No existeix (es comprova per rectes). >

l'2y2

e) lim )
(©) (0,0) z* + y*

a0 Solucid. No existeix (es comprova per rectes). >

sin(x
(£) 1im S2EY)
(0,0) 2 4 y2
< Solucid. No existeix (es comprova per rectes). >

g) lim ———.
0,0) \/2? 4 y?
< Solucio. 0. >
(h) (hm) zyIn(x? + y?). Indicacid: Proveu primer que lim+ 2%In(z) = 0, si @ > 0 —per molt petit que sigui—i
0,0 z—0
feu una identificacié adequada de z i una bona tria del valor de a.
< Solucio. 0. >
1t TYz
m ———.
(0.00) 2 + y2 + 22
< Solucio. 0. >

(j) lim ﬂ, definida si x,y > 01 x # y.

00) VT — /Y

< Solucid. 0. >

T
k) limtan [ —— ).
()(gg aﬂ(x2+y2>

4 Solucid. No existeix. >

12



A problemes, fer els exercicis 13 i 14 de la colleccié:

-1
Exercici 3.6 (Problema 13 de la colleccid). Sigui f(x,y) = %, sizy #01 f(z,y) =asixzy =0.
ey
(a) Per a quin valor de a € R és f continua en (0,0)?
< Solucié. a =1/2. Per Taylor d’una variable. >

(b) Per a aquest valor de a discutiu la continuitat de f en R2.
4 Solucid. Continua a tot R2. >

Exercici 3.7 (Problema 14 de la colleccid). Per a les segiients funcions definides a trossos discutiu la seva
continuitat en R?.

(a) f(x,y) = sixzy #01 f(x,y) =1si 2y =0.

< Solucié. Continua a tot R2. >

sin(zy)

(b) f(z,y) =max{z,y}siz>01i f(x,y) =0siz <0.
4 Solucié. Continua a R?\ {(0,y) : y > 0}. >

(¢) flo,y) = sife] <[yl 1 fz,y) =y silz] > [yl
4 Solucié. Continua a R*\ {(z, —z) : x € R}. >

(d) flz,y) =wsia®+y> <1i f(z,y)=ysiz®+y°> 1.

a Solucid. Es discontinua a dB2(0,0) \ {(1/v2,1/v2), (=1/v/2,—1/v2)}. >

4 Derivabilitat a R” (2h T, 2h P)

Sigui f: 2 C R” — R una funcié escalar, i sigui a € 2.
Notacié (Derivada parcial).
e Newton-Lagrange (1671): f,,(a)

e Leibniz (1684): g—f(a) =0, f(a) = 0;f(a)

J

o Arbogast (1800): D,, f(a) = D;f(a)

Definicié 4.1 (Derivada parcial). Sigui f : Bl(a;) € R — R;z; — f(z;) := f(as,...,2;,...,a,). Definim la
derivada parcial de f respecte z; en el punt a com:

0;f(a) = f'(ay),
on f'(a;) és la derivada d'una funcié real d’una variable (vegi’s Calcul I).

Remarca 4.1. Aquesta definici6 és equivalent a:

9;f(a) 1:11’rnf<a1"“’“j+t,...,an)_f(a).

t—0 t
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Exemple 4.1. f(x,y) = %ﬂ? £(0,0) = 0. Llavors:
f(t,())—f(0,0) 0

=lim — = 0.
t t—0 {3

f£(0,t) — £(0,0) :h,mt—sint _y % 1

t =0 3 tg% 3 6

1. 31f(0, O) = hthO

2. 82f(0, 0) = Hmt_m

Exercici 4.1. Calculeu les derivades parcials de f(z,y) = 2e5% en el punt (g, 0>.
< Solucio. 0, f(n/2,0) =1, 0, f(n/2,0) = m/2. >

Remarca 4.2. Sigui f: 2 C R" — R™, funcié vectorial, f = (fi,..., fm), {2 obert i a € (2. La seva derivada
parcial respecte z; en el punt a és el segiient vector columna

8jf(a) = (8jf1(a), R 8jfm(a))T.
Cas prticular (Corba a R"). Es una aplicacié, t € 0 : (a,b) C R o(t) = (01(t),...,04(t)) € R". Aleshores,
o'(t). Es el vector tangent a la corba.

Definicié 4.2 (Derivada d’una funcié escalar). Sigui f : 2 C R® — R, funcié escalar, amb (2 obert i sigui
a € {2. La seva derivada

Vaf(a) =V f(a) = Dyf(a) = Df(a) := (01f(a),...,0nf(a)), (1)
s’anomena gradient de f en el punt a, i és un vector fila.
Definicié 4.3. Si a satisfa V f(a) = 0 direm que és un punt critic de f.

Definici6é 4.4 (Derivada d’una funcié vectorial). Sigui f = (f1,..., fm) : 2 C R® — R™, funcié vectorial,
f=f1,- - fm), 2 obert ia € 2. Aleshores la matriu,

.
Ji(a)=Df(a) := (Vfi(a),..., Vin(a))
s’anomena matriu jacobiana de f en el punt a, i és un matriu amb m files i n columnes. Més precisament, a la

j-essima fila hi ha V f;(a).

Exercici 4.2. Calculeu la matriu jacobiana de f(z,y) = (e**¥ + y, xy?, cos(zy?)).

ety ety 4+ 1
a Solucid. Jy(z,y) = ( y? 22y > >
—sin (zy?) —2ysin (zy?)

Remarca 4.3. A R si la funcié f és continua en xy, i.e., si existeix f’(xq), llavors f és continuaen z,. En canvi,
en dimensié mes gran que 1, l'existencia de totes les derivades parcials en un punt no implica que la funcié
sigui continua en aquest punt.

Exemple 4.2. f(z,y) =

Y si (x,y) # (0,0),1 f(0,0) = 0. Clarament 0, f(0,0) = 0>f(0,0) = 0, pero f
no és continua a (0,0). (Useu dues rectes de diferent pendent que passin per l'origen).

Definicié 4.5 (L'operador V). A R", 'operador V es defineix de la segiient forma:

V= (01,...,0,).

Aplicat a una funcio escalar f : {2 C R" — R s’obté el seu gradient. Pero tambés es pot aplicar a funcions
vectorials f : 2 C R"” — R", de la segiient forma:

(V, f(x)) = Zajfj<m>’
j=1
obtenint I'anomenada divergéncia de f. (Es pot entendre com el producte escalar de V amb f).
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A problemes, fer I’exercici 20 de la colleccio:

Exercici 4.3 (Exercici 20 de la colleccié). Calculeu per derivacié directa les derivades parcials primeres de les
seglients funcions.

(a) flz,y)=av".

a Solucié. 0, f(x,y) = z¥ y* (ln(x) In(y) + é), Oyf(x,y) = x¥ y zy" In(z). >
(b) f(z,y) =a™.
a Solucio. O f(x,y) = 2% (yIn(x) +y), O, f(x,y) = x¥xIn(z). >
(c) flz,y) = (2° +y*)"
2 2
4 Solucid. axf(iE, y) _ (x2 + yQ)x <ln(552 + y2> + .:1:—2 _‘T_ yQ)’ 6yf(x,y) = Qxy(x2 + y2)rl' >
(d) f(z,y) = zyIn(a® + y?).
9 2
< Solucid. 8,f(x,y) = yln(a? +y2) + %7 Oy f(z,y) = xln(z* + y*) + x?iﬁ; >
(e) f(z,y) =In(y/2? +¢?)
» T )
< Solucio. O, f(x,y) = m, Opf(z,y) = 952—"‘92 >
1
(f) fla.y) = ———.
VTt +y
» x Y
< Solucid. O, f(x,y) = —W, Oyf(x,y) = _(3;2 )R >
Ty
(&) flz,y) = o
> y(y* — ) x(z® —y?)
a Solucid. 0. f(z,y) = m7 Oy f(z,y) = m g
% + 9
(h) f(z,y) = o
» B —4ay? . dyz”
Q4 Solucio. O, f(x,y) = m, O f(z,y) = m g
_ cosx + e
(i) f(x,y) = e
< Solucio.
—sinx + ye™ cosx + eV
am 5 = —2 )
f(z,y) PR v (22 + 42)°
3 2 _ Ty _
0, f(r.y) = LI 2N D By eosT ”
(@ +y?)
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(G) f(z,y,2) = e®tan(y?2).
< Solucio.
Opf(z,y,2) = € tan (sz) ,
Oyf(z,y,z) = 2yze” (1 + tan® (y°2)) ,

0.f(z,y,2) = y’e" (1 + tan? (y z)) ) >
(k) f(z,y,z) = xsinh (g)
< Solucio. O, f(x,y,z) = sinh (g) . Oyf(z,y,2) = gcosh (g) . 0.f(z,y,2) = _% cosh (g) >

A problemes, fer els exercicis 16, 21 i 23 de la colleccio:

Exercici 4.4 (Exercici 16 de la colleccid). Aplicant la definicié calculeu (si existeixen) les derivades parcials
primeres de les segiients funcions en el (0,0).

—&si T i =0.
(a) f(rlf,y)—%hry2 (z,y) # (0,0) 1 f(0,0) =0

< Solucio. 9,f(0,0) = 9, f(0,0) = 0. >
(b) f(x,y) = :L‘ln(x2 + y2) s1 (I,y) # (070) 1 f(0,0) = 0.

< Solucio. No existeix 0, £(0,0), 9,f(0,0) = 0. >
(c) fla,y) = (2 +y*)" si (z,y) # (0,0) 1 £(0,0) = L.

< Solucid. No existeix 0, f(0,0), 9,f(0,0) = 0. >

Exercici 4.5 (Exercici 21 de la colleccié). Calculeu les derivades parcials primeres de les segiients funcions i
doneu la seva matriu jacobiana.

(a) flz,y) = (™ +y,y°v).

@y @y
a Solucio. Ji(z,y) = (yeQ ve + 1).

y 2zy i
(b) f(x,y) = (cos(x + 2y), ye", cosh(xy?)).
—sin(z +2y) —2sin(z + 2y)
a Solucio. Ji(z,y) = ( ye"ty (y+1)e*tv ) >
y*sinh(zy?) 2wysinh(zy?)
(¢) f(z,y,2) = (ztan(z? +y*), zy In(2)).
y 2zzsec(z? +y?) 2yzsec(x? +y?) tan(z? + y?)
a Solucio. Ji(x,y,z) = yln(z) 21n(2) Ty >

z
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Exercici 4.6 (Exercci 23 de la collecci6). D’acord amb la llei dels gasos perfectes tenim la relacié PV = kT,
on P és la pressié, V' el volum, T la temperatura i k£ una constant. Demostreu que

oT 0P OV

oPovV or 7

on P vol dir que aillem 7" com a funcié de (P, V) i derivem respecte de P. [dem per a les altres.

< Solucio. Aillant de I'equaciéo T', P 1V respecte de les altres dues variables i derivant les expression correspo-
nents respecte de P, V i T s’obté: 9pT = V/k, Oy P = —kT/V? i 07V = k/P, d’on resulta que el producte
d’aquestes tres derivades parcials satista 0pT0y PorV = —KT/(VP) = —1. >

5 Funcions de Classe C" (1h T, 1h P)

Sigui f: 2 C R" — R. Analogament com s’ha definit 9, f(a) podem definir la derivada parcial d’ordre m:
ar fla), onke{l,....m}—o(k)e{l,...,n}

To (1) To(m)

on, per conveni, s’entendra que les derivades es fan per ordre de proximitat a f. Aixi, per exemple,

Oy f = 0y (0:f).
Exercici 5.1. Calculeu totes les derivades parcials de segon ordre de f(z,y) = 2* + zy + ysin(x).
< Solucid. 9% f(v,y) = 6z —ysina, 07, f(x,y) = 05, f(x,y) = 1 +cosx, 02 f(x,y) = 0. >
Definicié 5.1. Direm que f € C™(£2) (f és de classe C™({2)) si per a qualsevol o : {1,...,m} — {1,...,n}, la

funcié derivada parcial d’ordre m, 8;?1(” T om) f, és continua a §2. En particular, si f és continua en {2 escriurem
(e o(m

fec(n).
Teorema 5.1 (Schwarz). f € C*(2) = 9. , f =0z, f per atot jk € {1,...,n}. En general,
FeC™ ) = 05 ) 2o = Orptiy-2nioimn

per a tota permutacio p : {1,...,n} = {1,...,n} itotac:{1,....,m} — {1,...,n}.

Exercici 5.2 (Problema 24 de la colleccié). Per a quins valors de a, b, ¢ i d pot existir una funcié f(z,y) tal

0 0
que 8_f =ax + by i a—f = cx + dy? Per a aquests valors calculeu totes les possibles solucions per a f.
T Y
. . ) d ,
< Solucid. 6261f(x,y):§x +bxy+§y : >

Teorema 5.2. f € C™(2) = f € C™*(2) amb 0 < s < m. Equivalentment,
fECm(Q) = f¢cmt(n)
amb s > 0. En particular, C' implica continua; equivalentment, no continua implica no C*.
ry
x? 4+ y?
Definicié 5.2 (Laplacia). Si f és una funci6 escalar, el seu Laplacia es defineix com la divergencia del seu
gradient, i.e.:

Exercici 5.3. Comproveu que la funcié f(z,y) = si (x,y) # (0,0),1 £(0,0) = 0 no és C* a lorigen.

Af=(V,Vf).
Exercici 5.4. Demostreu que A(z, Vf) = 2Af + (2, VAS). (Es senzill perd llarg).
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A problemes, fer I’exercici 25 de la colleccio:
Ty

Exercici 5.5 (Problema 25 de la colleccié). Considereu la funcié f(x,y) = { vV **+ 2

0,
. Y : : of
(a) Aplicant la defincié de derivada parcial calculeu 6_(0’ 0).
x
of
lucio. — =0.
< Solucio 5 (0,0)=0

(b) Calculeu %(w,y) si (z,y) # (0,0).

y3

< Solucio. g(m,y) =
or (x2 +y2)3

0
(c) Demostreu que no existeix  1im /
2,y)—(0,0) OT

(2, y).
4 Solucid. Per rectes surt molt facil.

(d) Quin és el subconjunt D C R? més gran on tenim que f € C*(D)?
a Solucié. D =R?*\ {(0,0)}.

A problemes, fer I’exercici 27 de la col'leccio:

2 _ 2
Exercici 5.6. Considereu la funcié f(z,y) = xyiz m 32 si (x,y) # (0,0)1 f(0,0) = 0.
(@) Caleulen & (2,1) 1 5 (2.3, 5 (0,3 7 (0.0).
. Of oyt 44y —yt) Of _a(at —42ty? —yt)
< Solucio. 5 (x,y) = CENTE ' By (z,y) = @7 5 )
(b) Usant la definicié calculeu gf(O 0) i g]yf (0,0).
of of
< Solucio. %(0 0) = o —(0,0) = 0.
2 2
(c) Usant la definicié calculeu oJ (0,0) i 0J (0,0).
0xdy Oyox
om0
o : *f of (0f N A A
Indicacio. Feu servir que ayax(o 0) = 3 (83:) (0,0) = llg»% . .
. f _ ., f _
a Solucid. axay((),()) =1, 8yax(0’0) =—1

(d) Quin és el subconjunt D C R? més gran on tenim que f € C*(D)?
< Solucié. D =R?\ {(0,0)}.

(e) Quin és el subconjunt D C R? més gran on tenim que f € C*(D)?
a Solucié. D =R?*\ {(0,0)}.
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6 La regla de la cadena (1h T, 1h P)

A R la regla de la cadena diu el segiient: donades dues funcions derivables, f : ACR — Rig: BCR — R,
amb A i B oberts, llavors per a cada x € B, si g(z) € B, és (fog)'(z) = f' (g9(x)) ¢ (). Aquest resultat es pot
generalitzar per a funcions de varies variables.

Proposicié 6.1 (Regla de la cadena). Donades dues funcions vectorials, f:U C R™ — R* amb U obert,
feciU),ig:VCR* —R™ ambV obert, g € C*(V),

Jpog(x) = Jy (9(2)) - Jy(2).

per a tot x € V. amb g(x) € U. En components:

0; (fog), (z1,...,2,) :Z@fr(gl (1, @) ey Gm (T1, o, @) 0590 (21, ..., @)
=1

per a cada 7 =1,....,niperacadar=1,... k.
Si definim F == fog: W — RF amb W =V N gt (U) aleshores,

Jfog = Jfg : Jg.
En components,

0;F. = 0;(fog), =Y 0 (fro9) g,
=1

per a cada j=1,....,n i peracadar=1,... k.

Cassos concrets:

f:02" CR™ — R;y — f(y) funcié escalar, i g : 2 C R" — R™; 2 — g(z) funcié vectorial.

fz) = fog(z) = f(9(2)) = flgr(x),..., gn(x)),

llavors:

De la regla de la cadena deduim:

V. f(z) =V, f(g9(x)) - Jog(z).

Per tant,
m

0o, f(w) = (Vy f(9(2)), (00,9(x)") = Vy f(g(2)) - Oy 9(x) = D 0y, f(9(x))Ds, ().

=1
Exercici: f(u,v,w) = u®+v® —w, g(z,y) = (2%, y?, e *¥). Calculeu 9, f(z,y).
Solucid: 0, f(xz,y) = 4ady? + ye Y.

Exemple: (Corbes a R")
o:(a,b) CR—=R"t—o(t) = (o1(t),...,0u(t)), f: 2 CR" - R,z — f(x) funcib escalar.

(1) = f(o()) = J'(t) = (VoS (0(1), (&' (1)) = Y_ duf(a(t)ai(2).
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En general, per funcions vectorials
[P CR" Ry — f(y),ig: 2 CR" = R™z — g(x).
f (x) := fog(x), en forma matricial tindrem doncs que la matriu jacobiana de f sera:

Tof(x) = J, f(g(x)) - Tog().

Fixem-nos que la regla de la cadena també ens diu (multiplicant fila per columna) que:

8 fr Z accjgl( )

Exercici: .
Flu,v) = (cosv +u2, e"t u—v), g(z,y) = (6,2 — siny). Calculeu Jf(0,0).
Solucié:

Jf(0,0) = e —e

Aplicacié: (Hipersuperficies de nivell) (Aixo NO ho explico a classe)

g: 2 CR" = R;x — g(x) funcié escalar.

Definicié:

El conjunt {z € R": g(x) = Constant} s’anomena hipersuperfice de nivell (HSN)

Sigui o(t) C HSN una corba qualsevol i §(t) := g(o(t)) = Constant, llavors
0=7g(t) = (Vg(a(t)), (o' (t)") Vo(t) c HSN = Vg L HSN.
Per tant, donat zo € HSN, el hiperpla tangent a la HSN que passa per xy (HPT,,) és
(Vg(zo),z — o) = 0.

En particular donada f: 2 C R" — R;z — f(x) funcié escalar, la seva grafica

G(f) = {(,2n11) € R™ <y — f(z) = 0}
¢és una HSN de g(x, p41) = Tpy1 — f(2). Per tant, HPT (5, f(z,)) és

Tnt1 = f(x0) +(V[f(20), 2 — x0).

Nota: Donada G f, N(xg) := (V f(x0), —1) és el vector normal a HPT{;, ¢(z,))- Llavors
si {€]'}j=1,..,m 6s la base canonica de R™:

<U7.l+1(;p0)7 N(xo» =0, V] =1,---,n, on UTL_H (ZL’()) = €?+1 + @f(xo)eﬁﬂ

J J

Per tant {v]! (20)}j=1,.. n generen HPTa, f(a0)
De fet, si considerem ¢ : 2 C R" — R"™: 2z — (z, f(z)), llavors

Jo(zo)el = vt (xg), Vji=1,--- n.
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La matriu jacobiana de ¢ envia la base canonica de R™ al vectors que generen HPT(, f(x))-

A Problemes fer els exercicis 29, 33

EX 29.- Siguin f(u,v) = (tan(u — 1) — e¥, u® — v?

mitjancant la regla de la cadena.

)iglz,y) =

Df(u,v) = ( SQCQ(QUU_ D :gv ) , Dyg(z,y) = (

D(f o g)(1,1) = Df(1,0)Dg(1,1) = (

1
2

-1
0

)(

(e* ¥,z —y). Calculeu D(f

_ez_y

1
1

—1

—1
—1

). an-

)=

0
2

0
-2

(1,0) =

)

0g)(1,1)

EX 33.- Donada una funcié f = f(u,v,w) de classe C*', calculeu mitjangant la regla de la cadena

expressions per a les derivades o derivades parcials primeres de la funcié h en termes de les de

a, B 1~ en cadascun dels casos segiients.

L h(x) = f(x, a(z), 5(x)).
h/(l‘) - 81f(x,oz(x),6(x)) + an(ZL',Oé(.T),B(JI))

az

( (
(7,4, 2))0,6(y, 2) + 05 (a(z), B(y,
(I7y7 ))a/< )+82f( ( )7B<y72)

2),7(x,y, 2))0y (2, y, 2),
v(z,y,2))0.8(y, 2)

2. hz,y) = fly,a(z,y), B(2)).

h(z,y) = o f (y, a(z,y), B(x))0ra(,y) + Osf (y,

Oh(x,y) = 01 f(y, alz,y), B(x)) + 0o f (y, a(,y), B(x))dya(, y).
3. h(z,y,2) = fla(z), By, 2),7(z,y, 2)).

d:h(z,y) = 0sf(a(2), By, 2),7(x,y,2))0xv(2, Y, 2),

Oyh(z,y) = 0af(a(z), By, 2), 7

d:h(z,y) = 01 f(a(z), By, 2), v

+0sf(a(2), By, 2),v(2,y, )0 (2, Y, 2)-
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DERIVADA DIRECCIONAL 1 hora a PROBLEMES

[:2CR" =Rz — f(z), a € (2, v vector de R" amb |[v|| = 1.
Definim f: B'(0) C R — R;t — f(t) := f(a + tv).
Definicié:(derivada direccional de f en a segons v)

Oy f(a) = D,f(a) := f'(0).
OBSERVACIO: Aquesta definicié és equivalent a:

Teorema: (Férmula del gradient)

f e Cl Q) = 8,f(a) = (v, Vf(a)).

Nota:

Oen f(a) = 0;f(a).

Proposicié: Si f € C1(£2), £2 obert i a € 2. Susposem que a NO és un punt critic, llavors

la derivada direccional maxima en a s’asoleix en la direccio de v = V f(a)/||V f(a)|| i val ||V f(a)]].
Prova: Es trivial a partir del Teorema anterior.

Exemple: Calculeu la derivada direccional maxima de f(zq,x2) = z7* en (e, 1).

Solucié: 1 + e2.

A Problemes fer els exercicis 34 i 35.

EX. 34.- Useu la férmula del gradient per calcular les seglients derivades direccionals.

L. Duf<1 0) si f(x,y) =In\/a? +y? iu=(2/V51/V5).
Wf(1,0) =2/4/5.
2. D, f(0,—1)si f(x,y) = e®cos(my) i u=(—-1/v/2,1/v/2).
D.f(0,-1) =1/V2.
3. D.f(1,0,0) si f(z,y,2) = 2% ¥ iu=(1/V3,-1/v3,1/V3).
Dy f(1,0,0) = 2/V3.
EX. 35.- El perfil d'una certa muntanya es modela mitjancant la funcio

h(zx,y) = 5000 — 0.01z* — 0.02y?,

on si (x,y) és un punt del pla (“imaginari”) que defineix la base de la muntanya, llavors z = h(x,y)
ens dona la corresponent algada.

1. Un muntanyer es troba en el punt (z,y) = (10, 10), a punt de fer el cim. En quina direccié s’ha de moure
per pujar més rapidament? Quin és el pendent?
—(1/v/5,2//5). Pendent és la derivada direccional, per tant, val 1/+/5.

2. Si enlloc de triar la direccié de maxima pendent opta per triar-ne una amb pendent del 40%, quina
direccié ha de seguir? (Indicacié: Un pendent del 40% correspon a un vector («, 3) € R? unitari tal que
Da,5h(10,10) = 0.4. Hi ha dues possible solucions per a (a, 3).)

(0,-1) i (—4/5,-3/5).

22



FORMULA DE TAYLOR (2 hores a TEORIA i 1 hora a PROBLEMES)
Férmula de Taylor a R™: Sigui f: 2 CR" = R;z — f(2), a,a+ h € 2 obert, f € C*(2)
e Aproximacié lineal: f(a+ h) = f(a) + (h, Vf(a)).

e Aproximacié quadratica:

T+ Linmfa).m,

fla+h) = fla) + (h,Vf(a)) + 3

on Hf(a):= JVf(a) és una matriu simetrica n x n anomenada hessiana.

e Aproximacié d’ordre k:

Aqui (h, V) és Toperador 327, h;0;, i (h, V) f = (h, V)((h, V)7L f).

Nota: El pas de R a R™ és la substitucid % — (h, V).
Nota: Tr H f(a) = Af(a).

Cas particular: per n =2, f: 2 CR? = R; (x,y) — f(z,y), a,a+h € 2, f € C*(2); I'aproximacié d’ordre

k s’escriu
flath)= ZZ[! 0! NN

7=0 [=0

En general, a R” tindrem:

fla+h) = i hit R
Z Z ml “My, l a:l Ty f( ) 1 n
J=0 |m|1=j
on la norma | - |; es defineix com |n|; := 31 [n], n € R™
Aplicacié al calcul de derivades d’ordre superior.

Exemple: Calculeu 6533;4 f(3,0), on f(z,y) = (% ). Per fer-ho escrivim:

fla,y) = 050,

icome* =142+ % + % observem que per obtenir el terme del polinomi de Taylor que conté y3, hem de

considerar , ,
1 5.4 x—3 1 5(2—3 xr—3
—y°1 1 >~ _ 1—
e (14552 =0 (57) (1-75)

1 1 4
ﬂ Z3x4f(3,0) —3% - (9 x4f(3,0) = —

per concloure que
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Exercici: Sigui f(z,y) = ", Quan val 0,3,0(0,0)7 Resposta: 9!
Exemple: Calculeu 92 > 5f(0,0,0) on f(z,y,z) = e™sin(rz). Notem que

1 1
f(xa Y, Z) = —.1'53/223 +- 5|2|3| $5y z3f<0 0 0).%'53/223 +.

Per tant, 9% oy2.8(0,0,0) = =5

Generalitzacié: f: 2 CR" - R,z — f(x), a,a + h € {2 obert; llavors 'aproximacié lineal és:

fla+h) = f(a)+h(Jf(a)".

Com a cas particular, si f : 2 C R® — R" és inversible i f(a) = b, lavors f~1(b+ h) = a+ h.((Jf(a))™HT; i
per tant, en un entorn de b podem calcular aprozimadament la inversa de f.

Residu de Taylor: Donada f: 2 C R® = R;x — f(x); a,a+ h € £ obert; f € C*1(2). Definirem el residu
d’ordre k en un entorn del punt a, com la segiient funcio:

k J
Ru(h) = flat )~ 30 O

La propietat important del residu, és el segiient resultat:

[ Ri(h)|
h—0  ||h|[F

Aplicacié al calcul de limits: Fer a teoria ’exercici 43:
Calculeu, si existeix, el seglient limit.

, e“sin(z +y) —x—y—a®—zy
lim .

(2,4)—(0,0) x? 492

(Indicacié: Calculeu el desenvolupaments de Taylor del numerador fins ordre 2 i useu les propietats del residu
de Taylor Ry(z,vy)).

Solucio: Aquest limit val zero.

A Problemes, fer ’exercici 37 (com exemple d’aproximacié lineal):
La resistencia total R corresponent a dues resistencies Ry i Ry conectades en paral-lel verifica
11 N 1
R R Ry
Usant ’aproximacié lineal, estimeu la variacié del valor de R si incrementem el valor de R; de 10 ohms a 10.5
ohms i1 decreixem el valor de Ry de 15 ohms a 13 ohms.

Solucio. R(Ry, Ry) = %. Llavors,
1 2

R(10,15) =6,  9,R(10,15) =9/25,  8,R(10,15) = 4/2.
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D’altra banda,
R(10.5,13) — R(10,15) = 0, R(10,15) x 0.5 + 05 R(10,15) x (—2) = —7/50.

A Problemes, fer els exercicis 40 i 41:

EX. 40.- Calculeu totes les derivades parcials fins ordre 2 de les segiients funcions i doneu el seu desenvolupa-
ment de Taylor fins a termes de grau 2 inclosos entorn del punt que s’indica en cada cas.

(a) Taylor de f(x,y) = sin(zy) entorn del punt (1,7/2).
(b) Taylor de f(z,y) = x¥ entorn del punt (1,1).
(c) Taylor de f(x,y) = /¥ entorn del punt (0, 1).
(d) Taylor de f(z,y,2) = e *sin(yz) entorn del punt (0,1, 7).
EX. 41.- Mitjangant I'us de desenvolupaments de Taylor de funcions d’una variable (coneguts a priori), calculeu
els desenvolupaments de Taylor en l'origen fins a termes de grau dos inclosos de les segiients funcions.
(a) f(z,y) =e™In(l+x+y).
Solucid. f(z,y) ~In(l+z+y)~z+y—(z+y)*/2
(b) f(z,y) = e”cosy.
Solucié. f(x,y) ~1+z+ (2% —y?)/2.

© S = T

Solucid. f(z,y) ~1— (z+y)+ (z+y)?/2.
(d) flx,y,2) =e"/1+xcos(z+y+ 2).
Solucid. f(x,y,2z) ~ 1+ 3z +y— 222+ Llyr — 20 — 2y — 122

A Problemes, fer ’exercici 42:

Calculeu el desenvolupament de Taylor en l'origen de les segiients funcions fins 'ordre que s’indica en cada cas
i doneu el valor de totes les derivades parcials de la funcié en el (0,0) corresponents a l'ordre maxim fins al
qual s’ha desenvolupat (p. ex., si desenvolupem fins a ordre 5 volem 8§nym f£(0,0), amb n +m = 5).

(a) f(z,y) =In(1+ 2? — y) fins ordre 3.

Solucid. f(z,y) =y —2° 4+ 3y° —ya® + 3y° = 0% £(0,0) =2, 3 ,f(0,0) = —2.
(b) f(z,y) = cos(zy) fins ordre 8.

Solucid. f(z,y) =1 — L(yz)? + 5 (yz)* = 0440 f(0,0) = 24.
(¢) flz,y) = e ¥ fins ordre 8.

Solucid. f(z,y) =1+ (2® —y?) + 3(2 —y*)* + §(2° —1?)° + 5, (2% — ") =

8 _ 8 _ 8 _ 8 _ 8 _
D% £(0,0) = 8% £(0,0) = 8I/41, 5,6 £(0,0) = D%, £(0,0) = =512, 51,4 f(0,0) = 416,
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A Problemes, fer ’exercici 44:

Determineu el valor de A € R per tal que:

. arctan(z? 4 y) — 22 —y — Ay
lim —0
(z,y)—(0,0) (5132 + y2)3/2

Solucid. arctan(z® +y) ~a? +y — 3y> = A = —1/3.
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TEOREMA DE LES FUNCIONS INVERSA I IMPLICITA (Ih T, 1h P)

TEOREMA DE LA FUNCIO INVERSA:

Sigui f: 2 C R™ — 2* C R" una funci6é C' a £2. Donat p € 2 tal que detD f(p) # 0, llavors f és localment
inversible, és a dir, existeix € > 0 demanera que B?(p) C {2 i

f:BXp) — f(BX(p)),

(f restringida a la bola) és bijectiva, i per tant té inversa f~'.

Qiiestié: com es calcula la inversa? De la relacié f~!(f(z)) = z, aplicant la regla de la cadena s’obté

Df(f(x)) = (Df(x)) ",
sempre que D f(z) sigui inversible.

Sigui D f(z) la matriu n x n de les derivades de f, al seu determinant, det D f(x), ’anomenarem jacobia de f.
Usant que detAB = det Adet B s’obté

det Df~'(f(z)) = 1/det Df(x).

Exercici: Sigui f : R? — R? definida per f(z,y) = (e* + €, e* — ¢¥). Comproveu que existeix f~1 i calculeu
Dft

TEOREMA DE LA FUNCIO IMPLICITA:

Donada la funcié f : 2* € R"” x R™ — R™; (z,y) — f(z,y), amb x € R" i x € R", (de classe C! a )
considerem el sistema d’equacions f(z,y) = 0.

Volem aillar les variables 3’s en funcié de les x’s. Quan és possible fer-ho?

Considerem (p, ¢) € 2* tal que f(p,q) = 0, llavors si detD,, f(p, q) # 0 (D, f és la matriu derivada de f respecte
les variables y que és una matriu quadrada), podem aillar localment les y’s en funcié de les z’s. Es a dir,
existeix € > 0 i una funcié C! en la bola de radi € centrada en p

9:B!(p) = R™x — g(x),
tal que Vz € BZ(p),
gp)=q 1 flz,g(x))=0.
La pregunta ara és: Com calculem la deriva de g en el punt p?

Un exemple per entendre aquest tipus de derivacié és el segiient: Donades f : 2* C R? = R; (z,y) — f(z,y) i
g: 2 CR—=R; z— g(r). Suposem que satisfan I'equacié

f(z,9(z)) =0,

i volem calcular ¢'(z) en funcié de les derivades de f.
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Aplicant la regla de la cadena obtenim
_Ouf(w,g(x))
Oyf(z, g(x))

En general: per funcions vectorials f : 2* € R" x R™ — R™; (z,y) — f(x,y), amb z € R", y € R™; i
g: 2 CR" =Rz — g(z).

Ouf(7,9(x)) + 0y f(2,9(x))g'(x) =0 <= g'(z)=

Suposem que satisfan ’equacio
f(m,g(x)) =0,

i volem calcular Dg(z) en funcié de les derivades de f.

Si definim §: 2 C R* = R" x R™, & — (z, g(z)). L’equacié la podem escriure com f(z) = f(§(z)) =0, i ara
aplicant la regla de la cadena s’obté:

Do f(x,9(x)) + Dy f(x,g(x))Dg(x) = 0 <= Dy(x) = — (D, f (x, 9(x))) " Dauf (z,9())-

Un Exemple senzill: f: 2 C R* - R, f(z,y,2) = 0. Sigui (x¢,%0,20) € 2 tal que f(xo,v0,20) = 0. La
condicié per aillar “z” en funcié de (x,y) en un entorn de (¢, yo, 20) és

0. f (0, %0, 20) # 0.

Llavors existeix € > 0 i una funcié C' en la bola de radi € centrada en (xg, o)
g+ Bé(zo,y0) = R™; (z,y) = g(2,y),
tal que Y(x,y) € B(zo, yo)
9(xo,y0) =20 1 flz,y,9(z,y)) =0.
Les derivades de g en el punt (xg,yo) es calculen de la segiient forma:
Dy(wo,yo) = — (D= f (€0, Y0, 20)) ™" Dz f (0,90, 20)-

Es a dir:

1 1

)amf(x(]ay()wz()); 0y9 (o, y0) = ~ 0.f (20, Yo, 20

amg(x& yO) - _8zf(x07y07 20

)ayf(an Yo, ZO)'

Observeu que també es poden calcular aquestes derivades, derivant implicitament 1’equacio

f(z,y,9(x,y)) =0

i avaluar en el punt (xg, 3o, 20)-

Efectivament, usem la notacid f, = 0, f, foy = Oy f, ..., llavors tindrem:

fz+fzgz207 fy+fzgy:07

i d’aqui trobem g, i g,. També podem trobar les derivades d’ordre superior, per exemple f,,. Primer derivem
implicitament respecte y i despres respecte x per obtenir

f:r:y + fzzgygx + fz:cgy + fzgxy = 07
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subtituint els valors de g, i g, finalment arrivem a:

szfyfa: . fzwfy

fZB + _'_ fng - 0,
Y f2 I Y
i d’aqui obtenim el valor de g,,.
Exercici: El sistema
e+ 2uy = 1
e v — 4 = 2z
Yy 11 )

detemina dues funcions u(z,y) i v(z,y) que satisfan u(1,2) = v(1,2) = 0. Calculeu d,u(1,2) i d,v(1,2).
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A Problemes, fer els exercicis 45 i 48:

EX 45.- Sigui f(z,y,2) = (e% + €%%,e*® — €?*,x — y). Proveu que f té una inversa global i calculeu la seva
matriu derivada.

EX 48.- El sistema

rH+yv+e¥ e = 3
y—av+e™+e¥ = 3

detemina dues funcions u(z,y) i v(z,y) que satisfan u(1,1) = v(1,1) = 0. Sigui ara g(z,y) = (u(z,y),v(x,y)),
calculeu Dg(1,1) i Dg1(0,0).
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EXTREMS RELATIUS (2h T, 1h P)
Considerem f: 2 CR" — R;x — f(x), a € 2 obert, f € C*(12)
Definicié6:
e Sid e>0>3VxeB'a)\{0} f(a)> f(x),direm que a és un maxim relatiu de f.

e Sid e>0>3VxeBl'a)\{0} f(a)< f(x),direm que a és un minim relatiu de f.

Proposicié: a extrem relatiu = a punt critic.

PROVA: Usar I'aproximacio lineal de Taylor.

Definicié: A matriu simetrica n x n, direm que és:
e Definida positiva si tots els seus vap’s sén estrictament positius <= Vo € R"\ {0} zAz” > 0.
e Definida negativa si tots els seus vap’s sén estrictament negatius <= Vz € R"\ {0} zAz? <0.

e No definida si no és ni definida positiva ni definida negativa.

Proposicié:
e a punt critic i H f(a) definida positiva = @ minim relatiu.

e a punt critic i H f(a) definida negativa = a maxim relatiu.

PROVA: Usar 'aproximacié quadratica de Taylor.

Exercici: Sigui f : R* = R : 2 — f(z) = e 0-1#1)* Demostreu que té un minim relatiu en 0 i que la
hipersuperfice de nivell ||z|| = 1 esta formada per tots els maxims relatius de f.

Observacié: NO tots el punts critics sén extrems relatius. Exemple (0,0) i f(z,y) = 2% — y*. Fixem-nos que
sobre I'eix d’abcises I'origen és un minim, en canvi sobre el d’ordenades és un maxim. El mateix li passa a la
funcié f(z,y) = z* + y* — 4zy + 1 a Porigen. La Hessiana té vaps 4 i —4, per tant no decideix. Sobre I'eix
d’abcises I'origen és un un minim, en canvi sobre la recta y = x és un maxim.

Definicié: Un punt critic a t.q. det H f(a) # 01 H f(a) és no definida, direm que és un punt de sella.

Proposicié: (Silvester-Jacobi) A matriu simetrica n x n, direm que és:
o A definida positiva <= tots els seus menors sén estrictament positius.

e A definida negativa <= tots els seus menors no sén zero i van alternant el signe comengant per —1.

SOBRE ELS EXTREMS ABSOLUTS:

NOTA: Per motivar es pot proposar el problema de trencar una corda en 2 trossos i formar un cercle amb un
trog i un quadrat amb l'altre. I demanar per on s’ha de tallar la corda per a que ’area total sigui maxima.
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Proposicié: Tota funcié continua en un compacte (tancat i acotat) pren el seu maxim i minim absoluts.

Com es troben? Doncs, es busquen tots els maxims i minims relatius a l'interior del conjunt (buscant els
punts critics i miran si sén extrems), després es restringeix la funcié a la frontera del domini i es busquen els
maxims i minims a la frontera. Quan els tinguem tots (els relatius i els de la frontera) es comparen un a un i
ja esta.

Exemple: Considerem la funcié f(z,y) = 2% — y? restringida a B}(0,0). L’tnic punt critic és l'origen de
coordenades on f val zero. Anem ara a mirar que passa a la frontera

{(z,y):a® +y* =1}

Si restringim f a aquest punts tenim f(z) = 222 — 1 per € [—1,1]. L’tinic punt critic a I'interior d’aquest
interval és x = 0, on f val —1. Pero, no hem acabat, finalment ens falta restringir f a la frontera de [—1,1],
i.e., calcular f(£1) = 1. Conclusié: f pren el seu maxim en (£1,0) i el seu minim a (0, +1).

A Problemes fer els exercicis 53 i 54.

EX. 53.- Per a la funcié f(z,y) = 2%y + y*x vegeu que (0,0) és un candidat a extrem relatiu perd que el
metode del hessia no permet caracteritzar-lo. A quina conclussié arribem si restringim els valors de (z,y) als
de la recta y = 7

Solucic. V f(0,0) = (0,0) = = = y = 0. D’altra banda

Hf<0,0>:(8 8)

i llavors el metode del hessia no ens permet caracteritzar el punt. En canvi, sobre la recta z = y, f(z,z) = 223,
d’on es conclou que (0,0) no és cap extrem de f(z,y).

EX. 54.- Considereu la funcié f(z,y) = (y — z%)(y — 32?).

1. Si restringim els valors de (z,y) als d'una recta passant pel (0,0), vegeu que I'origen és un minim relatiu de
la funcié amb independencia de la recta triada.

Solucio. Agafant y = Az, A € R qualsevol, s’obté:
F(z, ) = 2*(A — 2)(\ — 3z) ~ \?2?
(per x = 0), la qual cosa implica que (0,0) és un minim relatiu sobre qualsevol recta que passi per l'origen.

2. Discutiu si el resultat de I'apartat (a) us permet concloure que f(x,y), com a funcié de dues variables, té
un minim relatiu en el (0, 0).

Solucio. No, ja que:
00
nroo=(90)

3. Estudieu si l'origen és 0 no un minim relatiu si restringim els valors de (z,y) als d’una parabola de la forma
y = ax? i refineu la discussié de 'apartat (2).

Solucid. Restringint la funci6 sobre la parabola resulta: f(z,az) = z*(a—1)(a—3); per tant, quan 1 < a < 3
(0,0), és un maxim relatiu = (0,0) no és cap extrem de f(x,y).
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