3 Transformada de Laplace i series de Fourier

1. Calculeu la transformada de Laplace de les funcions segiients:

2t+1 si O0<t<l1 ., _ _
(a) (t):{ +0 : t§1< (Solucié: 2 (—e~*(s+ 1)+ 1)+ L (1 —€))
tsint (Solucié: ¢’y

= (2t — 1)3(Solucié: ¥ — % + § - 1)

)

)

) = cos?t (Solucié: __iffzi)-)
)

)

= sin¢sin 2¢ (Solucié: 3 (2% — 7%5) )

= e'sinh ¢ (Solucié: ﬁﬁ)

i) Demostreu que existeix la transformada de Laplace L({f(t))(s),

s > 0, de la funcié f(t) =t* <= a > —1.

(e + 1)

ii) Demostreu que si a > —1 aleshores L(t*)(s) = e
5%

+00
on I'(z) = / t*le~tdt, x > 0, és la funcié T d’Euler.
0

1
iii) Queé podem dir de la funcié f(t) = t_2?
iv) Mateixa pregunta per a la funcié f(t) = t~1/2,
3. Calculeu una antitransformada de Laplace de les funcions segiients:

(s 2)?

(a) g(s) = = (Solucié: 1+ 4t + 2t%.)
1 ¢
(b) g(s) = 3 (Solucié: %e%.)
s+1 2 1 5 At _ 4 -5t
(c) g(s) = (& 45)(s 75) (Solucié: —g5 + e — e )
| ., . .
(d) g(s) = i (Solucié: ﬁi sinh v/3t — ﬁﬁ sin v/3t.)

4. Calculeu la transformada de Laplace de la funcié

e si t>0, t#5
f(t)_{ 1 s t=5

Que podem dir de la unicitat de 'antitransformada de Laplace d’una funci6?
‘ 1
5. * Demostreu que / sinu cos(t — u)du = §t sint.
0

1



10.

11.

12.

13.

. * Tenint en compte la definicié de I’exponencial complexa: e

[Indicacié: feu servir el teorema de convolucid].

® = cos® + isind,
calculeu L£(e*) per a a € R i comproveu que s’obté el mateix que si s’apliqués,
formalment, la transformada de Laplace a una exponencial real.

Calculeu la transformada de Laplace de les funcions segiients:

(a) f(t) = e*U(t — 2) (Solucié: &)

st

(b) f(t) = e* cos® 3t (Solucié: 1 (—1—1 = (_'i]—lm) )

. 0 g 2
(c) f(t) = te 3 cos3t (Solucié: ((H“_’E},_J:ﬂ)g )

t
(d) f(t)= t/o e~ "dr (Solucié: s(Tirﬁ (% + ;%))

() f(t) = e® xsint (Solucié: (”—_él—ém)

. Calculeu una antitransformada de Laplace de les funcions seglients:

2845

(a) g(s) = 65134 (Solucié: e3 (2cos(5t) — 2 sin(5¢)).)

8—23

(b) g(s) = 261 (Solucié: (1 —t+ e=2)U(t —2).)

. Escriviu la funcié

0 si 0§t<3?7r
sint si t2—2—

en termes de ”funcions esgraé unitaries” (aixo és, funcions del tipus U(t — a)) i

_ 379

calculeu la seva transformada de Laplace. (Solucié: —2&;—=.)

421

Feu el mateix que al problema anterior amb la funcié f(t) = E[t] (part entera).
(Solucié: r7—5.)

2
Calculeu una antitransformada de Laplace de la funcié g(s) = In (ﬂ) fent

244
servir que L(t"f(t))(s) = (—l)”%ﬁ(f(t))(s). (Solucié: —2(cos(t) — cos(2t)).)
* Calculeu una antitransformada de Laplace de la funcié g(s) = s de la forma

(s+1)
seglient:
i) fent servir la transformada de Laplace d'una convolucié.

ii) pels teoremes de translacié.

* Calculeu la transformada de Laplace de la funcié ”ona triangular” tenint en compte
que és periddica. (Solucié: —1=t5 (s% — 2“_".53'*'” = G 6_2‘9)) )

.




14, *
i) Demostreu que si f és continua a trossos, d’ordre exponencial
i tal que existeix tl_l’I(I)l %)— aleshores £ <%t)) (s) = /s+oo F(u)du on F(s) =
L{f(£))(s)-

ii) Calculeu la transformada de Laplace de la funcié Sinus-integral:

U

£(t) = /0 L s,

) +o0 f(t) +o0
iii) Demostreu que / Tdt = / F(u)du si existeixen les integrals. Com a
0 0

+o00
t
aplicacié calculeu / S—l;—l—-dt

15, * Demostren que £ ([ ([ ftwyau) ) (9 = LD,

+00
16. * Calculeu / te= % costdt.
0

17. Sigui la funcié

i) Calculeu L£(f(t)).
ii) Calculeu L(f'(t)).
iii) Es compleix la férmula £(f'(t))(s) = sL(f(t))(s) — f(0)? Que falla?

—2t

18. Calculeu £ (%
(Solucié: /575, existeix per s > —2.)

19. * Calculeu L(tSi(t)).

) (s). Per a quins valors de s existeix aquesta transformada?

0 s—=1 i 4
e "sint ™
20. * Comproveu que / f dt = =
JA +

[Indicacié: feu servir apartat 14 i)].

21. * Si f és continua a trossos i d’ordre exponencial, demostreu que:

o[ rwar) 0= 2LDE L sryar

22. Calculeu £(2U(t — 2)). (Solucié: e [F + % + 1] .)

23. Feu servir la transformada de Laplace per resoldre els segiients problemes de Cauchy:

3



(a) v +2y=t, y(0)=-1

(b) v — 4y +4y =13, y(0)=1,y(0) =
(c) y"+2y" —y' — 2y =5sin3t, y(0)
(d) v =5y +6y =U(t-1), y(0)=

0
0,4(0)=0,y"(0) =1
0,y(0)=1
24. Resoleu I’equacié diferencial amb condicions inicials:
Y+ 4y + 18y = 6(t —7) +6(t —3m), y(0)=1, y'(0)=0
on §(t — tg) és la delta de Dirac en el punt o.

25. * Resoleu ’equacio:

y" + 2y + 2y = cos(t)d(t — 3r), y(0)=1, y'(0)=—
26. Feu servir la transformada de Laplace per resoldre les equacions integrals segiients:

¢
(a) f(t)+ 2/ f(7)cos(t — 7)dr = de™* + sint (Solucié: 4e~t — Tte™t + 4t?et. )
0

(b) t—2f(t) = /Ot(eT —e ") f(t —7)dr. (Solucié: 3t — 5t%. )

o7, * Resoleu, fent servir la transformada de Laplace, el problema de Cauchy ty” —y' =
t?, y(0) = 0.

Noteu que, en aquest cas, no cal conéixer y'(0).

28. * Considereu ’equaci6 integro-diferencial
Y (z) + / y(z —t)e 2dt =0, y(0)=1.
0

(a) Derivant en ambdds membres, deduiu l'equacié diferencial ordinaria de segon
ordre que verifica la seva solucié. Preciseu-ne igualment les condicions inicials
que la determinen.

(b) Alternativament, apliqueu directament la transformada de Laplace a I’equacié
inicial.
29. (a) Trobeu la série de Fourier de la funcié f(z) =« + m a 'interval
—m <z <. (Solucié: ag = 2, ap, =0, b, = 2(=1)"*1),

(b) Useu a) per demostrar que

303 =



(a) Trobeu la serie de Fourier de

_ 0 per —m<z<0
f(x)_{xz per 0<z<m

e, _ = — 2 n — ks _ _7 4
(SOthlO. ap = 37 On = F(_]‘) s bgn =~ b2n+1 = Snt1 + m)

(b) Useu a) per demostrar que

m EPIPRLITIE S RP ™ Lt oty
= e — =1— =+ — ~ = i
6 2 32T P we 1 2 T3 T2

(c) Useu b) per trobar una série numeérica tal que la seva suma sigui 72/8.

31. Trobeu la serie de Fourier de

0 si —7m<x<0
f(m)—{ac si 0<Lz<m

a linterval —7 < z < 7. (Solucié: ap = %, ap = %, b, = £‘—'lﬂ)
Quan val faz = —7—2—7 I quan a z = 4017? (Solucié: f(%) =0, f(4017m) = %).

32. * Trobeu, si és que existeix, una série de Fourier que convergeix cap a | sin z| per a
tot z € R. (Solucié: ag = %, Ogp = —WL_I, agnt1 =0, b, =0.)
33. Trobeu la serie de Fourier de la funcié

f(x>={ oo

cosx si |z| <%,

SIE]
IN
8
I
3

34. * Sigui f(z) continua a (—L, L) i siguin a, i b, els seus coeficients de Fourier,

M
(a) Proveu que si Sy(z) = % + ; (an cos n_grm + by, sin n—grx), aleshores

L a2 X
/_L f(x)Smu(z)de =L <30 + Z(ai + bi)) :
s M
(b) Proveu que /L S3(z)dz = L (ao + Z +62) )
-

=1

© prTE o 2 /_ i £(2)Sh(w)dz — /_ Shi(e)iz < /_ i( £(2))2dz

(d) Fent servir els apartats anteriors proveu la anomenada ”desigualtat de Bessel”:

By @<t | Gy,

n=1 -L



35.

36.

37.

38.

39.

Desenvolupeu la funcié
_fz+1 per —-1<z<0
f(x)_{x—l per 0<z<1
en série de sinus o cosinus, segons convingui. (Solucié: a, =0, b, = —%)

Desenvolupeu la funcié

en serie de cosinus en mig interval i en série de sinus en mig interval.

0 per
1 per

0<z<1/2
1/72<z<1

Desenvolupeu la funcié f(z) = 2%, 0 <z < L

(a) en serie de cosinus. (Solucié: %2 + E(—l)nsz:a cos (Z£2)).

(b) en strie de sinus. (Solucié: (ﬁi((—l)” -1)—-(-1)

n23

L

(¢) en série de Fourier. (Solucié: %2 +3 nL—:2 cos (2812) —

*

(a) Trobeu la forma general de la série de Fourier en cosinus i de la série de Fourier
en sinus a [0, C] per a funcions que compleixen la relacié f(C — ) = f(z).

L

(b) Mateixa pregunta per f(C —z) = —f(z).

Desenvolupeu la funcié coszz en serie de Fourier en l'interval [—m, 7], on z és un

parametre real. (Solucié: a, =

Proveu les igualtats

i deduiu que

sinmz

cotg mz

nmw

nm

;{'ﬁ%z_—;’g}—(—l)n_kl sin 22, bn = 0)

"E) sin ( 5



Taula de L-transformades

Definicid

f@®), t>0 F(s) = [ et f(t)dt
Propietats

f(t) + fo(t) Fi(s) + Fy(s)

M (1) AF (s)

flat), a>0 (1/a)F(s/a)

e f(t) F(s+ a)
f(t-a)U(t—a), a>0 e~ F(s)

DN f(t) sVF(s) = "1 f(0) — sV 2f'(0) — ... — DV1£(0)
tNf(t) (—1)VDNF(s)

Jy f(r)dr F(s)/s

f()/t [, F(o)do

f1(8) * Fot) = Jy fi(1)fa(t = 7)dr | Fi(s)Fa(s)

fE+T) = f@t)

F(s)=1/(1—e7) [ e f(t)dt

limg+ f(¢) = limyoo $F(8); limyoo f(2) = limg+ sF(s)

Exemples

8(t) 1

o(t —a) e %

1 1/s

et 1/(s—a)

N N1/sN+1

t D(a+1)/s>
sin bt b/(s? + b?)
cos bt s/(s* + b?)
sinh bt b/(s? — b?)
cosh bt s/(s* — b?)
(sin bt — bt cos bt) /(2b%) 1/(s? + b%)?
(bt cosh bt — sinh bt)/(2b%) 1/(s? — b%)?
(sinbt)/t arctan(b/s)
Int (I'(1) —Ins)/s
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