3 Transformada de Laplace i series de Fourier

1. Calculeu la transformada de Laplace de les funcions segiients:

2t+1 si O0<t<l1 ., _ _
(a) (t):{ +0 : t§1< (Solucié: 2 (—e~*(s+ 1)+ 1)+ L (1 —€))
tsint (Solucié: ¢’y

= (2t — 1)3(Solucié: ¥ — % + § - 1)

)

)

) = cos?t (Solucié: __iffzi)-)
)

)

= sin¢sin 2¢ (Solucié: 3 (2% — 7%5) )

= e'sinh ¢ (Solucié: ﬁﬁ)

i) Demostreu que existeix la transformada de Laplace L({f(t))(s),

s > 0, de la funcié f(t) =t* <= a > —1.

(e + 1)

ii) Demostreu que si a > —1 aleshores L(t*)(s) = e
5%

+00
on I'(z) = / t*le~tdt, x > 0, és la funcié T d’Euler.
0

1
iii) Queé podem dir de la funcié f(t) = t_2?
iv) Mateixa pregunta per a la funcié f(t) = t~1/2,
3. Calculeu una antitransformada de Laplace de les funcions segiients:

(s 2)?

(a) g(s) = = (Solucié: 1+ 4t + 2t%.)
1 ¢
(b) g(s) = 3 (Solucié: %e%.)
s+1 2 1 5 At _ 4 -5t
(c) g(s) = (& 45)(s 75) (Solucié: —g5 + e — e )
| ., . .
(d) g(s) = i (Solucié: ﬁi sinh v/3t — ﬁﬁ sin v/3t.)

4. Calculeu la transformada de Laplace de la funcié

e si t>0, t#5
f(t)_{ 1 s t=5

Que podem dir de la unicitat de 'antitransformada de Laplace d’una funci6?
‘ 1
5. * Demostreu que / sinu cos(t — u)du = §t sint.
0

1



10.

11.

12.

13.

. * Tenint en compte la definicié de I’exponencial complexa: e

[Indicacié: feu servir el teorema de convolucid].

® = cos® + isind,
calculeu L£(e*) per a a € R i comproveu que s’obté el mateix que si s’apliqués,
formalment, la transformada de Laplace a una exponencial real.

Calculeu la transformada de Laplace de les funcions segiients:

(a) f(t) = e*U(t — 2) (Solucié: &)

st

(b) f(t) = e* cos® 3t (Solucié: 1 (—1—1 = (_'i]—lm) )

. 0 g 2
(c) f(t) = te 3 cos3t (Solucié: ((H“_’E},_J:ﬂ)g )

t
(d) f(t)= t/o e~ "dr (Solucié: s(Tirﬁ (% + ;%))

() f(t) = e® xsint (Solucié: (”—_él—ém)

. Calculeu una antitransformada de Laplace de les funcions seglients:

2845

(a) g(s) = 65134 (Solucié: e3 (2cos(5t) — 2 sin(5¢)).)

8—23

(b) g(s) = 261 (Solucié: (1 —t+ e=2)U(t —2).)

. Escriviu la funcié

0 si 0§t<3?7r
sint si t2—2—

en termes de ”funcions esgraé unitaries” (aixo és, funcions del tipus U(t — a)) i

_ 379

calculeu la seva transformada de Laplace. (Solucié: —2&;—=.)

421

Feu el mateix que al problema anterior amb la funcié f(t) = E[t] (part entera).
(Solucié: r7—5.)

2
Calculeu una antitransformada de Laplace de la funcié g(s) = In (ﬂ) fent

244
servir que L(t"f(t))(s) = (—l)”%ﬁ(f(t))(s). (Solucié: —2(cos(t) — cos(2t)).)
* Calculeu una antitransformada de Laplace de la funcié g(s) = s de la forma

(s+1)
seglient:
i) fent servir la transformada de Laplace d'una convolucié.

ii) pels teoremes de translacié.

* Calculeu la transformada de Laplace de la funcié ”ona triangular” tenint en compte
que és periddica. (Solucié: —1=t5 (s% — 2“_".53'*'” = G 6_2‘9)) )

.




14, *
i) Demostreu que si f és continua a trossos, d’ordre exponencial
i tal que existeix tl_l’I(I)l %)— aleshores £ <%t)) (s) = /s+oo F(u)du on F(s) =
L{f(£))(s)-

ii) Calculeu la transformada de Laplace de la funcié Sinus-integral:

U

£(t) = /0 L s,

) +o0 f(t) +o0
iii) Demostreu que / Tdt = / F(u)du si existeixen les integrals. Com a
0 0

+o00
t
aplicacié calculeu / S—l;—l—-dt

15, * Demostren que £ ([ ([ ftwyau) ) (9 = LD,

+00
16. * Calculeu / te= % costdt.
0

17. Sigui la funcié

i) Calculeu L£(f(t)).
ii) Calculeu L(f'(t)).
iii) Es compleix la férmula £(f'(t))(s) = sL(f(t))(s) — f(0)? Que falla?

—2t

18. Calculeu £ (%
(Solucié: /575, existeix per s > —2.)

19. * Calculeu L(tSi(t)).

) (s). Per a quins valors de s existeix aquesta transformada?

0 s—=1 i 4
e "sint ™
20. * Comproveu que / f dt = =
JA +

[Indicacié: feu servir apartat 14 i)].

21. * Si f és continua a trossos i d’ordre exponencial, demostreu que:

o[ rwar) 0= 2LDE L sryar

22. Calculeu £(2U(t — 2)). (Solucié: e [F + % + 1] .)

23. Feu servir la transformada de Laplace per resoldre els segiients problemes de Cauchy:

3



(a) v +2y=t, y(0)=-1

(b) v — 4y +4y =13, y(0)=1,y(0) =
(c) y"+2y" —y' — 2y =5sin3t, y(0)
(d) v =5y +6y =U(t-1), y(0)=

0
0,4(0)=0,y"(0) =1
0,y(0)=1
24. Resoleu I’equacié diferencial amb condicions inicials:
Y+ 4y + 18y = 6(t —7) +6(t —3m), y(0)=1, y'(0)=0
on §(t — tg) és la delta de Dirac en el punt o.

25. * Resoleu ’equacio:

y" + 2y + 2y = cos(t)d(t — 3r), y(0)=1, y'(0)=—
26. Feu servir la transformada de Laplace per resoldre les equacions integrals segiients:

¢
(a) f(t)+ 2/ f(7)cos(t — 7)dr = de™* + sint (Solucié: 4e~t — Tte™t + 4t?et. )
0

(b) t—2f(t) = /Ot(eT —e ") f(t —7)dr. (Solucié: 3t — 5t%. )

o7, * Resoleu, fent servir la transformada de Laplace, el problema de Cauchy ty” —y' =
t?, y(0) = 0.

Noteu que, en aquest cas, no cal conéixer y'(0).

28. * Considereu ’equaci6 integro-diferencial
Y (z) + / y(z —t)e 2dt =0, y(0)=1.
0

(a) Derivant en ambdds membres, deduiu l'equacié diferencial ordinaria de segon
ordre que verifica la seva solucié. Preciseu-ne igualment les condicions inicials
que la determinen.

(b) Alternativament, apliqueu directament la transformada de Laplace a I’equacié
inicial.
29. (a) Trobeu la série de Fourier de la funcié f(z) =« + m a 'interval
—m <z <. (Solucié: ag = 2, ap, =0, b, = 2(=1)"*1),

(b) Useu a) per demostrar que

303 =



(a) Trobeu la serie de Fourier de

_ 0 per —m<z<0
f(x)_{xz per 0<z<m

e, _ = — 2 n — ks _ _7 4
(SOthlO. ap = 37 On = F(_]‘) s bgn =~ b2n+1 = Snt1 + m)

(b) Useu a) per demostrar que

m EPIPRLITIE S RP ™ Lt oty
= e — =1— =+ — ~ = i
6 2 32T P we 1 2 T3 T2

(c) Useu b) per trobar una série numeérica tal que la seva suma sigui 72/8.

31. Trobeu la serie de Fourier de

0 si —7m<x<0
f(m)—{ac si 0<Lz<m

a linterval —7 < z < 7. (Solucié: ap = %, ap = %, b, = £‘—'lﬂ)
Quan val faz = —7—2—7 I quan a z = 4017? (Solucié: f(%) =0, f(4017m) = %).

32. * Trobeu, si és que existeix, una série de Fourier que convergeix cap a | sin z| per a
tot z € R. (Solucié: ag = %, Ogp = —WL_I, agnt1 =0, b, =0.)
33. Trobeu la serie de Fourier de la funcié

f(x>={ oo

cosx si |z| <%,

SIE]
IN
8
I
3

34. * Sigui f(z) continua a (—L, L) i siguin a, i b, els seus coeficients de Fourier,

M
(a) Proveu que si Sy(z) = % + ; (an cos n_grm + by, sin n—grx), aleshores

L a2 X
/_L f(x)Smu(z)de =L <30 + Z(ai + bi)) :
s M
(b) Proveu que /L S3(z)dz = L (ao + Z +62) )
-

=1

© prTE o 2 /_ i £(2)Sh(w)dz — /_ Shi(e)iz < /_ i( £(2))2dz

(d) Fent servir els apartats anteriors proveu la anomenada ”desigualtat de Bessel”:

By @<t | Gy,

n=1 -L



35.

36.

37.

38.

39.

Desenvolupeu la funcié
_fz+1 per —-1<z<0
f(x)_{x—l per 0<z<1
en série de sinus o cosinus, segons convingui. (Solucié: a, =0, b, = —%)

Desenvolupeu la funcié

en serie de cosinus en mig interval i en série de sinus en mig interval.

0 per
1 per

0<z<1/2
1/72<z<1

Desenvolupeu la funcié f(z) = 2%, 0 <z < L

(a) en serie de cosinus. (Solucié: %2 + E(—l)nsz:a cos (Z£2)).

(b) en strie de sinus. (Solucié: (ﬁi((—l)” -1)—-(-1)

n23

L

(¢) en série de Fourier. (Solucié: %2 +3 nL—:2 cos (2812) —

*

(a) Trobeu la forma general de la série de Fourier en cosinus i de la série de Fourier
en sinus a [0, C] per a funcions que compleixen la relacié f(C — ) = f(z).

L

(b) Mateixa pregunta per f(C —z) = —f(z).

Desenvolupeu la funcié coszz en serie de Fourier en l'interval [—m, 7], on z és un

parametre real. (Solucié: a, =

Proveu les igualtats

i deduiu que

sinmz

cotg mz

nmw

nm

;{'ﬁ%z_—;’g}—(—l)n_kl sin 22, bn = 0)

"E) sin ( 5



Taula de L-transformades

Definicid

f@®), t>0 F(s) = [ et f(t)dt
Propietats

f(t) + fo(t) Fi(s) + Fy(s)

M (1) AF (s)

flat), a>0 (1/a)F(s/a)

e f(t) F(s+ a)
f(t-a)U(t—a), a>0 e~ F(s)

DN f(t) sVF(s) = "1 f(0) — sV 2f'(0) — ... — DV1£(0)
tNf(t) (—1)VDNF(s)

Jy f(r)dr F(s)/s

f()/t [, F(o)do

f1(8) * Fot) = Jy fi(1)fa(t = 7)dr | Fi(s)Fa(s)

fE+T) = f@t)

F(s)=1/(1—e7) [ e f(t)dt

limg+ f(¢) = limyoo $F(8); limyoo f(2) = limg+ sF(s)

Exemples

8(t) 1

o(t —a) e %

1 1/s

et 1/(s—a)

N N1/sN+1

t D(a+1)/s>
sin bt b/(s? + b?)
cos bt s/(s* + b?)
sinh bt b/(s? — b?)
cosh bt s/(s* — b?)
(sin bt — bt cos bt) /(2b%) 1/(s? + b%)?
(bt cosh bt — sinh bt)/(2b%) 1/(s? — b%)?
(sinbt)/t arctan(b/s)
Int (I'(1) —Ins)/s
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29. (a) Trobeu la serie de Fourier de la funcié f(x) =z + 7 a Uinterval —7 < z < 7.

(b) Useu (a) per demostrar que
Tl 11
47 3 5 7 7

< Solucié. (a) Calculem primer els coeficients del desenvolupament.

1 ™ 1 s s
ap = / (x+7r)dx:f</ l’d.’E+7T/ dx)zZﬂ',
7T -7

; - -7
1 /r 1 /m
an = —/ xcosnxdr + —/ mcosnzdr =0,
TJ_n TJ_n
1 (7 2 (Tx 2 T i 2 (7 2
by, = —/ xsinnxdr = —/ —d(—cosnz) = — {——cosnx} + —/ cosnrdr = ——(—1)",
) x mJo n Tl n o nm.Jo n
per n =1,2,3,... on s’ha tingut en compte que = i x cosnx sén funcions senars i per tant,
s s
/ xda::/ xcosnxdx = 0.
—T —T
El desenvolupament de Fourier de la funcié f(z) resulta doncs:
n+1
Fliflz) =m+2 Z sinnz,

i pel que fa a la convergencia, aplicant el teorema de Dirichlet tenim d’una banda:
Flfl(x) =x+m, (1)

per tot —m < x < m, mentre que de 'altra:

FIAlm) = FUfi(-m) = 5 (F(~x*) + f(7)) = 20+ 2m) =

(b) © = —m/2 és un punt de continuitat de la funcié f(x) = = + 7 a linterval —7 < =z < 7.
eshores, segons es -7 = —7/2+ 7 =m/2. Per tant, substituint a :
Alesh g (1) és F[f](—7/2) /2 /2. Per t bstituint a (1)
(—1)n © (-1 (2p— D)
Flfl(—=) = 2 = 2 i
[f]( =7+ nE:l " 2 T+ pE:l o1 sin 5
-1
— ) n
=7+ Z 2p 1
on a la segona igualtat hem fet servir que sin =° = 0, si n és parell i quan n és senar, posem: n = 2p—1
per p=1,2,3,... d’on, clarament, sin M = (=1)P*L. A partir d’aix0, es dedueix d’immediat:
_z: )10+'1 SRS SN S N
4 £ S 3 5 7T
p=1

que és el que es volia provar. >

30. (a) Trobeu la serie de Fourier de

(b) Useu (a) per demostrar que

2 4L 1 L1 1 1 L ) 2 . 1 N 1 1 N
— = . 1 — = — — — — —=
6 2Tt T 22 T 32T 2

7T2

(c) Useu (b) per trobar una série numerica tal que la seva suma sigui 3
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<4 Solucié. (a) Com al problema anterior comencem calculant els coeficients de Fourier

1 0 1 T 2
aoz—/ O-dm—l—f/ xzd:v:l;
TJ_x 7 Jo 3

1 0 ]- i 2 parts 1 $2 . " g .
an:—/ 0-cosnxd:c+—/ r“cosnrdr = — |—sinnxr| —— rsinnx dx
_ T Jo TN o nmJo
—_—
=0
arts 2 & ™ 2
= {—x COSTLl‘} — —— [ cosnzdr=—(-1)",
n2 o n2mJy n2
=0
1 /0 1 /7
bn:—/ 0sin nx d:):—l—f/ 2% sinnzx dz
) r T Jo
arts 1 2 " & 2 ™ .
PR {—xcosnx} +— [ zcosnxdr = (—1)7”rlz + T/ z d (sinnx)
T n o nmJo n  n2mTJo
parts T n+1 {21' . :|7T 2 n . i Y n+1 2 T
me D = = dz = —(—1 =
n( )4 - sinne T sinnx dz n( ) +n27r [cos nx]()
=0
i 5 (i e., si 1n)
o 9 -, n= i. e., si n parell),
T DM (1) - 1) 4

T .
————, n#2 (i e, sinsenar),
n o nom
pern=1,23, ...

REMARCA 3.1 (notacié). A la literatura, sovint apareix: p = m per denotar “p és multiple de m”.
Llavors per establir que n € N és parell (és multiple de 2) o senar (no és miltiple de 2) posarem n = 2

6 n # 2 respectivament.

Un cop calculat els coeficients, la serie de Fourier es pot escriure de la manera segiient,

2 > 9 n s 4 .
Flfl(z) = 3 + ngl ﬁ(_l) cosnT — nzl 2—s1n2nx + Z (2n 1 @ 1)37r> sin(2n + 1)z
i pel teorema de Dirichlet es té:
Flfl@) = f(z), —7<z<m (2)
2
FIAlm) = FUfI-m) = 5 (F(-m) + f(4m7)) = S0+ 7)) = T 3)

(b) x =0 és un punt de continuitat de la funcié. Llavors, d’acord amb (2) és F[f](0) = 0. Sabent
aixo, substituim x = 0 a la serie de Fourier trobada a l’apartat (a), amb la qual cosa:

1)ntt 1 1 1
E_Z 1——+§ @+... (4)

De la mateixa manera, per x = 7, substituim com abans a la serie i ara tenim en compte (3). Amb
aixo s’obté:

F1f1(0)

2 <01 2 72 <01 1 1 1
n— n=
(c) Sumant (4) i (5):
2 2 2 o n+1 00 [e9) n+1 0o
s ™ (—1) 1 (-t +1 1
= E— ~ 7 = -~ =9 [
4 12 + 6 nZ::l n? +nz::1 n? nz::l n? nz::l (2n —1)2
d’on finalment:
2 s
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o b 0 T n
Figura 1. Representacié grafica de la funcié f(z) = |sinz| (problema 32).
31. (a) Trobeu la serie de Fourier de
0, si —m<z<0
flz) = :
z, si0<z<m
a linterval —7m < z < 7.
(b) On convergeix la seérie trobada en (a) quan x = ?ﬂ? I quan = = 40177
<4 Solucib. (a) Calculem els coeficients de la serie,
1 /0 1 /7
agz—/ 0dx+—/ xdxzz;
C I 7 Jo 2
1 1 s 1 ™ 1 ™ ™
ap = */ 0-cosnx dz + —/ zcosnr dor = — {E Sinnx} - sinnx dox = {coznx}
™ J—7 ™ Jo T Ln o NnmJo n<m 1o
=0
1 0, n=2
= —((-1)"—1) = .
(R
n2m
I I 1 L —1)ntl
b, = —/ 0-sinnx dxz + —/ rsinnr dr = — {—gcosnm} + —/ cosnrdr = L
T™J_r ™ Jo m n 0o 7TJo
—_——
=0
Amb aquests coeficients es té la serie de Fourier:
2 & 1 > (=1t
Flf](z) = % - Z 1) cos(2n — 1)z + Z ( sin nz, (6)
n=1 n=1
mentre que pel teorema de Dirichlet,
1 _ 1 us
FIflEm) = 5 (f-n) + fa)) = 504 m) = 5. (1)

Flfl(@) = f(z), —7m<a<m
(c) La seérie de Fourier, F[f](x) donada per (6) és 2m-periodica i tenint en compte (7):

FIf)(4017) = FI1)(200 x (27) +7) = Ff)(m) = 3.

()= (o 5) -0 () 5 () w0

ja que 7 és un punt de I'extrem de I'interval pero en canvi —§ € (—m,m) i la funcié és continua a

l'interval. >
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32. Trobeu, si es que existeix, una serie de Fourier que convergeix cap a |sinz| per a tot x € R.

<4 Solucié. La funcié f(z) = |sinz| és parella (figura 1) i per tant els coeficients dels termes en sinus
de la serie son tots zero, i. e.: b, =0,n=1,2,3,...
Aleshores tindrem una serie en cosinus amb:

2 ™ . 4 2 s ) 1 - ‘
ao:—/ sinnxdr = —, a1:—/ s1nxcosxdq;:f/ sin 2z dz = 0;
iper N>n>1:
2 [T
an = 7/ sin x cos nx dx
™ Jo
[ 1 1 ERIYRE.
= —/ (sin(n + 1)z —sin(n — 1)z)de = —— cos(n + ):C_cos(n )z
™Jo e n+1 n—1 ;
1 1 1 , » Q
_ s
- *[ C(1+ (=17 - 1(1+(—1)n)}:ﬁ(1+(_1)n): T ‘
m ln+ n— (n? —1)w 0 d

REMARCA 3.2. A la segona igualtat hem aplicat la identitat trigonometrica:
. 1. :
cosasinb = §[sm(a +b) — sin(a — b)]

La corresponent serie de Fourier ve donada doncs per:

i com que f(x) = |sinz| € CT[—, ] (de fet f € CO(R))i f € CT[—mn, ], pel teorema de convergencia
(Dirichlet): F[f](z) = |sinz| per —7 < z < 7 i F[f](7) = F[f](-7) = & (f(—=n") + f(+77)) =
$(0+0) = 0 als extrems (notem que f(z) = |sinz| és continua en R i |sin(£7)| = 0). D’altra banda
f(z) = |sinz| és m-periddica (en particular també 2m-periodica). Llavors es té:

F[fl(x) = |sinz| = = — = Z EZEQiuj

per tot z € R. >

33. Trobeu la serie de Fourier de la funcid

< Solucié. Com al problema anterior, la funcié f(x) (veure figura 2) és parella, per tant els coeficients
dels termes en sinus seran tots zero, i. e.: b, =0 per n = 1,2,3,... Aixi, només ens caldra calcular el
terme independent, ag, i els coeficients dels termes en cosinus a,, n = 1,2, 3, ... Tanmateix recordem
que, debut a la simetria parella, tan sols s’ha d’integrar sobre la meitat de l'interval (multiplicant
després per 2, es clar!). Aixi, d’acord amb les férmules deduides a la teoria:
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F T T T

-2T - =T2 0 7 T

T X
2n

Figura 2. Representaci6 grafica de I'extensié 2m-periodica de la funcié f(z) definida a I'interval

[—m, ] segons: f(x) = cosx, per x| < T i f(x) =0, per g < |z| < 7 (problema 33).

2/7r/2 2 w2
ag = — cosrdr=—X—=—,
7 Jo ™ 4 9w
2 (™2, 2 (™2 1+ cos2z 2 [z sin2z]™? 1
alz—/ cosxdx:—/ ——dz=— |-+ =5
7 Jo 7 Jo 2 L2 4 1y 2
9 (/2 (*) w/2
ap = —/ coszcosnx dr = —/ (cos(n + 1)x + cos(n — 1)x) dx
m™Jo ™ Jo
. (n 7r) . (n 71') (8)
1 [sin(n+ Dz sin(n—Dz]™? 1|3 \57T35) S57"5
= — = — _.I_
T n+l n—1 0 T n+1 n—1
1 [ cos % cos % 0, n#2,
| n+1 n—1 &, n=2. per =295
i w(n? —1)
Finalment,
1 1 o )n—i—l
F =—+; 2
[f](z) - + 2008:{: Z cos 2nx

és la serie de Fourier buscada. >

REMARCA 3.3. En calcular els coeficients a (8) s’ha tingut en compte, a més de la simetria parella
ja comentada de la funcid, el fet que aquesta és idénticament zero a [r/2, 7], és per aix0d que només

s’integra a 'interval [0, 7/2].

34. Sigui f(x) continua a (—L L) i siguin a,, i by, els seus coeficients de Fourier.

(a) Proveu que si Sy/(z + Z (an cos oL by, sin m;x) aleshores

L 2 M
/_Lf(x)SM(x) da:zL( Z a2 +b2) )

L 2 M
(b) Proveu que / S2(z)dz =L (‘120 + Z(ai + bi))
—L n=1

(*)Hem utilitzat la identitat trigonometrica: cosacosb = % (cos(a + b) + cos(a — b)), prenent a = nz i b = x.
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L L L
(¢) Proveu que 2/Lf(x)SM(x) dm—/L 52 (z) dz < /L(f(av))2 dz.

(d) Fent servir els apartats anteriors proveu la anomenada “desigualtat de Bessel”:
+za+w /

< Solucié. Considerem el producte:

L
~ [ f@)g@) de amb  f.g€ CT[-L,LL (9)
L
Aquest és un producte escalar (amb les propietats habituals: simetria, bilinealitat,...)l. Agafem:
1
Yo(2z) = 3, Yan—1(z) = sin n%m Pan () = cos %
(10)
co = ag = (o, f) Con_1 = by = (Yon—1, f) o — @) — (Yan, f)
(o 1po)” " " (Wane1, Yanm1) " (Yo, Yn)
per n=1,2,3,...,M. A més, sabem de la teoria que {%;}i=0,12,.. 2n formen una familia de 2M + 1
funcions ortogonals respecte del producte (9). En particular:
0, si n#m,
L, si m > 1.

REMARCA 3.4. Sigui S(z) la serie de Fourier de f, i. e., S(x) = limp/— 00 Spr(z). Llavors, amb la
notacié (10) pels coeficients i per les funcions, el polinomi trigonometric, Sys(x), i la série, S(x), es
poden escriure de manera més “compacta” com:

M o
= > eatha(z),  S(@) = cathn(®)
n=0 n=0

Aixo i Vortogonalitat de la familia de funcions (segons (11)), permet —com es veura d’immediat—,
simplificar enormement els calculs.

Aleshores:

2M
(a) (f,Swm) = /f )Sas(x QQ)WQ—Z%MW—Zﬁmw»
n=0 n=0
:L<;+;%@%+ﬁ0.

I oM oM
(b) <SM7SM> :/ (SM($))2 dz = <SM,SM> = <Z Cntn, Z mem> =

;]\L4 - n=0 m=0
= Z Cncm<¢na wm> = Z <¢n7 wn = ( Z (a% + bi)) :
m,n=0 n=0 n=1

(¢) 0<(f = Sm, f—Sm)=(fs /) = 2(f, Snm) + (Sm, Sar) = 2(f, Sm) — (Swr, Smr) < (f, ), que és la

desigualtat que es volia demostrar.

1En canvi perd, no és definit positiu: si f € CT[-T,T], (f,f) =0 % f = 0. De fet es diu que és “gairebé” definit
positiu: si (f, f) =0 amb f € CT[-T,T], podem assegurar que f val zero en tots els punts de l'interval [—7,T] llevat,
com a maxim, en un nombre finit.
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L © . 2 M
(d) / (f(@))*dz = (f, f) = 2(f. Sum) — (Smr, Su) "2 L (‘;0 + > (an+ bi)); dividint per L(> 0)
- n=1
i prenent limit quan M — oo a totes dues bandes, s’obté:

W@ =2 2 1t 2
(@) <p [ (@) dr

(desigualtat de Bessel). >

35. Desenvolupeu la funcié

z+1, per —1<z<0
flx) =
r—1, per 0<z<1

en serie de sinus o cosinus segons convingui.

< Solucié. Com que f és una funcié senar (vegeu figura 3), li correspondra un desenvolupament en
o0

serie de sinus del tipus F|[f](x) = Z by, sinnmz, amb els coeficients

n=1

1 /1 1 1
by, = I/ f(z)sinnredr = 2/ f(z)sinnrxde = 2/ (x — 1) sinnrz dz
-1 0 0

2 1 (parts)
= o o (x —1)d(cosnmx) = —2 {(w -1)

cosnrz]t 2 1 2
+ — cosnmx dr = ——,
nt lg nmJoy nm

ja que, obviament:

cosnmr ]! 1 1
= —, cosnmx dx = 0.
0

0 nm

(@1

nmw
Per tant:

Flfl(z) = _% Z sinmrx.
=1

n

Quant a la convergéncia a 'interval [—1, 1] tenim, pel teorema de Dicrichlet:

Flfl(z) =2+ 1, per —1<x <0,
Flfl(z) =2 -1, per 0O0<z<l,
FIFI0) = 5 (FO9) + 707) = 5(~1+1) =0, per =0,
FUIW) = FIID = § (A1) + (1) = 2040 =0, per z=%L»

36. Desenvolupeu la funcié

0 per O0<zxz<1/2
fa) =1 /
per 1/2<z<1

en serie de cosinus en mig interval i en serie de sinus en mig interval.

< Solucié. Primer trobarem la serie de cosinus. Llavors considerarem l'extensi6 parella, f,(x), de la
funcié:

f(x), 0<z<l,

f(—z), —1l<z<0.

fo(@) = {
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—1 -

Figura 3. Extensié 2-periodica de la funcié f(z) =x+ 1, per -1 <z <01 f(z) =x — 1, per
0 <z < 1, donada al problema 35.

i sabent (per la simetria parella) que els coeficients dels termes en sinus de f,(x) son zero (i. e., b, =0
per tot n € N), calcularem els coeficients del terme independent i dels termes en cosinus:

1 1 1 1/2 1
w = 1 [ hwdr=2[ f@dr=2["0-ar+2 [ 1-de=1;
-1 0 0

1/2
1 /1 1 1/2 1
an, = I/ fp(:v)cosnﬂa:dx:2/ f(ac)cosnmcda::2/ 0-cosnrrdr + 2 1-cosnmxdz
-1 0 0 1/2
sinnrz]! 2 nm i(—l)%rl n#?2
= 2 { } =——sin— =< nr ’ ’
nm 1/2 nmw 2 0, n— Q’
per n=1,2,3,... La serie en cosinus de la funcié és doncs:

FlR@ =2+ Y 2 osan 1)
T) == —————cos(2n — 1)mzx.
P 2 4~ (2n— )7
n=1
A continuacio, per trobar la seérie en sinus s’ha de construir 'extensié senar de la funcié que, de
manera generica, ve donada per

| f=), 0<z<1,
fs(@) = {—f(—:v), <<

En aquest cas sabem —debut a la obvia simetria imparella de fs(z)—, que sén zero els coeficients del
terme independent i dels termes en cosinus. Aixi nomes s’han de calcular els coeficients dels termes
en sinus. Explicitament:

1 /1 1 1/2 1
b, = I/ fs(x)sinnrrde = 2/ f(z)sinnredr = 2/ 0-sinnrrdr + 2 1-sinnrzdx
-1 0 0 1/2
2 .
cosnmx]l 2 n nmw nw’ n#2
B
nm 1/2 nm 2 2

pern=1,23, ...
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e | —— 1" | —— _

-2 -3/2 -1 -1/2 1/2 1 3/2 2

Figura 4. Extensi6 parella de la funcié f(z) =0, per 0 < z < 1/21 f(z) =1, per 1/2 <z < 1,
donada al problema 36

Aleshores la serie de Fourier en sinus es podra escriure de la manera segiient:

2. sin(2n — D)z 2 SKosin2(2n — )7
]:[fs](x)_;nz::l 2n —1 _777; 2n —1 '

A la figura 4 es representem ’extensié parella de la funcié de 'eneunciat. Deixem al lector la repre-
sentacié grafica de I'extensio senar. >

37. Desenvolupeu la funcié f(z) =22, 0 <z </

(a) En serie de cosinus.
(b) En serie de sinus.
(c) En serie de Fourier.

< Solucié. (a) Considerem ’extensié parella de la funcié donada:

B f(x):a:2, 0<z </,
fola) = {( e Il (12)

i trobem els coeficients del desenvolupament en serie de Fourier de fy(z) a U'interval (—¢,¢). Com que
—evidentment—, f,(z) és una funcié parella, tindrem b, = 0 per tot n =1,2,3,... (i. e., els coficients
dels termes en sinus seran tots zero). Fem doncs els calculs pels coeficients del terme independent i
dels termes en cosinus:

1 2t 2 [z 2,
ag = g/_gfp(x)dx—g/o f(z) de = e/x dx_é{?)} gﬁ,

1t 2 [t 2 ! 2 ¢
an = 7 pr(m)cosmgxdxze/o x2603$dx—a A a:2d<sinnl$> = {xQSinnzx}o
—_———
=0
40 [t nTx 44 nrx)t 40 [t nwx 402
o f) 70" ) = e 7] - o e T e = ey

pern=1,23, ...
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Figura 5. A partir de f(z) = 22, definida a I'interval 0 < x < /, es representen les seves
extensions parella, senar i [-periodica

En resum, tenim que la série de Fourier en cosinus (és a dir, la corresponent a l’extensié parella)
de la funcié ve donada per

24 S (-1 nmx
.F[fp](l’) = § + ? - n2 COS 75 s
n=1
amb F[fp](z) =2° a 0 < x < £. Observacid: de fet també a —¢ < x < £ atés que —en aquest cas—
la funcié f(z) = 2% coincideix amb la seva extensié parella a P'interval
mateixos valors als extrems

¢ < x < /iamés pren els
(b) Ara considerarem ’extensi6 senar

f(z) =22, O<z <,
fS (.I') = 2 (13)
—f(=z)=—2*, —L<z<0.
Com que obviament fs(z) és una funcié senar, els coeficients del terme independent i dels termes en
cosinus sén tots nuls, i. e.: ag =01 a, =0 per tot n =1,2,3,... Els coeficients dels termes en sinus
es calculen per la féormula:

2 [t 2 *
bn g/ fs(x Sln@daczz ) f(x)sin@ g/ T sin@dx——% ; xQd(cosmem>
¢ ¢ 2 l
S P S GV S VN I .4
nm {m STy 0 nr . nw 0 AT nﬂ'( ) Ll 0
44 ¢ [t nwx 202 402
o= d( ———):————1” 1)1
+ n2m? % mr/o o8y mr( )"+ n3w3 ((=1) )

on a la segona integracié per parts de dalt tenim que

40 { . nmr:rZ 407 0
—— |xsin——| = ——=sinnw =
n2m?2 ¢ 1y n2m? ’

per tot n =1,2,3,...; i els coeficients b,, resulten

202 )
T T ’I’L:2,
nmw
b, =
202 802 :
nr n3w3’ n# 2

36
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Aleshores, la serie de Fourier en sinus de la funcié és:

8 . (2n—1Drmx 9
- sin =
2n—1  (2n—1)372 1 ’

n=1 n=1

per 0 <z < /.
(c) Busquem el desenvolupament en série de Fourier de la funcié en 0 < x < ¢, per tant una serie
del tipus:

2nmx
i 14
FIfI( —i—Z(ancos —I—bn sin — ), (14)

on els coeficients vénen donats ara per:

9 t 2
ay = f/o 2 d = ao(fp) = 562;
2 rt 2nmx &
a, = 6/0 22 cos 7 dz = agn(fp) = n2n2’
2 [* 2 r
b, = 2/ 2% sin n;r:v da = ban(fs) =T n=123,...
A ™

Substituint aquests coeficients en (14):

F[f](x):§+7rn_1 o 7 sin

O<z <.

2 P ( 1 2nrx 1 2n7ra:) 9
cos =z,

A la figura 5 es representen I'extensié parella, senar i f-periddica a partir de la funcié f(z) = 22

definida a l'interval 0 < z < 4. >
38. (a) Trobeu la forma general de la serie de Fourier en cosinus i de la série de Fourier en sinus a [0, C]
per funcions que compleixen la relacié f(C —z) = f(x).

(b) Mateixa pregunta per f(C —x) = —f(x).

< Solucié. (a.1) Serie de Fourier en cosinus:
Flfpl(z) = C;()—i-;ancos??, (15)

essent f, I'extensié parella de la funcio, i. e.:

o f(l‘), 0<z<C,
Tol@) = {f(x), —-C<z<0.

Aleshores, calculant explicitament els coeficients:

c.vey=0C—x,
_ 2/Cf( /C/2f d +2 f 1d d’'on: dz = —dy;
= o)y /=5 TG o T =022y =C)2;
m—C:>y—O
2 (02 2 [0 fe-p=tw 4
- = dz — = C—y)dy Y yf/
o r@de-3 @) -



c/2
n = & f(x)cos@dxzz/ f(z )COSid$+ F(z) cos 2L dg
0

c.viy=0C—uz,
d'on: de =—-dy; 1 =C/2=y=C/2; 2 =C =y =0;

cos %r(C y) = cos (mr - —) = (—=1)"cos —~.

2 [C/2 nwx 2 C/2 nm
= C/o f(zx) COSde C(—l)" ; f(C—vy) cos—ydy

fe-n=f@ 2 (14 (=)™ Fx)cos Tl e =14 4 [0/ o
C 0 C 6 f(l’) COS 7 dl‘,

pern=1,2,3,... Resumint:

38

4 c/2 C/2 2
ag = 5/ f(.%')dl’7 bn:a2n—1 :07 7/ COS o d.’lf, n:172737"'
0

Finalment, substituint al desenvolupament (15):

2nmx

Flfpllz) = a20+2a2ncos o

c/2 c/2
- C’/ dy—i—cz ( ; f(y) cos 27gy dy) cos QTZW.

(a.2) Ara, desenvoluparem ’extensié senar de la funcié, i. e.:

fs(x):{f($)’ 0<z<C,

—f(-z), —C<z<O.

Sabem que la serie de Fourier sera de la forma:

= nrT
x) = Z by, sin ——.
— C
(serie en sinus). Calculem a continuacié els coeficients b,, per n = 1,2, 3, .

nmwT nmwT 2

b d i d in 0 q
n = C’/ f(z sm— :L'—C/ f(z Sln— :B+C C/zf(:v)smT x

c.veiy=0C—uz,
don: de=—-dy; c=C/2=y=C/2; 2 =C=y=0;

sinn—gx = sin %T(C y) = sin (mr — %) = (1)t sm%

C/2 C/2
C/ sm@d %(—1)”Jrl ; f(C—y)sin%dy

9 c/2 0,
H(C-p=iw z (1+ (_1)n+1)/ F(z)sin 22 qz =

4 c/2 nmwx
C — f in —
0 C /0 (.ZL‘) S C d.’E,

Aixi doncs, els coeficients queden:

(17)

n=2,

n # 2.

4 [C/2 2n — 1
ap = 0; an = by, =0, bgn_l—/o f(a:)sinde, n=12,3,...

c C
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de manera que per substituci6 en (17):

(2n—1)w 4 & C/2 (2n — 1)my . (2n—1)mz
szn 1sm c 62 (/ Slncdy) sm?

n=1

(b.1) Com als dos apartats anteriors considerarem les extensions parella i senar —les quals vénen
donades, de manera generica per (16) i (13) respectivament—. Els coeficients per la série en cosinus
es calcularan igual que a l'apartat (a.1) tenint en compte pero la nova simetria (és a dir: f(C' —x) =
—f(z)). De nou, fent els calculs:

c.veoy=0C—ux,

c/2 2 (C d’on: dx = —dy;
“w o= C/ Us C/ f(x)dx—l—a C/Qf(x)dx: r=C0/2=y=C/2
r=C=y=0.
9 C/2 9 10 c/2 c/2
:C/o f(z) dxfa C/Qf(Cf C’/ x+0/ C—x)dx
f(C—y)::—f(y) O,
an, = é/ocf( coswdx— 0/0/2]" coswdx%—c Cc/;f( )cosn%dx

c.veoy=C—uz,
don: de =—-dy; 2 =C/2=y=C/2; x =C =y =0;

"o y) = _ w) - nry.
cos C(C y) = cos (mr 8 (—1)"cos 8
C/2 C/2
C’/ coswdx 2(—1)n ; f(C—y)cos%dy
FC—y)=—i() 2 ) 0 n=2,
=T 1+ (—1)"* / cos—daz— 4 C/2 )
C( f= C —/ f(x)cos@dx n # 2,
CJo C

pern=1,2,3,... O sigui:

c/2 2n — 1
ap = 0; by, = as, = 0, A9n—1 = 6/ f(z) cos (nc)mcdx’ per n=1,23,...
0

En conseqiiencia, la série de Fourier en cosinus vindra ara donada per:

(2n — 1)mx
C

1
i ( c/2 Fy) cos (2n — 1)my dy) cos (2n — 1)z
n=1 0

Flhl(z) =

a92p—1 COS

NgE

Qlwe j

C c
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(b.2) Procedirem exactament com a (a.2) aplicant pero, al final del calcul, que f(C' —x) = —f(x),
i e.
c/2 2 (C
b, = C/ f(z sin@ x—C/ f(z) sinn—gxdx—kc C/Qf( )sin%dx
c.veoy=0C—uz,
_J) don: do=—-dy; =C/2=y=C/2; 2 =C=y=0;
sin % = sin %T(C —y) =sin <n7r - %) = (—1)"*Lsin %
c/2 9 c/2
C/ flx sinwdx—kc 1)"“/0 f(C—y)sin%dy
__ 2 C/2 07 n 7& 27
f(C— y) () (1 +( ) ) f($) Sil’lmdl’ — 4 c/2  nwz )
c 0 C —/ f(z)sin ——dz, n=2.
C Jo C
per n=1,2,3,... Per tant, els coeficients vénen donats per:
4 (€2 2
ap = 0; ap = bop_1 =0, bon, = —/ f(x)sin nre dz, per n=1,2,3,...
C Jo C
i el desenvolupament:
2 0/2 2 2
Z by, sin nrE _ = Z ( ) sin nCT’ry dy) sin Tgx

és el desenvolupament de Fourier en sinus buscat. >

39. Desenvolupeu la funcié coszz en serie de Fourier a l'interval [—m, 7], on z és un parametre real.

Proveu les igualtats:

1 2z (1 X, (1)L
sinTz 77(2224_];::1 k2 — 22

1/1 > 2z
cotmz = W<z‘k§w>

i deduiu que
4(—1)k 1
T 2+Z 42— 1
<3

_,;161@2—1'

< Solucié. Sigui f(x) = coszz, x € [—m, 7|, z € R. Notem que és una funci6 parella i per tant, la
seva serie de Fourier és una serie en cosinus (aleshores b, = 0 per tot n € N). Si es calculen els seus
coeficients s’obté:

2 [T 2 [ 2
ay = —/ coszzdr = — | d(sinzz) = —sinnz;
m™Jo Tz Jo Tz
2 (7 2 (7 M1
an, = —/ f(z)cosnzdr = —/ cosxz cosnx dx = —/ [cos(z + n)x + cos(z — n)z] dz
™ Jo T Jo ™ Jo
1 [si in(z — ) 1 2(—1)"tt
_ 1 sm(z—i—n)x+sm(2’ n)x ) (_1)n( )sinwz: (2 ) —zsinmz,
s z+n z—n 0 z+n z—n n® —z
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pern=123,...

REMARCA 3.5. Aqui suposem que z ¢ Z (notem que si z = k € Z, el desenvolupament en seérie de
Fourier de f(z) = coszz és trivial).

Amb els coeficients calculats a dalt, la serie de Fourier esdevé:
2zsinmz [ 1 X (—1)k+t

Per determinar cap a on convergeix la série a U'interval [—m, 7| tenim, per aplicacié directa del teorema
de Dirichlet:
Flf](z) =cosxz, per —w<z<m,

Flfl(xm) = % (f(—7T+> + f(ﬂ'i)) = % (cos(—mz) + cosmz) = cosmz (18)
o sigui:
F[f](a:):%s’;w<2122+i(k_21§coskx> =coszz, pertot —7m<z<m.
k=1

D’acord amb aix0, agafant © =0 € (—m, 7):

zsinmz ®© (—1)kt+1
A0 = 22 (L S0 o0 -

& k=1

i dividint a tots dos costats per sin 7z:

1L _2 (1 £y HW) , (19)

sintz  w \ 222 = k2 — 22

on es suposa z ¢ Z. Tanmateix, prenent x = 7 i d’acord amb (18),

. © [ 1\k . 00
Ff)(m) = 30T (12 S (k;_)fen’ﬁ) _ Zzsinmz (; S @) ~cose.

™ z z ™

k=1 k=1
Com dalt, asumint que z € Z, dividim a dreta i esquerra per sin 7z per obtenir
11 & 2z
cotmz=—|—-— — |- 20

Per dltim, prenent en (19) z = 1/2:

iz=1/4en (20),
1 [oe] 2X% e8] ]
1:7r<4_2152—1>:>7T:4_216k2—1

s’obtenen les dues ultimes sumes proposades a l’enunciat.

()Fem servir la mateixa identitat trigonometrica del problema 33: cosacosb = % (cos(a + b) + cos(a — b)), ara perd
identificant @ = 2z i b = nx.

(MEn aplicar la “regla” de Barrow per x = 0 tots dos termes es fan zero: sin(z 4+ n) - 0 = sin(z — n) - 0 = 0, mentre
que a x = 7 és sin(z £ n)m = sinwzcosnm £ cosmzsinnm = (—1)" sinwz (recordem que, per tot n € Z: cosnm = (—1)" i
sinnm = 0).



