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56. Una sargantana es mou sobre el semiplà {x ≥ 3} on la temperatura en cada punt ve donada per l’expressió

T (x, y) =
x− 3

x2 + y2
.

Suposem que la sargantana busca l’escalfor i es mou sempre en la direcció on la temperatura creix més ràpidament.

(a) Si en un instant donat la sargantana és al punt (3, 4), en quina direcció es mourà. Quin és l’increment de
temperatura aproximat que experimentarà si es desplaça una petita quantitat h en aquesta direcció?

(b) Busqueu l’únic extrem relatiu de T (x, y) en el semiplà {x > 3} i classifiqueu-lo.

(c) Busqueu i dibuixeu les corbes de nivell de T (x, y) en el semiplà {x > 3}.
(d) Usant el croquis de l’apartat anterior, expliqueu perquè l’extrem relatiu de l’apartat (b) és el màxim absolut de

T (x, y) al semiplà {x > 3}.
(e) Feu un dibuix esquemàtic de la trajectòria que seguirà la sargantana des del punt (3, 4) fins a aquest màxim

absolut en la seva recerca de la màxima escalfor possible. (No us demanem que sigueu rigorosos amb la justificació
del dibuix).

Solució:

(a) Calculem el gradient de la fucnció T (x, y) al punt (3, 4):

∂T

∂x
(x, y) =

x2 + y2 − 2x(x− 3)

(x2 + y2)
2 =

6x− x2 + y2

(x2 + y2)
2 ,

∂T

∂y
(x, y) = − 2(x− 3)y

(x2 + y2)
2 =

6y − 2xy

(x2 + y2)
2 .

Per tant,
∂T

∂x
(3, 4) =

18− 9 + 16

252
=

1

25
,

∂T

∂y
(3, 4) = 0

i llavors

∇T (3, 4) =

(
∂T

∂x
(3, 4),

∂T

∂y
(3, 4)

)>
=

(
1

25
, 0

)>
.

La sargantana es mourà inicialment en la direcció del vector u> = (1, 0). Si es desplaça una distància petita, h
en aquesta direcció, l’increment de la temperatura serà, aproximadament

T (3 + h, 4)− T (3, 4) ≈ ∇T (3, 4) ·
(
h
0

)
=
∂T

∂x
(3, 4) · h+

∂T

∂y
(3, 4) · 0 =

h

25
.

(b) Busquem els punts cŕıtics de T (x, y),

∇T (x, y) = 0⇐⇒


6x− x2 + y2 = 0

2y(x− 3) = 0 :


x = 3, i substituint a la 1a equació: 9 + y2 = 0 (NO)

y = 0, i substituint a la 1a equació: x(6− x) = 0 :

{
x = 0 (NO)
x = 6

D’això es dedueix que la funció T (x, y) té un únic punt cŕıtic a (x∗, y∗) = (6, 0), el qual està al semiplà {x > 3}.
Per classificar-lo, trobem les derivades parcials segones en aquest punt,

∂2T

∂x2
(6, 0) =

d

ds

(
6

s2
− 1

s2

)∣∣∣∣
s=6

=

(
−18

s4
+

2

s3

)∣∣∣∣
s=6

= − 3

63
+

2

63
= − 1

63
= − 1

216
,

∂2T

∂x∂y
(6, 0) =

d

ds
(0)

∣∣∣∣
s=6

= 0,

∂2T

∂y2
(6, 0) =

d

ds

(
−6s

(36 + s2)
2

)∣∣∣∣∣
s=0

= − 1

63
= − 1

216
.

D’on resulta Txx(6, 0)Tyy(6, 0) − Txy(6, 0)2 = 1/66 − 02 > 0, amb Txx(6, 0) < 0. Per tant, en el punt (6, 0) la
funció T (x, y) té un màxim relatiu i pren el valor: T (6, 0) = 1/12.

(c) Per a trobar les corbes de nivell busquem els punts del pla que satisfan T (x, y) = λ, amb (x, y) 6= (0, 0). Si
suposem a més que λ 6= 0,

T (x, y) = λ⇐⇒ x− 3 = λx2 + λy2 ⇐⇒ x2 − 2
x

2λ
+

1

4λ2
+ y2 =

1

4λ2
− 3

λ
⇐⇒

(
x− 1

2λ

)2

+ y2 =
1− 12λ

4λ2
.
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Figura 1: Corbes de nivell de la funció T (x, y) al semiplà {x > 3} (veure el text per a més detalls). També es dibuixa, en vermell, la
trajectòria de la sargantana des del punt inicial (x0, y0) = (3, 4) fins al punt cŕıtic (x∗, y∗) = (6, 0).

Les corbes de nivell corresponen doncs, per a λ 6= 0, a circumferències amb centre i radi donats respectivament
per,

(xc(λ), yc(λ)) =

(
1

2λ
, 0

)
, R(λ) =

√
1− 12λ

4λ2
, (1)

De la fórmula per al radi, R(λ) es dedueix que cal, a més, λ ∈ (−∞, 0) ∪
(

0,
1

12

)
. D’altra banda T (3, y) = 0,

per a tota y ∈ R. Resumint:

• Per a λ ∈ (−∞, 0)∪
(

0,
1

12

)
les corbes de nivell corresponen a les circumferències

(
x− 1

2λ

)2

+y2 =
1− 12λ

4λ2
.

• Per a λ = 0, la corba de nivell corresponent és la recta x = 3.

A la figura 1 es dibuixen les corbes de nivell T (x, y) = λ al semiplà {x > 3} per als nivells λ = 10−3i, amb
i = 1, . . . , 83. Es comprova d’immediat que R(λ) —vegeu (1)—és una funció monòtona decreixent per a 0 < λ <
1/12. Aix́ı, a la figura, les circumferències amb λ més gran són les tenen radi més petit (les més “internes”). Quan
λ = 1/12 ≈ 0.0833, R(1/12) = 0 i la corba de nivell per a aquest valor es redueix al punt cŕıtic (x∗, y∗) = (6, 0).

(d) De l’apartat (c) es dedueix que T (x, y) ≤ 1

12
= T (6, 0) per a tot (x, y) ∈ R \ {(0, 0)}. Per tant (x∗, y∗) = (6, 0)

és (l’únic) punt on la funció assoleix el seu màxim absolut.

(e) La trajectòria de la sargantana (veure la figura 1) es caracteritza perquè, a cada punt, la seva tangent és perpen-
dicular a la tangent a la corba de nivell (a la circumferència, en aquest cas) que talla la trajectòria pel mateix
punt.
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