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114 Calcul de n variables. Problemes resolts

(¥)

9. Sigui el sistema
{ 2y —lnuv® =0

z?u? —ys-l—:w:2
a) Proveu que defineix dues funcions implicites u(z,y), v(z,¥) localment en el punt
(!E(), Yo, %o, UO) = (2, 0, 1., —1) .

b) Sigui g = (u,v) la funcié de components les esmentades funcions implicites.
Calculeu dgz,0) -

c) Proveu que en (2,0) la funcié g = (u,v) és localment invertible. Justifiqueu que

97 (u,v) = (2(w,0),y(w,v)),

on z(u,v), y(u,v) son les altres funcions implicites definides pel sistema donat en el
mateix punt.

d) Calculeu la diferencial de la funcié inversa local de g en el punt g(2,0) mitjangant:

d;) teorema de la funcié inversa

d;) teorema de la funcié implicita
e) Trobeu uzz(2,0), vzz(2,0)

Solucié:

a) Considerem la funcié
f:U— R,
\ definida per
h| f(z,y,u,v):(z2y—lnuv2,z2u2—y3+xv—2),

:'.| on U és un obert de R*. Obviament (2,0,1,—1) € U, i f és de classe C*® en U.
"i Verifiquem les condicions del teorema de la funcié implicita en el punt (2,0,1,-1):

1) f(270’1)_1)= (0!0)

". 41, 1)
| 2) det a(L‘ U)

(2,0,1,-1)

-1 2
‘8 2|——18#0,

|.I (*) Trcl? a’g J—.(/ol‘ef’/ J‘Féﬂfr/ MI émm’a“f%mas .

"alml de M-Varables Frolblemes Pesolfc” cPDA ~ETSEIE,
UPC‘ égmg{ 47?5 f /’/7'//?
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per tant el sistema donat defineix funcions implicites u = u(z,y), v = v(z,y)
(de classe C'*) localment en (2,0,1,-1). En particular u(2,0) =1, v(2,0) = -1.

b) Procedint com a I’exercici 7, apartat b), es verifica en un cert obert V C R?, amb
(2,0) eV,

:L‘zy—ln u(x,y)(v(m,y))zz 0 (1)
zz(u(z!y))z —y3+a:v(:1:,y) -2=0 (2)

Derivant les igualtats (1) i (2) respecte a z es té

1 .
Y2z — u—vz(uzv‘ + 2vv,u) = 0 (3)
220 + 2uugz? + v + vz = 0 (4)
substituint ara en el punt (2,0) i tenint en compte que u(2,0) = 1, (2, 0) = -1, es
té
{ ~ (uz(2,0) — 2v,(2,0)) = 0
4+ 8uz(2,0) —1+2v,(2,0)=0
d’on )
’U.x(Q, 0) = —§ y
1
’UZ(Q, 0) = —E .

Analogament, derivant les igualtats (1) i (2) respecte a Y es té
- L (uy? 4 200,) = 0
T ol Uy + yU) =
z22uuy — 3y2 +zvy, =0

substituint ara en el punt (2,0) es té

{ 4= (uy(2,0) — 2v,(2,0)) = 0
8uy(2,0) 4 2v,(2,0) = 0

d’on

4
uy(2,0) = § y

16
’Uy(2, 0) = —? .

50.2
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116 . Calcul de n variables. Problemes resolts

Aixi doncs

dg(z,0) = (Z:gg)) Z:((S(O]D N (ié —%%6)

16 4 18
=39 69"

det dg(g'o) =

9
per tant la funcié g és Jocalment invertible en (2,0).

Aixi doncs existeix la inversa local 9~ Y(u,v), de classe C°°, en un entorn del punt
9(2,0) = (1,-1). A més el teorema de la funcié implicita, en un entorn del punt
(2,0,1,—1), ens garanteix la existéncia i unicitat de la funcié implicita,

(z(u,v), y(u, v))

per tant
g_l(u’ U) . (‘T(uv v),y(u,v)) .

d;) Segons el teorema de la funcié inversa

d (g_l)g(a) = (dga)_l

i donat que g¢(2,0) = (1,-1) tenim:
1 —1 i 4 -t _8 _2
- Ly
d(g™) oy = (d9p0) = (_i _Jt_ﬁ) = ( s _f_> .
6 9 4 2
dz) Procedint com a ’exercici 7, apartat b), es verifica en un cert obert V C R?, amb
(1I,-1) eV,

(z(u,v))?y(u,v) — Inuv® = 0 (5)
(2, 9))0 = (y(u, v))* + 2(uv)v— 2= 0 (6)

Derivant les igualtats (5) i (6) respecte a u es té

i .
2zz,y + y 2t — ——1-1:2 =0
y

2zz,u® + uz’ — .‘iyay“ +z,0=0
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substituint ara en el punt (1,—1) i tenint en compte que z(1,-1) =2, y(l,-1) =0,
es té
{ 4y, (1,-1) = 1=0
4z,(1,—1)+8 - z,(1,-1) =0
d’on
8
:Eu(l,-—l) = _§ )

1
yu(l, —1) = Z .
Analogament, derivant les igualtats (5) i (6) respecte a v es té
9 1
222,y + Yoz — —u20 =10
uv
2zzyu® — 3yty, + 2,0 +2 =0

substituint ara en el punt (1,—1) es té

{ 4y,(1,-1)+2=0
47,(1,-1) —z,(1,-1)+2=0

d’on
2
371)(1; —1) = _'3— )
1
yv(l, —1) = —-2' .

Aixi doncs
- 1,-1) =z,(1,-1) -8 _2
d 1 - xu( ) ) ) - ( 3 :
(_(] )(1‘_1) <yu(1)_1) yv(lv_l) % “%
e) Derivant una altra vegada respecte a z les igualtats (3) i (4) es té

(usv? + 2vv,u)
uZpt

1
+ (umv2 + 2uvzug + (2(%)2 + vzp2v)u + HIQUUI)W] =0

2y — [ (uzv? + 2uvu)+

2u? 4 2uu,2z + 2(ug)z? + 2u(Ugpz® + 2TUz) + Vg + VgoT + vy =0

e
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substituint ara en el punt (2,0) i tenint en compte que u(2,0) = 1, v(2,0) = -1,
’LL:,;(?,O) . _%1 U:L‘(210) ol —%a es té
- [O-l‘- ey (2,0) — 2——1——1-2-]; — 20:4(2,0) — QL] =0
e 18 36 ' 18
242 1)4—1—2144—2(4 (2 0)—41)—1+2v (2,0 l—0
3 9 Wiy 3) g TR0 -5 =
o sigui
{ 6ur-(2,0) —1— 12v:2(2,0) =0
— 25 4 T2Uz2(2,0) + 18vz2(2, 0)=0
d’on 53
uza:(2a 0) . TG_.E 9
39
zz(2, —
vs2(2:0) = 736

10. Sigui F € C?(R?). Considereu l'equaci6

Fa®* —y,y*,2’y) =0.
a) Quines condicions ha de verificar la funcié F perqué ’equacié anterior defineixi,
localment en (0,a), a € R,y com a funci6 implicita de = ?

b) Suposant que es verifican les condicions de I’apartat anterior, calculeu y'(0), y”(0).

i Solucié:
' a) Apliquem el teorema de la funci6 implicita a la funcié
il f:R* SR,

- definida per

I ' f(z,y) = Fle* —p,9",2%y).
Obviament f és de classe C? en R?. Verifiquem les condicions del teorema de la
funcié implicita en el punt (0,a):

1) f(0,a) = F(~a,d*,0) =0
2) det —6—f- =
9y 1(0,0)




