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Examen 27-01-00

2 2 2
1. Calculeu el volum del cos definit per les desigualtats §_6 + gg—l + % < 1,
22 P
TtgS2+L0<z
Resolucié: Fem la interseccié de 'el-lipsoide i del paraboloide
%
2 2 2 2 2 1.2
LY L E LY L F 22+2241=9—2=2(2>0)
3¢ 81 9 3¢ 81 9 2?2
I A P Ty _ztl 7T =2l
4 9 36 81 9
z=2
La corba intersecci6 és { z2 N y* _ . Lazona demanada estara formada per la unié de
49
2?2 22y 52
Wi=q0<2<2 — 4+ =<2 1 Wey=4¢2<2<3 — 4+ =<1 - —
! { SESS g rg st } . { SES% % TeiT T

2 V2241 3 WJ1-22
vol(Wy) = / dz - 27r/ 6rdr = 36w, vol(Ws) = / dz - 27r/ ’ Bdrdr = 167
0 0 2 0

2. (a) Calculeu la circulacié del camp vectorial F' = (yze™ +y, xze™ + x, V), al llarg de
la trajectoria o(t) = (cos(27t) — 1, sin®(27t), %), 0<t < 1.
(b) Utilitzeu el teorema de Stokes per a provar que la circulacié del camp vectorial
z
G=|—- ,
x% 4 22
i %/% 4 22/3 = 1, recorreguda segons mostra la figura, és igual a la circulacié al

llarg d’una circumferencia en el mateix pla que envolti 'origen i calculeu aquesta
circulacié >

0, * ), al llarg de la trajectoria tancada definida per y = 0
x? 4 22

X

Resolucié:

(a) Comprovem que és un camp gradient ja que rotF’ = 0 i no té singularitats.
Calculem la seva funcié tencial
of

5, — ¢V o f=2" 1 gf(xy)


Albert
Sticky Note
Canvi T: x=2r cos t; y=3r sin t, JT=6r

Albert
Sticky Note
Canvi T: x=6r cos t; y=9r sin t, JT=54r
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of . 99 _ _

gy = et ay—wﬁg(%y)—nyrh(l")
g_f:yzexy+y—>h’(x):0—>f(x,y,z):zemy+xy+k:
T

prenem k = 0: /U < F,dl >= f(o(1)) — f(o(0)) = 1.

(b) Comprovem que rot G = 0 pero no és un camp conservatiu perque el seu domini té
singularitats, concretament no és definit a {z = z = 0}.

r

Aplicant Stokes a la superficie D tancada per la corba demanada i la circumferéencia
2
de radi r > 1 tindrem: /< G,dl >—/ (sin®t + cos® t)dt = / < rot G,dS >=0;
o 0 D ‘:fo-’

per tant / =< G,dl >= 27 |.

2
3. Sigui W el cos donat per les desigualtats % +P+22<1, —1<ax<1lisiguiF el

camp vectorial F(zy + yz, vz + zy, yz + x2).

a) Calculeu la integral / div F dzdydz.
W

2
b) Sigui S el tros de la superficie que envolta W definit per %+y2+22 =1,-1<z<1,

orientada pel vector normal exterior. Calculeu el flux de F' per S.

Resolucié:

2
(a) divF = 2(z + y); W:{—lgxgl, y2+z2§1—%}

/ divFdV = / (22 + 2y)dzdydz = [0].
w w

per simetria

(b) S és la superficie lateral, com el camp és C'*arreu, podem aplicar el Teorema de la
divergencia 0 — / div FdV = / < F,dS > +/ <Fi>dS+ [ <F —i>ds,
w S T

To
? 3
sent T:{aszl; y2+22+%§1}:{x:1; y2+z2§1}i

2 3

/S<F, ds >:/T—(y+yz)dydz+/T (—y+yz)dydz:/ —2ydydz = [0].
0 Y

2+Z2§(3/4) per simetria
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Examen 19-06-00

1. Sigui V el solid donat per 22 + ¢* + 22 < R% 22 + 4> > R’ on
0 < Ry < R, isigui S =9V la superficie que 'envolta.
(a) Calculeu I'area de S.
(b) Calculeu el volum de V.

(c) Calculeu el moment d’inercia de V' respecte 'eix OZ.
Resolucié:

(a) Area de S:
Py + 22 =R? =+\/R2— R}
R _R (T 22 I
x*+y 0 r* +y° = R;
El cilindre interior S; té area A(S;) = 4w Ry\/ R? — R%. El que treiem de la superficie
de Pesfera és (multiplicat per 2):

z Y
z

(I S
2 2 < R2 3 5 R
e TS 7 1/1+Z$+zy_\/m

La seva area:

R Ro r
_ _ _ 2 _ P2
/x ey Tty = 27 /0 T r = 2nR(R ~ \/R® ~ RY)

El tros d’esfera exterior S, té area:

A(Ss) = 4nR? — [AnR(R — \/R? — R2)] = 47 R\/R? — R?;

per tant, | A(s) = 47(R + Ry)\/ R?* — RZ|.

(b) Calculem el volum del que traiem: fig 2-23d.pdf

R 4
2/ \/R2—x2—y2dxdy:47r/ OT\/R2 —r2dr = —W[R‘g— (RQ—R§)3/Q],
2 +y?<R2 0 3

47
3

(R? — )2

El volum demanat és

()

R
2 (2 +y*)\/R2 — 22 — y2dady = 47?/ VR2 —r2dr =
Ro

R3<(22+y?)<R? u=vVR?—r
+/R2—R2 R2 R2 . R2 3/2 RZ . R2 5/2
_ / 047T(R2—U2)u2du—47rl ( ; 0) _( - 0) ]_

47
= E(R2 — R2)*?(2R? + 3R?)|.
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2. Sigui V el volum donat per 2% +4y? —22 < 1; 0< 2 <1, i F el camp vectorial
F = (zyz, ya?, 2).

(a) Calculeu A = / div Fdx dydz.
v

(b) Useu l’apartat anterior per a calcular el flux de F a través de la superficie
S {x? +4y* — 22 =1, 0 < z < 1} orientada per N ~ (—z, —4y, 2).
(c) Calculeu la circulacié de F' sobre la corba

/ r—22=0
¢ { 2+ 42 -2 =1
orientada segons l’orientacié induida pel pla x —2z = 0 amb vector normal (1,0, —2).

Resolucié:

(a) div F =yz + 2% +1

1 1
A:L/@/ (w+ﬂ+nmwz/¢J dedy =
224-4y2<14-22 0 22 4+4y?2 <1422 u=vR2—r

V1422 2 9
= /dz/ tdr/ (7“2005294—1)(19:%.

A = i/<FﬂS>+ ) dS:—/<FMS>+w
() S { i27+14y2 <2 S
T
F.dS >—
/Q'< T

(*) Observacié: sobre z =0, 2?2 + 4y* < 1, la tercera component de F' és 0.
(c) rot F = (0, zy, 2zy — x2)

4y” + 327 < 2 2
A 4y2+322<1

/<F,d€> :/{ 2. < TObFLdS >= <rot F,(1,0,—-2) > dydz =
C 1

s
= 422dydz = —— .
Ay2+3z2<1 Y 6v/3

3. Calculeu el centre de massa de la regié definida per y2+422 < i; (—1)2+y2+22 <1, 2> 1.
=rcosf

1
Resolucié: En coordenades cilindriques { z =rsinfl el recinte queda 0 < r < 2
r=u
1<z<1++V1—1r2
1/2 /12 ot
V =Volum :27r/ rdr/ =" < \/_>
0 1 3
1/2 /12 1/2 T
XGv:27r/ rdr/ a:da:zw/ (r—r 3 _ory/1—12 Ydr=m / dr+V_6—4+V
0 1 0

7/64

Per simetria ‘YG =Zc=0 ‘

Xo=1+
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Examen 03-11-00

11
1. Canviant l'ordre d’integracio / /\/_ f(z,y) dy dz es converteix en
0 T

o [ [ fwndedy s o) [ s dedy
// f@,y) da dy. (d)/;/olf(fc,y)dxdy-

(e) Cap de les anteriors.

2. Una superficie que envolta 'origen ve donada en coordenades esferiques per la funcié

= f(0, ). El volum tancat per aquesta superficie és:

2n /2 2r /2
3/ /M2 )3 cos p dpdd. * 3/ /71'/2 3 cos® pdpdh.

2r /2
3/ /Tr/2 )% cos o dpd. 3/ /71'/2 2 cos? pdpdf.

(e) Cap de les anteriors.

3. La integral de f(x,y,2) = a2+ y2 + 22 en el recinte a? < 2% + y* + 22 < b? és:
vt — at
(a) 2mb* — a®. (b) w(b* —a*). * (c) 27b* — wal. 5T

(e) Cap de les anteriors
4. Calculeu I'area encerclada per la corba r = 2 4 sin 6.
(a) 7/2. (b) b7 /2. (c) Tm/2. (d) 97 /2. * (e) Cap de les anteriors.
5. El volum tancat per 22 +y? — 22 =1, 2 =1—22 —9y? i z = 2, a la regi6 z > 0, és:
(a) 4. (b) 257/6. * (c) 237 /6. (d) 27/3. (e) Cap de les anteriors.
6. L’area de la regi6 |sin26| > r > %sin 20 és:
(a) 7m/16. * (b) 3. (c) 97/16. (d) 4. (e) Cap de les anteriors.

7. Calculeu el volum del solid limitat per z = 22 —y? 2> +y?> = R*i 2z > 0.

(a) 0.  (b) RY/4. (c) R*/2. *  (d) R®/32. (e) Cap de les anteriors.

8. El moment d’inercia del con 22 > 22 4+ y?, 0 < 2z < a, amb densitat constant 1, respecte

Peix z és:

(a) a®.  (b) (2/7)d’. (c) a®/5. (d) T *

(e) Cap de les anteriors.
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Examen 29-01-01

1. Trobeu el volum del solid de R? definit per les equacions

yz—x§4, x—i—y2§4, z2—y§4, z<1.

Resolucié: )
y o< 2<y<2
r+y <4 2 2
2 (& Yy —4<zx<4-—y
' —VyFid<z<1

2 4-y? 2
Vol = / dy/ (14 y+4)dw=/ 21+ \y+4)(d -y )dy =
2 y2—4 —2 t:jm

V6
- 2/ (14 £)(—t1 + 82 — 32)2tdt = - - -
V2

2. Calculeu el flux del camp vectorial F(z,y,2) = (1,1,2(2? + y?)) a través de la vora
(orientada per la normal exterior) dels solids:

(@) V={(r,y,2) eR3/ 2 +¢y* <4, 0< 2 <1}
(b) W={(v,y,2) eR®/ 2?2 +¢y* <4, (z—1)>+32>1, 0< 2 <1}

Resolucié:

(a) div F = 22 +9?

27 1 2
/ < F.dS >=/ div FdV = / (2 + y?)dedydz :/ de/ dz/ rddr = 8
oV 1% 1% 0 0 0

/ < F,dS >= / (2% + y*)dwdydz — / (2% + y*)dxdydz
ow v U

sent U ={(zr—1)?+4°<1,0<2<1}

1 3
/ (2% + y*)dxdydz = 27r/ (r +r¥)dr = g
U Zii:irnrecose 0
3 13
<F,dS>:87r——7T:—7T.
oW 2 2

3. Sigui S la superficie amb vora definida per

?+yt+22=9, —2<z<

orientant pel camp vectorial normal
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(a) Calculeu I'area de S.
(Indicacié: observeu que el pla z = % talla I'esfera en dues semiesferes.)

(b) Calculeu el flux per S del camp vectorial
F = (2* —2wy, 1),
(¢) Raoneu que hi ha un camp vectorial G tal que
F =rot G

i calculeu la circulacié de G al llarg de la vora de .S, amb 'orientacié induida.

Resolucioé:
(a) El pla diametral z = L talla el pla z = —2 for de 'esfera. En consequiéncia 1’area de
2 2 2 _
la zona demanada s’obtindra restant ’area de S { i <+_yQ t2=9 de ’area de la

semiesfera 367 /2.

3
A =/ —_— = A(S) = 187 — 67 = 127,
(51) 22442<5 /9 — 22 — 2 dedy = b (%) s —6m i

x
. z=-2 73 .
b) Si Ty = Ty = 2 , com que div F' = 0, resulta que
(b) 0 {x2+y2§5 0 10z <o q q
9
[ <Fas>=-[ <Fds>-[ <Fds>
S To T

/ < F,dS >= / < (2% —2xy,1),(0,0,—1) > dovdy = —5m
To z24y2<5

3517
404/10

1
/ < F,dS > < (2% -2y, 1), (—g,O,l) > dxdy =
Ty

2
5 +y2<9

3517
40v/10

(c) Com que F € C*(R3) i div F' = 0 existeix un camp G (potencial vector) tal que rot
G=F

Per tant, / < F,dS >=5m —
S

351w

<G,d€>:/< G dS >=5r— 2
/as s 10 g 404/10
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Examen 05-04-01

1. L’area de la regi6 del pla tancada per la corba r = 70 — 62 és:

5 3 2 3 8 5
(a) %* (b) % (c) % (d) % (e) Cap de les anteriors.
2. El volum tancat per les superficies 22 + y? =1 —z iz =22+ (y — 1)? és:
(a) T (b) s (c) % (d) § (e) Cap de les anteriors.
16 8 9 9

3. Sigui W la piramide que té el cim en el punt (0,0,1) i vertexs de la base en els punts
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) i (1,1,0). Llavors, la integral / (1—2)?
w

1 -z pl—z
(a) Es pot calcular com / / / (1 —2*)dydz dz i val 3/10.*
o Jo Jo
1 pl—a pl—y
(b) Es pot calcular com / / / (1 —2*)dydxdz i val 3/10.
0 Jo 0
1 pl—a pl—y
(c) Es pot calcular com / / / (1 — 2*)dydxdz i val 0.
0 Jo 0
1 -z l-z
(d) Es pot calcular com / / / (1 —2*)dydzdz i val 0.
o Jo Jo
(e) Cap de les anteriors.
4. La integral / z™y", on R =[0,1] x [0, 1], val:
R

1 1 1
—— (b) o (c) 1. (d) * (e) Cap de les anteriors.

(2) (m+ (n+1)

5. Sigui R la regi6 del pla donada per les condicions

22+ <4
y>0, 2*>2

L’area de R, és:
(a) 7+2. (b)2. (¢c)m—2% (d)2r—2. (e) Cap de les anteriors.

6. Considerem la corba d’equacié y(x) = €*/2 + 7%/ per a x € [~1,1]. El volum del solid
de revolucié generat al girar aquesta corba respecte l'eix x, és:

(a) 27

(b) 4m.

(c) 2r(2+e—et).

(d) m(4+e—et).
)

(e) Cap de les anteriors.
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7. Ens donen la segiient integral iterada

()0 rwma) a.

Si canviem l'ordre d’integracid, obtenim:

@) /Oa/z (/aa/2+ (a2/4)—y? F@.y) da:) dy + 02 (/Oam f(z,y) dw) dy.*

J2-/(@® /4= —

o [ ( [ s dx) dy

a/2 a/2+4/(a?/4)—y? —a/2 a+v/—y
(C)/ / flz,y)dr | dy + / f(z,y)dx | dy.
—a/2 a/2—/(a?/4)—y? —a? 0

@ ([ seas)ane [7 ([T i)
T, T z, T .
a/2 \JO Y Y —a/2 \ J—a/2—4/(a?/4)—y? Y Y

(e) Cap de les anteriors.

8. El centre de masses de la figura de densitat uniforme 1,
W:{(xayvz)x_—'—y_‘f‘z_glv 220}7
a c

amb a,b,c > 0, és:

(a) <o,o,§abc). (b)(0,0,g).* (c) (o,o,zc). (d) (o,o, 2&).

(e) Cap de les anteriors.
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Examen 14-06-01

1. (a) Calculeu l'area que queda determinada entre 4 circumferéncies de radi v/2, amb
centres sobre els eixos i allunyats dues unitats de l'origen.
(b) Calculeu la massa del solid
que té funcié de densitat
d(z,y,2) = |vyz|.

Resolucié:

: V2
‘ 2

(a) Area=Area d’un quadrat de costat 2 — —4. Area d’un casquet d’una circumferdncia

2
de radi /2 interceptat per un sector d’angle 90° = 4 — (Zﬁ — 1) -4 =8—-2m .
(b) 8 %+%+%Slxyzda:dydz =
¢ m,y,zZCO

1 /2 /2 1
= 8a2b202/ p5dp/ cos 0 sin 6’d0/ cos® psin pdp = 6a2b202.
0 0 0
T = apcosbcosp
Canvi:{ y = bpsinfcosp
z = cpsinp

2. Sigui D un disc de radi R en el pla y = yo amb centre a (0, yo,0).

(a) Calculeu el moment d’inercia de D respecte de 'eix OZ.

(b) Calculeu el flux del camp F = (y, —,0) a través del semidisc
{(z,y,2) € X[ 2 >0},

Resolucié:
Y="%Yo
(a) D { 22 + 22 < R

2 R 2
I= / (2% +y2)daxdz = / d@/ (r3sin? 0 + yor)dr = TR? <RI + y%)
D 0 0


Albert
Sticky Note
Observeu que arrel quadrada de 2 és la hipotenusa d'un triangle rectangle amb catets 1. Per tant, les circumferències es tallaran en (1,1),....

Albert
Sticky Note
l'àrea d'un sector circular d'angle a radiants és  r^2 a/2 perquè pi.r^2 és la que correspon a 2pi
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R pm 2R
(b) / < FdS >:—/ dr/ 2 sinfdd = — .
D.,z>0 0 0 3

3. Sigui G el camp vectorial (0,z, f(z)), on f(z) és una funcié C! arbitraria.

(a) Calculeu la circulacié de G al llarg de la corba interseccié del cilindre 22 +y* = 11 la
superficie z = y?, orientada pel vector tangent v = (0,1,0) en el punt p = (1,0,0).

(b) Calculeu el flux de rot G a través de la superficie

S={(r,y,2) eR¥| z=9%, 2 +¢y* <1} U
U{(z,y,2) e R¥| a? + 42 =1, —1 < z < y?},

orientada pel vector normal w = (0,0, 1) en el punt ¢ = (0,0,0).

(c) Sigui W el volum de R? determinat per
W= {(z,y,2) €R®/ (z,y) €D, a<z<b},
sent D C R? una regié elemental. Proveu que el flux de G per OW és
/BW < G,dS >=[f(b) — f(a)]Area (D).
Resolucié:
(a) rot G =k

/<G,d€>:/2 ) < k,dS >= drdy = 7.
C x::yy2§1

z24y2<1

(b)0:/<rotG,dS>+/_ <rot G, —k > dS
S z=-1

224+42<1

/<r0tG,dS>:/ drdy =T
S z=-—1

z2442<1

(c) /W < G,dS >= /W div G = /ab dz/Df’(z)dxdy — [f(b) — f(a)]A(D).
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Examen 29-01-02

1. Sigui W la regié de R? donada per

P22 <1,
r+y+z>1,
x,y,2>0.

(a) Dibuixeu-la i doneu la variacié de parametres en coordenades cilindriques i en coor-
denades esferiques.

(b) Calculeu la integral

/ dx dy dz
wo (22 +y2 + 22)27

Resolucié:
1 /2 V122
(a)/dz/ d@/ 1—z rdr=
0 0 _—
cost + sin 6
/2 w/2 1
:/ doz/ dﬁ/ 1 r? cos 3 dr
’ ° cos 3 cos a + cos B sin a + sin 3
dxdydz /2 /2 1 cos
b) | —[da ["as | d
(b) w (22 +y2+22)2  Jo “Jo & L rz &

cos 3 cos o + cos B sin a + sin 3

2. Sigui W el volum de la figura, tancat per les superficies

(a) Calculeu el volum de W.

(b) Si la densitat de massa superficial és

p(xayaz) = \/$2+y2—1,

calculeu la massa de S,.

(c) Calculeu el flux sortint per S del camp vectorial

F=(x+4yz,y+2z 2).
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(d) Calculeu el flux sortint per S del camp vectorial

(@)
(iL‘Q +y2 +2’2)3/2 :

Resolucié:

(a) vol(W)= wol(z* + y* + 22 < 1,z > 0) +vol(a® + y* — 22 < 1,-2 < 2 < 0) =
27 0 Vitz? 167
-+ 27r/ dz/ rdr=—
3 -2 0 3

2(x* +y?) — 1 26m
(b) m(S2) = /1§x2+y2§5 Va2 +y? — l\l | dedy = KD (usant coorde-

nades polars)

(c) / < FN>dS = / div F ddydz = 3vol(W) = 167
S w

(d) G no esta definit a l'origen. Prenem el volum W delimitat entre una bola B de
centre 'origen i radi e (continguda tota dintre de S) i S. Llavors div G=0 i aplicant
el teorema de la divergencia, es té:

/ <G N> dS:/<G,N> s+ [ <@, N> dS:/ div G dzdydz =0
OW=JOB S OB w

D’aqul’/<G’,N>dS:— <G, N> dS = 4r
S OB

3. Considereu el camp vectorial
F = (ay +bz%, ax + cz, br + cy) .
(a) Trobeu els valors de a, b, ¢ per als quals F' és un camp conservatiu. En aquest cas,
trobeu una funcié potencial, f(zx,y,z), tal que f(0,0,0) = 0.

Per a la resta del problema, fixarem els valors de a,c # 0 i b deduits a Uapartat (a).

(b) Calculeu el flux de F a través de la superficie
< { z = 4a? + 9y?,
z<1, y=0,
orientada pel vector normal exterior.
(a) Proveu que F' és solenoidal i calculeu un potencial vector G.
(b) Calculeu la circulacié de G per la corba C' = 955, orientada compatiblement respecte

S.

Resolucié:
(a) rot F' = (0,2bz — b,0) = 0, per tant b = 0 i llavors f(z,y,2) = 2y + yz

1 1
(b) St :y(x,2) =0, V(m,z)e{—igxgi, 42* <z <1}, n=(0,-1,0)

So:z(xyy) =1 V(x,y) € {y>0,422+9y> <1}, n=(0,0,1).
Com que div F' = 0, es té pel teorema de la divergencia: fluxrgus,us, = 0. D’aqui,
flurs = — fluxrg, — fluxg,

© [ <a,d >:/ <rotG,dS>:/ < FdS> .
oS S S
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Examen 10-04-02

1. Quin és el volum tancat per les superficies z = 222 +2y? i 2 = 1 + 2% + y??
(a) m/2.* (b) 27/3. (c) m. (d) 3. (e) Cap de les anteriors.
2. L’area de la regié plana expressada en polars A = {sin20 < r < 3sin 0}, és:

(a) 177/8.%* (b) 7. (c) 2. (d) 4. (e) Cap de les anteriors.
Va2—z?2
3. Canviant l'ordre d’integracié, / / \/ a? — y?dydx esdevé:
/ / — y%la:dy i val 2a3/3.%
Vai-y? , cosva? —y?sinva? —y? 1
[a2 — o2 2 S a2 — a2

(b)/ / a yd:ndy1vala< 5 +2 a?—y?|.

/ / - y2dxdy i val a®\/7.

any
/ / - dexdy i val —2a3/3.

(e) Cap de les anteriors.

4. Quin és el centre de gravetat de {z? +¢y> <1, 0 <2z <2} \{2?+¢y* -y <0, 0< 2 <1}

?
I =T !

(e) Cap de les anteriors.

2 2
5. El volum limitat pel pla x = a i la superficie o + ;— =z, amb p,q > 0, és:
P q
9 2ma’ 5 9 27a? _
(a) ma*\/pq.* (b) (c) m*a’pq. (d) (e) Cap de les anteriors.

Vil pq
6. L’area de la figura limitada per la corba (2% + y?)3 = 4a’zy(2? — y?), és

(a) ma®. (b) a®.* (c) 2ma®. (d) %TGZ' e) Cap de les anteriors.

7. El moment d’inércia de esfera (z — 2)% + y* + 2% < 1, respecte de 'eix de les z, és:

1 2 14
(a) 1_5* (b) ? (c) 71—; (d) Tﬂ e) Cap de les anteriors.

8. El volum del cos definit per les desigualtats z% + y? < (z — 1)%; 2 + 1 > 22 + ¢?, amb
z <1, és:

(a) 37/7. (b) 57 /6. (c) 137/6. (d) b /7.* e) Cap de les anteriors.
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Examen 10-06-02

1. Sigui W la regié de R? definida per les inequacions
RQ
2?4+ + 2% < 2R Z§x2+y2§R2, 2> 2t 4y

(a) Calculeu el volum de W.

(b) Calculeu / zdxdydz.
w

Resolucié:

R V2RE 2 R
(a) vol(W) = 27r// rdr/ = 27r/ (rvV2R2 — r2 — r?) dr
R/2 r

R/2

R
b/ ddd:/ 2R — 2P)d
()Wz:cyz 7TR/2< r r°)dr)

2. Considereu la superficie homogenia S definida per
22:x2+y2, x>0, 0<z<1.

(a) Calculeu el centre de gravetat (z¢,yq, 2¢) de S.
(b) Calculeu el moment d’inercia de S respecte de I'eix Oy.

(c) Calculeu el moment d’inercia de S respecte de 'eix © = 0,z = 2, expressat en

funcié de (b).
(d) Sigui W el cos de R?® definit per

z22x2+y2, z >0, 0<2z2<1.

Calculeu el moment d’inercia de W respecte de I'eix Oy.

/2 1
Resolucié: S={z=v22+y% 0<2?+¢y>* <1, x>0}, A(S)= / dé’/ ™ 2dr
0

—7/2

2 (/2 1 2 /2 1
(a) zg = £/ dG/ V2dr, 1= £/ d@/ r?V2cosfdr, yo =0
T 0 T 0

—7r/2 —m/2

/2 1
(b) I:/ d9/ rv2(r? cos® 0 + 22)dr
0

—7/2
(c) I, = / (22 + (2 — 26)V2dady = I — 2% A(semicon)
z24y2<1,2>0
/2 1 1
(d) I :/ ) d@/ Td?"/ (r?cos* 0 + 2*)dz
—m/2 0 T

3. Considereu el cilindre (z—1)?+y* = 1, orientat per la normal exterior, i el camp vectorial
F=(1,1,1).

(a) Siaquest cilindre esta fitat inferiorment pel pla z = 0 i superiorment per la superficie
z = 24, calculeu el flux de F a través d’aquesta part del cilindre.
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(b) Si ara esta limitat inferiorment pel pla z = 0 i superiorment per la superficie
z=4+2(2% +9* — 22)* + 22 + o7,
trobeu el flux de F' a través d’aquesta part del cilindre.

Resolucié:

(a) / <F,d5>:/ divF—/ <F,dS>—/ < F.dS > essent
S w M T

{(x =12 +9y*=1,0< 2z <2}
= {z=a" (-1 +y* <1}
{z=0,(z-1)*+¢y* <1}
{(z—1)*+9*<1,0< 2z <2}

S
[

Es té div F = 0,

27
/ < FdS> = / (—4a® 4+ 1)dzdy = / 7[1 — 4(1 + 3r cos® 0)]dr
M (z—1)24y2%<1 0

/<F,d5> — _A(T)=—x
T

(b) (z—1)24y* =1, z = 4+ 2(2?+y* —2z)*+ 2> +y? equival a (z—1)*+y? = 1,2 = 4+ 2z.
Com que div F' = 0, si

S; = {z=4+2(2* +y* —20) + 22 +¢%, (z—1)2+y* <1}
Sy = {z=4+22, (z—-1)>+y*<1}

amb 057 = 055, resulta que

/ < FdS >= / < FdS >= (=2 + V)dwdy = —7
Sl S2

(@—1)24y2<1

llavors,/ <F,dS>:—/ <F,dS>—/ < F.dS >= 27
S So T
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Examen 29-10-02

1. L’area de la regié que, expressada en polars és A: 1 <r < 2sin 360, val:
(a) 7/3. O (b) v3/2. O (c) m/3++/3/2. O (d) 7/3—+/3/2. O

Resposta: (c)

1 5
Resolucié: 1 < 2sin30 — 5 <sin3f — 118 <0< % i dues regions més.

E /3
|1

5w

18

5m/18 2sin 36
A:S/ d9/ rdr = ... =
w/18 1

2. El volum del cos determinat per 22 + 9% — 22 < 1, 22 +y?> + 22 <9, 2 > y en el 1r octant
val:
(a) 11x/4. O (b) 117 /12. O (c) 11/4. O (d) 11x/3. O
Resposta: (b)

/4 2 V14 22 3 V9 — 22 117
Resolucié: / a0 / dz / rdr + / dz / rdr | == — 1
0 0 0 2 0

12

Z

Coordenades cilindriques

3. El moment d’inércia respecte eix OZ del cilindre 22 + (y — a)? < a?, 0 < 2z < h, (cos
homogeni) val:
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2 4
(@) Shatr. O () 2ha‘r. O () Shatr. O (d) Shatr. O

4 3 2 3
Resposta: (c)
g 2a sin 6 h T (2 1 4
Resolucié: I, = / d@/ rdr/ r?dz = h/ Md@ =...= §czA‘h7r.
0 0 0 0 4 2

1
Sigui W el volum determinat per 1 < 22 +y2 +22 < 1, 22 > 22 +y?, amb z > 0. El valor

dxdydz
de la integral e és:
w x? +y? + 22

(a) 2 _2\/§7T. o (b gﬂ'. O (o O (d)(2-)r O

Resposta: (a)

27 1 /2 2 2 _
Resolucié: [ = / de dr/ ! C(;Sgpdgp — i =17
0 1/2 /4 T 2

&

Coordenades esferiques

. El centre de gravetat del cos homogeni (p = 1) definit per 22 +y? < 4a?, (v —a)*+y* < d?,

0 <z < h, és el punt:

(a) ég,o,;l). o (b (00%) o () (—%,0,%). o () (—%0%)

Resposta: (a)

Resolucié: Per simetria g = 0, z = h/2.

la coordenada: ¢ = 0 = z.m. + Tm = a*>vh + z(4a’*wh — 1a*h) = 0 = a + 31 =
~ a
T=——.

3
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Examen 13-01-03

1. (a) Calculeu el volum de la regié W de I'espai limitada per les superficies
z=1,2=22=2 4+ y=0,y =1
(b) Calculeu el moment d’inercia de la superficie
{(z,y,2) 2+ 2> =a®, 2*+y* <22 2>0,y>0,2>0}

respecte de l'eix z =y = 0.

Resolucié:

2 /4 vz
(a) VolumzZ/ dz/ dQ/ rdr
1 0 0

(b) Siz=va*—2* V(z,y) €D ={zx=0,y=0,

22 P
Y o
a2/2+a2 < 1}

M d 2 4 4?) pdS VR Ve
oment d’inércia: / z° 4+ =a / / e+ —_
@y p S S (™ +y7) N

a/\/i 2 9 2
a/ (a® + %)y H} dx (es deixa la integral indicada, si p = 1).
0 a?—x

En un enunciat alternatiu (que es va donar) on p = |z| llavors la integral surt més
senzilla.

p> dydx =

2. Considereu el camp F = (2% — 2y, 2, 2?) i les superficies
Sy ={r? +9y°+ 22 =4,20"+2y* <32 +3}, Sy ={20"+2y* =32+3, 27 +9°+ 2% < 4}

(a) Comproveu que 057 = 05;.

(b) Calculeu la circulacié del camp F' sobre la corba 0S2 amb l'orientacié induida per la
de Sy orientada pel camp normal (4x,4y, —3).

(c) Calculeu el flux del camp F sobre la superficie {z = 1} N W orientada per (0,0, 1).
(d) Calculeu el flux sortint del camp F per la vora del cos W tancat per S = S; U Ss.
(e) Considereu el camp vectorial G = (2% + z — 2y — 4yz3, 23 — y + 2, 2%). Deduiu de
I’apartat anterior el flux sortint de G a través de S.
Resolucié:

(a) Intersequem les superficies:

3(z+1)
22 g2 a2 =
" +y 25"ty 5
i tenim §S; = 05, = {z = 1,2% + ¢y* = 3}
(b) o(t) = (V/3cost, —/3sint, 1), t € [0,2x]; llavors
2

circulacio= / < (3cos’t +2v/3sint, 1,1), (—V3sint, —v/3cost,0) > dt = —6m
0
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(c) z=z(x,y) =1 V(x,y) € D={2*+y*<3}
flux= /D < (2* —2y,1,1),(0,0,1) > doedy = A(D) = 3«

(d) Pel t. divergencia:

Va—r?

2m
flux —/ div F dxdydz = 2/ d9/ rdr/Qr —3(rcosf + z)dz = 13m /2

2 V3
on hem usat que / cos QdG/ f(r)ydr=0
0 0
(e) flux = / div G dxedydz = / div F dxdydz
w w

3. Considerem el camp vectorial F(z,y,z) = (23,93, 23).

(a) Deriva F' d’un potencial escalar? De potencial vector? Justifiqueu la resposta i, en
cas afirmatiu, trobeu el camp corresponent.

(b) Calculeu el flux sortint de F' a través de la superficie
Py =1

(c) Calculeu la circulacié de F al llarg de la corba C' interseccié en el primer octant de
la superficie anterior i el con (z — 1)? 4+ y* = 2? des del punt (1,0, 0) fins al (0,0,1).

Resolucié:

(a) Fés Cten R?irot F =0, per tant F deriva d'un potencial escalar f(z,y, z) tal que

N
N
'

2y
Navors, f(z,y,z) = T + 1 + i +C.

(b) Pel t. de la divergencia:
2m w/2 1
flux = / div Fdxdydz = 3/ da/ dﬁ/ rtcos B dr
z2+4y2+422<1 0 —7/2 0
(c) Circulacié = f(0,0,1) — f(1,0,0) =0
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Examen 11-04-03

1. Sigui f : A — R definida per f(z,y) = x +y, on A = [0,1] x [0,1]. Dividim I'interval
[0,1] en n trossos iguals. Llavors, la suma superior de Riemann val:

(@suﬁAy:L+;* wy%g¢n:1_i. @y%g¢9:1+i

1
(d) Su(f,A) =1+ mct (e) Cap de les anteriors.

Resolucié:
1 1 1 2 1 n 1 1 2 2 2 n 2
SulfLA)==5|-+=-+=F—-F+—F— )+ [+ -+ =+ -+ + -+ )+
n n o n n o n n o on n o n n o on n o on
1 n n n 1 1+n 1+n n 1
P =—|n +n :—2(1+n):1+—.
n o n n o n n 2 2 n n

2. El valor de / vy’ drdydz, on A= {(z,y,2) €ER3 /2 <1,y >0, 2z <2z, y <2z}, és:
A

(a) 0. (b) 128/315.% (c) 1/14.  (d) No esta definit.  (e) Cap de les anteriors.

128

1 2z 2z
R 1”://‘/ 23 dydady = — .
esolucié ) wy 2 dydzde = o

3. El valor de /Af(x,y)dxdy, on A=10,1] x [0,1] 1 f(z,y) = max{z,y}, és:
(a) 1. (b) 1/3. (c) 1/2. (d) 2/3.* (e) Cap de les anteriors.

Resolucié: - .
/jmwz/ fM@+/ fM@://xM@+//yM@:.
A ()20} (@) fo<y) 0 Jy o Jo 3

4. L’area tancada per la corba (22 + y?)? = |y|z és (podeu passar a polars):

(a) 1/2.* (b) 0. (c) /2. (d) w/4. (e) Cap de les anteriors.

T T
Resolucié: En coordenades polars 72 = | sin 6| cos 6, —5 << 5

w/2  rr(0) 1 pm/2 /2 1
A:/ / rdrdf = —/ ]sm@|cos€d9:/ sinf cos0df = —.
—x/2.J0 2 J-n/2 0 2

5. Calculeu el volum tancat per z = 2% —4x +1i1— 2z = 2% +¢>

4
(a) 0.  (b) g (c) ?ﬂ (d) mv/2.*  (e) Cap de les anteriors.
z=a%—4x +1
Resolucié: La interseccio de les dues superficies dona , U

17:1527112
volum = / / dzdxdy = / 4 — 222 — y¥)dxdy =
(@—1)24+ L <1 Ja2—dz+1 4 (171)2+ﬁ<1( v) Y Canvi

2 1
= / / (2 — rr®)V2rdrdd = V2.
o Jo

z—1=rcosb
y = \/2rsiné
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-3 V25—a2 1 -z
6./ dm/ dy+/ da:/ dy =
-5 0 -3 0

@ [l [ ﬁ o) [y /ﬁ v [
/ dy / Ve (e) Cap dels anteriors.

7. Calculeu el moment d’ineércia del solid {(z,y, z) € R3/2? +y*+ 22 < R?, z > 0} respecte
leix z, on p(x,y,2) =1

287 R A RS AT R? ’
() 8;5 . (b) 7;? * (o) 7T9R (@ 87T9R . (e) Cap de les anteriors.

AT R
15

2r  rm/2 R
Resolucio: I, = / / / r? cos? Br? cos fdrdfda =
o Jo 0

8. Calculeu el centre de gravetat del conjunt {(z,y) € R?/0<2<3,0<y <3, (v —1)*+
(y - 1)2 = 1}7 on p(l‘7y) =L

12 N, 1 /3 3 3 3
@ g = (3 —1”’7—”) OG-z ©GF-m57)
(d) (7 — T W). (e) Cap de les anteriors
Resolucié:
Y
Sfroros )
2~
1 1
@ ‘ x
1 2 3
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Examen 30-06-03

1. Calculeu el volum de la regié delimitada per 22 > 22 +9%2+1, 22+y?+22<3, 2>0.

V2 Vz2-1 V3 V3—22 2
Resolucié: Volum=2r / dz / rdr + 2 /f dz / rdr:?ﬂ [~4v2+1+3v3).
1 0 2 0

2. Trobeu el centre de masses del solid homogeni

W={(z,y,2) ER*/0<y<x<3, 2y<z<2y+4}.

2y+4 3
Resolucié: Volum= / dy dz / dr = 18.
Yy

/ xdxdydz / ydxdydz / zdxdydz
=" -2 =" 1 z=W 4

volum volum volum

3. Calculeu 'area del tros d’esfera de centre 'origen i radi 1 delimitada per

$2+y2_x§07 ZZO

Resolucié: oz =V1—22—y% V(zr,y) € D ={(z,y) € R*/ 2* +y* —x < 0}
A(s) =

w/2 pcosf
—/ ./1—|—2’2+z2dxdy—/ dxdy / / 1/2dr—
D1 w/2

coordenades
polars

:—/ /(|sin0|—1)d9——2/ sinfdf + 7 = 1 — 2.
—7/2 0

2+y2

x
4. Calculeu la massa de la superficie z = , z < 3 si la densitat és p = |zy|.

Resolucié: M = / lzy|\/1 + 22 + y2dedy = 4/2+ 2 TV L F x? 4+ y?dzdy n

2 2
z%+y*<6 z>0,y>0 polars

per parts

/2 V6
= 2/ sin 2¢9d9/ r*V1 4+ r2dr = | o bé =
0 0

fent el canvi t = V1 + r2; tdt = rdr

V7 2
= 2/ (t* — ¢?)dt = B[112ﬁ+ 2.
1

5. Calculeu el flux del camp F(z,y,2) = (yz+ f(z),zz+ f(y), 2y + f(2)),on f : R — R és
una funcié de classe C' i f(2) = 4, f(0) = 1, a través de la vora del cub [0, 2] x [0, 2] x [0, 2]
orientada per la normal exterior.

Resolucié: Pel teorema de la divergencia i ﬂux:/w(f'(x) + f'(y) + f'(2))dzdydz =
2 2 42
=3 /W F(x)dedydz = 3 /0 /0 /0 F(x)dedydz = 12[£(2) — £(0)] = 36.
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6. (a) Donat el camp F = (—y3 23, —2%) i C la corba intersecci6 entre 22 + 32 = 2 i
xr +y+ z = 1, amb l'orientacié horaria en la projeccié en el pla z,y, calculeu la
circulaci6 del camp F' al llarg de C.

—

(b) Donat el camp vectorial F' = 13 on 7 = (z,y,z), r =|| 7|, calculeu la circulacié al
r

llarg del cami 23 — zy + y*> = 1, 2 = 0 que va del punt (1,0,0) al (0,1,0).
Resolucié:

(a) Pel teorema de Stokes, prenent S el tros de pla tal que 0S = C, es té / <
c

F.dl >= / < rotF,d% >= / < (0,0,3(2% + 7)), (=1,-1,-1) > dady =
S T

2+212S2

_ 9 9 B _ 2 \/5 3 L
3 (x* + y°)dzdy = 3 redrdf = —6n-
o Jo

2 2<
ity *2 coordenades
polars

(b) Com que rotF = 0, podem calcular la circulacié al llarg de I’arc de circumferencia;
com que F= % és ortogonal en tot punt de la circumferencia, es té / < F , dl >= 0.
r P
7. Calculeu el flux del camp F= (x,—2y,x + z) a través de la superficie
S={*+y"+22=4, 2>1, y>0}
orientada per la normal (z,y, 2).

Resolucié: Com que div F' = 0, considerem les superficies

M={z=1,2"+y"<3,y>0}, T={y=0 2"+22<4 2>1}

Llavors/ <ﬁ,d?9>:/ <ﬁ,E>dS+/ <Fj> dS:/ (x+1)dS+/—2de:
%71- M T M T

A(M) = .

8. Calculeu el volum del solid engendrat per un triangle equilater variable, contingut en plans
perpendiculars a l'eix x, i la base del qual és la corda variable que s’obté a l'intersecar el
pla amb Del-lipse 22 4 2y? = 1

Resolucié:
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Examen 29-10-03

1. Sigui T'(z,y, 2) la temperatura en un punt (x,vy, z) de la bola 22 +y* + 2% < R? i suposem
que T és proporcional a la distancia a l'origen. En quins punts de la bola la temperatura
és igual a la temperatura mitjana?

3 9 3
(a) x2+y2—|—22:1R. (b) x2+y2+z2:ER2.* (c) x2+y2+z2:§R.
2
(d) 22 +y*+22= 76T—4R2. (e) Cap de les anteriors.
2r /2 R 9
3 Iy Tdedyd: /0 /_ s /0 krr® cos wdrdpdd 3
Resolucié: v,,(T) = = = —kR.
v(B) 4 s 4
TR
3 k 9
Imposem T = v, (T) & ky/x? +y> + 22 = ZkR sty i = ERQ.

2. Calculeu el volum limitat per les superficies z = 22 + ¢y?, 2 = 2(2? + y?), y = v i y* = .

1 3 2 )
(a) TR (b) £* (c) %3 (d) IEL (e) Cap de les anteriors.
Resolucié: [ do [ dy [ dz = 3
esolucio: /0 x/z y oy 2=

3. Calculeu 'area de la regié plana que, expressada en coordenades polars, vé donada per
0
{(r,0)| r* < 2 r>0-—1}

(2) 1/3*  (b)2/5.  (¢)1/4.  (d)3/5.  (e) UT.

Resolucié: r=2r2 —1=r=1, =2

r

1 \/0/2 2 \/0/2
A:/de/ rdr—l—/ 0 Tdr:;.
0 0 1 0

-1

4. L’area tancada per la corba r = 1+ sin# en la regio 0 < x < y, és:

b b 8 —4y/m 1 /3m b
—. b) —+ —. ——=—4+4Vv2+1).* d) — +4v2.
@15 Pt (C)8<2+\/_+> (@) 35 +4v2
(e) Cap de les anteriors.
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Resolucié:

/2 1+sin 6 1 r7/2 17/3
A:/ d@/ Tdr:—/ (1+2sin9—|—sin29)d9:—<—7r+4\/§+1>.
w/4 0 2 w/4 8\ 2

5. Calculeu el volum de la regié de R? corresponent a les desigualtats
Pzttt 2- (0P 4 y?) S 2 <6 (a7 +y7).

29 9 43
(a) T (b) °, (c) T (d) s (e) Cap de les anteriors.
6 5 6 2
2 2
Resolucié 2= Z}:>r:1,z:1 6-=r Z}:>r:2,z:2
z=r z=r
2
] NI R
TN |
2 r

Usant coordenades cilindriques:

o 1 6—r2 2T 2 6—r2
V:/ de/ dr/ sz+/ d@/ dr/ rds = 2T
0 0 272 0 1 . 6

6. Sigui W el con d’eix z, alcada H > 0 i base circular de radi R en el pla zy; llavors
/ f(z,y, z)dxdydz és
W

VR*—? VR 2 H——
/ / / f(z,y, z)dzdydx. (b) / / / (x,y, z)dzdydx.*
—~/R*a? —/R2 =2

VRZ—? VR2—=2 H+— —|—y2
/ / . / (x,y, z)dzdydz.  (d) / / . / flz,y, z)dzdydzx.
—/R2—2 —~/R2—22

(e) Cap dels anteriors.

H
Resolucié: L’equacié del con és z = H — —/x? + y2, per tant, és (b).
q BV YD (b)
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7. Dues boles (homogenies de densitat 1) de radis Ry i Ry giren al voltant d'un eix s perpen-
dicular a I'eix que uneix els centres de les dues boles. Siguin d; i do les distancies entre el
centre de la bola de radi Ry i Rs, respectivament, a l’eix s. Si els moments d’inercia, de
cada bola respecte I'eix s, son iguals, llavors es té:

1 1

(a) 75 (Rids + R3dy) = d} + 3. (b) Rids + R3dy = (R} - RY).
2 1 2

(€) SURE — B3t = S(R3— RY). () RIS — Fd = ~(G — ).+

(e) Cap de les anteriors.
5 3
Resoluci6é: Moment d’inercia de la bola de radi R;: 87r1—51 +47T?1d%. Moment d’inercia

5 3

R R
de la bola de radi Ry: 87r1—52 + 47r?2d§. Imposant I; = I, es té la resposta (d).

8. Donat el rectangle R = [1,2] x [0,1] i la funcié f: R — R, (x,y) — y — 2, quin és el

valor de la suma inferior de Riemann?

-t w9

(e) Cap de les anteriors.

J:k=0 k=0 j=0
1 = rN-1 1 &1 N+3 1 N+3\ (N-1)N
= ~—— (N D=5y -—"—k|l = |-N — =
N?,g,{ g Nkt )] N%ZO[ 2 k] N7 ) > 5 ]
N+1
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Examen 09-01-04

1. Trobeu el centre de gravetat del conjunt
{@y): —2<2<6, 0<y<dm, (2—4)7+(@y—2r)?>1}
amb densitat igual a la distancia a 1'eix x = 0.

Resolucié: Per simetria: yg = 27

Y
e
T P
Calculem el z¢(D) del disc:
Massa dise= M (D)= /D xdydx = /O%de /01(47“4—7“2 cos O)dr=2m2=4r

1
x=4+rcosf 0<60<27m
y=2r+rsinf 0<r<1

1 1 2m 1 1 2m 1
xG(D):E/D:chxdy:E/O d@/o r(4—|—’rcos€)2dr:g/o dG/O (167 +7° cos® 0)dr =

1o 1, 121 cos20 1/. 1\ 65
S Jeos 0=+ — [ (= dH_—< —)_—.
47T/0 8+ qeostOldi=dtq ), <2+ 2 ) 2 318716

Calculem z¢(R) del rectangle:

0 6
M(R) :/ |z|dzdy = —/ a:da:-47r+/ xdx - 4m = 47(2 4+ 18) = 807
R 2 0

1 47 0 6 1 8 216 52
ro(R) = g [ v laldrdy = G- (‘ [, | “’Qdﬁ”) =% (‘5 + 7) =15

65
%X807T_EX47T_3133

76T 912

Finalment: z4 = ~ 3,44.

2. (a) Calculeu el volum de la regié limitada per 2 + y* — 2y/22 +¢y2 — 2 < 0,0 < 2 < 2.
(b) Calculeu l'area de la superficie 2% + y? — 2v/2%2 + 32 — 2 < 0, 2z + 3y + 22 = 12.
(c) Calculeu la circulacié del camp F(x,y) = (2y, 3z) al llarg de la corba de R? donada
per 22 + y? — 2y/22 + 42 — 2 = 0 orientada antihoraria.

Resolucié: En coordenades polars: 72 — 2r — rcos < 0 és a dir: r < 2 4 cos 6
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21 p24cos@ 2

(a) / / / rdzdrdf = 97
o Jo 0
3

(b) z:6—x—§y, V(r,y) € K CR?

. 3 17 (27 [2+cos6 o\/17
Area:/ I <—1, _2 —1) | dady — —”/ / rdrd — 72
K 2 2 Jo Jo 4

(c) Pel teorema de Green-Riemann,

ARy 9
/C<F,d€ >= /K(Qx—Py)dxdy—/Kd:rdy—A(K)_577.

3. Considerem el camp F : U — R3, on

F(z,y,2) = < 5 3y 4 )

(22 + 2 — 1)3/27 (22 + 2 — 1)3/2 o

1 U és el domini de definicié d’F'.

(a) Es F un camp gradient? Raoneu la resposta.

(b) Calculeu la circulacié d'F al llarg de la corba parametritzada per

t
i(t) = <2008t,381nt,sin3 2) , te(0,m).

(c¢) Trobeu una parametritzacié o : I — U, d’una corba tancada, que sigui perpendic-

ular a les linies de flux del camp F.

Resolucié:
(a) F és un camp gradient ja que F' = grad f, on
af 3r

or (22 + 42 — 1)3/2

af 3y -3

= = flz,y,2) = + 22% + constant

oy~ @ @y - 1)

af
— =4
0z :
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(b) [ < F.de >= f(3(m)) = £(5(0)) = £(=2.0,1) = £(2,0,0) =2

(¢) Com que F' = grad f i els camps gradient sén perpendiculars a les superficies de
nivell, les linies de flux d’F' sén perpendiculars a les superficies de nivell de f, que

-3
vri+y? —1

(2cost,2sint,0), te€[0,2n].

sén +22* = C. Per tant una possible parametritzaci6 és: o(t) =

4. Sigui W el volum definit per

a? <22+ y?<b?, amb 0<a<b
0<z<g, c>0

i sigui S la superficie total que ’envolta. Comproveu que se satisfa el teorema de la
divergencia per al camp F = (x,yz, z + 22).

Resolucié: 2

1 :10,27] x [0,¢] — S1,  7i =1, A1, = (bcos,bsinb,0)
(0,2) — (bcosB,bsinb, z)

0y :[0,27] X [0,¢] — Sa, i = —pa, A s, = (—acosf,—asind,0)
(0,2) — (acosf,asinb, z)

S3:2=0 V(z,y) € K={(z,y) e R* /a® < z*+¢y* < b*}, 7= (0,0,—1).
Sy:z=c¢ Y(x,y)e K, ©=1(0,0,1).

Caleulem fl, = fly, + fly, + fls, + fls,:

2T rc 7'('19262
fls, = / / < (bcos,bsind - z,bcos ), (beos O, bsind, 0) > dzdf = wh*c +
o Jo
2 2
fls, = —ma*c — 7ra20

fl,, = /K < (,0,2),(0,0,—1) > dedy = 0

fls, = /K < (z,cy,x +¢*),(0,0,1) > dedy = /K(:U + ) dxdy = wc*(b* — a®)

Llavors: flszﬁ(bZ—(f)(c—i—gcQ). D’altra banda, si  és tal que 992=.5;US,US5US,,
/Q div Fdzdydz= /Q (1+32)dudydz = /0 "o / rdr /O (14 32)dz = (b —a2)<c+gc2).

coord.cilind.

Aixi es té / < F,d8 >= / div Fdzdydz.
S Q
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Examen 01-04-04

1. El canvi de variables (z,y) = T(u,v) = (u? — v? 2uv) transforma el rectangle D* =

[1,2] x [1,3] en la regi6 D = T'(D*). L’area de D és

(a) 64/7. (b) 7. (c) 160/3. (d) 39/5. (e) Cap de les anteriors.

| 2u =20
Resolucié: JT = ‘ o0 o | = 4(u* 4+ v?)
N 2/ 3 160
Area D = / (/ 4(u? + "UQ)dU) du = — .
1 1 3
1 2—y
2. Al canviar 'ordre d’integracio /0 dy = f(z,y)dx es transforma en
d / dy. / d / dy.
/ v 1+vV4r—z2— y) 4 o 1—vdz—2?— y) Y
1+v4x— :c2
/ dx/ = 2)2 ,y)dy. / dav/2 (x,y)dy.

(e) Cap de les anteriors.

Resolucié: Recta: y = 2 — . Circumferencia: (r —2)* + (y — 1)* =

Yy
1 77777 |
\ T
1 2
V)
3. El volum del solid V = {(:E,y,z) ER}|0<2<h (1 — ﬂfT‘W
stants estrictament positives, és:
1 1 R? 1 h
(e) V no esta acotat.
2m h(1—rR)
Resolucié: Volum = / ldxdydz = / rdr / do / dz =
R

4. El centre de masses del solid V' = {(x,y, ) ERI|0<z<h (1 -

1.

)}, on R ih sén con-

1 =«
V=35
1
g7rR2h

R

)},onRih

son constants estrictament positives, suposant que la densitat és constant p, és:
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@ 00d) w (o) ©(gehag) @ (555)

(e) No esta definit perque el solid V' no és acotat.

R? R 2m h(1-%
Resolucié: Per simetria £=7=0; com x2+y2:ﬁ(z—h)2; p/ rdr/ da/ ( R)zdz:
0 0 0

mR?h?

1
p . Dividint per la massa que és 3 pmR*h, obtenim que Z = h/4; aleshores (7,7, Z) =
(0,0, h/4).
. Calculeu el volum de la regi6 {(x,y,2): z*+y*—2x+2<0, z>0}

47 s 1 2 s

—. b) —. —. d) —. —.
WT mI @r We @]
Resolucié: 2?2 +y? —2r+2=0<+= (v — 1) +y? < 1 — z; canvi: { r=1= T.COSQ

y =rsinf

1 Vi—z 1 -
Vol:27r/ dz/ T’dT:ﬂ'/(l—Z)dZ:—.
0 0 0 2

. Calculeu I'area de la regié que, expressada en polars, és {(r, 0): asinf <r < 2asin 2}

2 2
(a) 77;@ : (b) 37;@ . (c) 6a. (d) 8a*n. (e) Cap de les anteriors.
21 2asing T asinf 2
Resolucié: A — / a9 / rdr — / 46 / rdr = T
0 0 0 0 4

. Calculeu el centre de masses de A = {(z,y,2) : 2 >0, 1< 2?4 y?*+ 2% <4}, si la den-

sitat en cada punt és la distancia al pla z = 0.

02 B 03D @ ()

(e) Cap de les anteriors.
7r/2d 2m " 2 4. 9 J
/0 /gb/o /1psmgzﬁc0s¢r:%
/2 27 2 :
/ dgb/ / p? sin ¢ cos ¢ dr 229
0 o N1

Resolucié: zg =

. Sigui I = / " 9" dz dy. Aleshores, es compleix:
[1,2]x[3,5]
(a) 2e7 < T < 4e'S. (b)de? < T < 4e’. (c) 2e0 < T < 2%,
(d) 2% < T < 2¢e%. (e)Cap de les anteriors.

Resolucié: 2miny e* " < T < 2maxy e ¥ on A = [1,2] x [3,5].
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Examen 28-06-04

1. (a) Calculeu I'area de la regié delimitada per la corba r = 4 — 3 cos(4a).

(b) Sigui C' la corba d’origen (—1,0,0), final (1/3,0,0) i d’equacions
3zt + 62%y? + 3yt + 82% — 24ay? + 622 + 63> —1=0,y >0, 2 =0.
Calculeu la circulacié del camp F(z,y, z) = (3z%y + 1,23, z) al llarg de C.
(Observacié: Descomponeu F' = F| + Fy, on Fy = (3z%y +1,2%,0) 1 F», = (0,0, 2) .)

Resolucié:

. w/2 4—3 cos(4a) 41
(a) Area = 4/ da/ rdr = —~.
0 0 2

b) F=F+F,on Fy=Vfif=xy+xiF,=/(0,0,z). Per tant,
!
[ < B >= [ < vpa >+ < B >T?L<f<—,0,0>—f(—1,0,0))+

3
/ < By(o(t)), o' (t)dt >:§.

|
0
2. Considereu la superficie S = S; U S,

Slz{(x,y,z):x2+y2+,z:0’ 22_1}
Sy ={(x,y,2): z=—1, —2<x<2, -2<y<2, 2*+y>>1}

orientada pel vector normal (2z,2y,1) a Sy i per (0,0,1) a Sy. Calculeu:

(a) Flux del camp F = (xy?, 2%y, z + 2) a través de S.

(b) Circulacié de F' sobre 9S amb 'orientacié induida.
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Resolucié: 2

Q-
2,—2,—1f ] f

e (2,2, 1)
— T

(a) /M < F.dS >= /_22 dz /_22 dy =16, M = {2 = —1, (z,y) € [-2,2?};

/ < F,dS >= A(D) =
D
D={r=-L2+y? <1h W={r>-12<—a?~y°}

/divF: <F,dS>—/ < F.dS>
w S1 D

=T

|
dedu( 22+ _(m2+y2)d 2 P ds
/gmyz<1 :Ey(x+y+1)/_1 p=S /S< (dS >=16 — 1+ (37/2) + 7 =

N—
So S
2T
16 + —.
* 3
(b) Com que rot F =01 305 és una corba tancada, es té: / < F,dl >=0.
s

3. Sigui W un solid de R3, simetric respecte del pla zy. Notem
Wt ={(z,y,2) e W|z>0} i W~ ={(z,y,2) e W| z<0}.

Suposem que per a tot (x,y,z) € W la densitat p verifica p(x,y, —z) = p(x,y, 2).

(a) Justifiqueu la igualtat / z - p(z,y, z)dedydy = —/ LW p(u, v, w)dudvdw.
W W

(b) Deduiu de (a) que el centre de gravetat de W esta en el pla z = 0.

(c) Sigui W = {(z,y,2) e R®, | 22 +¢y* <1, —1< 2z <1}, amb densitat p(z,y,z) =
(22 + y?)2%. Trobeu el centre de gravetat de W.

(d) Mateixa densitat i pregunta que a (c), perod ara essent
W={(z,y,2) eR¥| 22 +¢* <1, —-1<z<1, x>0, y>0}L

(Nota: Per fer els apartats (c) i (d) no és imprescindible haver fet (a) i (b).)

Resolucié:

(a) Fem el canvi de variable: (x,y,z) = T(u,v,w) = (u,v, —w). Llavors, W~ = T(WT),
JI' = —11i per tant,/ zp(x,y, z)dedydz = /+—w,0(u,v,w)| — 1ldudvdw =
W w

- /W+ wp(u, v, w)dudvdw = —1.
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/ zp(x,y, z)dxdydz / zp(x,y, z)dxdydz + / zp(x,y, z)dxdydz
Massa(W)
p(r,y, z)dzdydz
W

T
~ Massa(W)
(c) Per simetria, Z = 0, segons (b). Pero també T =7 = 0, ja que W també és simetric

respecte dels plans xt =01y =01

p(_x7yaz):p(x7yaz)v p(xa _yaz) :p(xayvz)

(d) Per simetria, Z = 0. També per simetria, T = §. Només cal, doncs,calcular T:
/ zp(z,y, z)drdydz
w

/ p(z,y, z)dedydz

w
s o g B Loz o T
(x* +y°)z%dadydz = re.z% - rdrdfdz = —;
w amia S o Jo 12

cilindriques

S

1 pm/2 1 9
/ r(z® 4 y?) P2 dodydz = / / / rcos-r?- 2% rdrdfdz = —.
w -1.Jo 0 15
(2/15) 8

Esadir,f:y: (/12) =

4. Sigui f la funci6é v/x? + y? + 22. Calculeu les integrals

(a) [ fdudydz, sent W ={(z,y,2) €R®| 2* + 47+ 2* < 1},
W
(b) /Sde,sentS:{(x,y,z)E]R3|x2—|—y2:z2, 0<z<1}

(c) / fdl, sent a(0) = (0 -cosf, 0-sinf, 0), 0 € [0,2x].

Resolucié:

1 r2n /2
(a) / Va2 + y? + 22dxdydz = / / / r-r? . cos pdpdfdr = 7.
w 0o Jo

—7/2

or 1 4
(b) /\/xz—l—y?—i—z?dS:/ / \/§'z~\/§~zdzd9:§,on hem usat
s o Jo

(0, 2) = (2 cosf, 2 -sinb, 2), (0,2) € [0,27] x [0,1], || @o A2 [|= 2v/2.
2 4
(c) / Va2 +y?+ 22l = /0 OVIV2+Pd0 = o [(1+2n°)° —1].
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