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Introduccio

Els plans d’estudis de les enginyeries i les llicenciatures cientifiques acostumen a contenir un
capitol dedicat al Calcul Integral en el qual s’aprofundeix, amb més o menys intensitat, en els
conceptes i resultats d’aquesta branca de les matematiques. El llibre que teniu a les mans esta
basat en un curs de Calcul Integral, corresponent a una assignatura de tercer quadrimestre,
que els autors hem estat desenvolupant durant els darrers 12 anys a I’Escola Tecnica Superior
d’Enginyeria Industrial de Barcelona i és fruit de ’experiéncia adquirida en aquest llarg periode.

El curs parteix de que l'estudiant coneix el Calcul Diferencial d’una i diverses variables, aix{
com la teoria d’integracié en una variable, i que té coneixements elementals d’Algebra Lineal
i Geometria. El contingut que proposem es pot dividir en dues parts: el calcul integral de
diverses variables i el calcul vectorial.

Els tres primers capitols estan dedicats al calcul integral de diverses variables i a les seves
aplicacions. L’objectiu principal d’aquests capitols és fonamentar, des d’un punt de vista alhora
intuitiu i precis, el concepte d’integral i els metodes de calcul més importants, la integracio itera-
da i el canvi de variables. Actualment és relativament senzill utilitzar meétodes computacionals
per calcular integrals de forma efectiva, és per aixd que creiem que és important incidir en la
definicié d’integral, que és i per a que serveix. El capitol 3 recull algunes de les aplicacions
més habituals del calcul integral: el calcul d’arees i volums, el calcul de masses, de centres de
masses, i els moments d’inercia.

En el capitol 4 s’introdueixen les integrals de funcions sobre corbes i superficies. Aprofitem
aquest capitol per recordar com es tracten matematicament aquests objectes, cosa que servira
alhora com a introduccié de la segona part del curs, el calcul vectorial.

Els dos darrers capitols estan dedicats a I’estudi integral dels camps vectorials, la seva circulacié
al llarg d’una trajectoria i el flux a través d’una superficie, i s’estableixen els teoremes integrals
del calcul vectorial: el teorema de Green, el teorema del rotacional o de Stokes i el teorema de la
divergencia o de Gauss. Es indubtable I'interés d’aquesta mena d’estudi en les aplicacions i és
per aixo que hem volgut il-lustrar la seva utilitat incorporant alguns elements de la mecanica de
fluids, com ’equacié de continuitat i I’equacié del moviment d’Euler, o de I’electromagnetisme,
com les equacions de Maxwell.

Aquest és un llibre col-lectiu més enlla dels autors que signem el text, ja que ens sentim hereus
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6 Introduccié

de V’experiencia d’altres professors i companys que, al llarg dels darrers anys, han impartit
I’assignatura i, també, de la interaccié docent amb els molts estudiants que han passat per
les nostres aules. Volem expressar aqui, a tots ells, el nostre agraiment. En especial, volem
esmentar el nostre deute als professors F. Puerta, F. Guillén, A. Jorba i V. Navarro.

Per la composici6 del text i dels grafics hem comptat amb la inestimable ajuda de Rosa Maria
Cuevas. El professor J. L. Ruiz ens ha permes utilitzar el format de llibre dissenyat per ell. El
lector apreciara aquestes aportacions, que milloren la presentacié del text.

Hem intentat presentar un curs equilibrat entre els aspectes teorics i ’orientacié practica que un
text destinat als futurs enginyers ha de mantenir. P. Puig Adam, en el seu faméds llibre Curso
teorico prdactico de Cdlculo Integral aplicado a la fisica y técnica, publicat per primer cop l'any
1944, ja feia referéncia a la necessitat d’establir aquest equilibri. Acabarem amb les paraules
amb que 'admirat Puig Adam clou el seu proleg: “[...] entrego este libro al lector, desedndole
feliz excursion por él ... y recuerdo grato”.

Barcelona, mar¢ 2002
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1

La nocid d’'integral de Riemann

Donada una funcié d’una variable f(x) la integral definida

/ab flz)dx

esta connectada, com s’ha vist en el curs de Calcul Infinitesimal, amb el calcul de ’area limitada
per la funcié i l’eix real, i admet algunes interpretacions fisiques que la fan especialment titil.
Per exemple, la podem interpretar com la distancia recorreguda per un mobil amb velocitat
donada per f(z) des de l'instant a fins a I'instant b.

Hi ha molts altres problemes similars, tan geometrics com fisics, que fan intervenir funcions
de diverses variables. L’objectiu d’aquest primer capitol és introduir la nocié d’integral corres-
ponent. Per fer-ho, prendrem com a guia la definicié d’integral d’una funcié d’una variable, i
ens restringirem sobretot al cas d’integrals de dues variables. Aquesta eleccié del nombre de
variables permet un desenvolupament més grafic i intuitiu de les idees que presentem, encara
que els resultats seran certs en general.

1.1 La integral definida d’una variable

En aquest apartat, de caracter introductori, repassarem succintament la definicié d’integral
d’una variable. Sigui f : [a,b] — R una funcié definida en un interval compacte de la recta
real. Si f(z) és una funcié positiva, el grafic de f determina, amb ’eix d’abscisses, una area
que volem calcular.

La idea de partida és prou simple, consisteix a aproximar ’area que es vol calcular per la suma
de les arees de certs rectangles, com illustra la figura 1.1. Per fer-ho, es subdivideix el segment
[a,b] en n intervals a = xg < 1 < --- < z, = b, de longitud Az; = z;41 — z;, s’escullen punts
¢i € i, xip1] 1 es defineix la suma

S(mi,ci) = f(C())AZIZ() + ... f(cn_l)Awn_l R

que s’anomena la suma de Riemann associada a la particid, i que correspon a la suma de les
arees dels rectangles que aproximen 1’area sota el grafic de f.
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8 Capitol 1. La nocié d'integral de Riemann

Figura 1.1: Aproximacié de I'area per les arees de rectangles

Les sumes de Riemann depenen de les subdivisions realitzades i dels punts intermedis ¢; escollits.
Per formalitzar la definicié d’integral s’ha de fer un pas al limit: es diu que f és integrable en
linterval [a,b] d’integral I si, donat un nombre real qualsevol £ > 0, existeix un § > 0 tal que
per a tota particié de [a,b] amb Az; < §, per a tot 4, les sumes de Riemann associades satisfan
que

|I - S(wl,cz)| <e,

independentment dels punts ¢; escollits. Es a dir, fixat un marge d’error € hi ha un § tal que
les sumes de Riemann definides amb particions de longitud menor que J difereixen de I menys
que €.

Usualment s’escriu N

flz)dz = lin(l)[f(cl)Axl + ... f(cn)Az,].

b d—

No totes les funcions sén integrables. Si la funcié f no estad acotada podem fer les sumes de
Riemann tan grans com vulguem: en efecte, podem escollir els punts ¢; de manera que f(¢;)
sigui tan gran com es vulgui i, per tant, la funcié no és integrable. Es per aixo que es restringeix
I’atencid a les funcions acotades. L’acotacié d’una funcid, pero, no assegura la integrabilitat,
com mostra la coneguda funcié de Dirichlet definida en Iinterval [0, 1] i que pren valors 0 o 1
segons si el punt és racional o no.

1.2 Definicié d’integral en un rectangle

Sigui R = [a, b] X [c,d] un rectangle de R? i f(z,y) una funcié acotada definida en el rectangle
R,
f:a,b] x [c,d — R.

Per definir la integral de f(z,y) en R seguirem el model indicat en ’apartat anterior en el cas
d’una variable, amb alguna simplificacié deguda a ’acotacié de f.

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



1.2. Definicié d'integral en un rectangle 9

Quan f(z,y) sigui una funcié positiva determinarad un volum com el de la figura 1.2, que
volem determinar. En general, si f no és necessariament positiva, no podem parlar del volum

7

Figura 1.2: Volum sota un grafic

determinat per f, en aquest cas volem determinar la integral de f en el rectangle R.

Com que f és una funcié acotada, podem considerar els seus valors extrems

M
m

sup f(z,y), (z,y) €R,
inf f(z,y), (z,y) € R.

Es clar que la integral que volem determinar estara entre els valors mA(R) i M A(R) (on A(R)
és Parea del rectangle R), és a dir, si I és el valor de la integral (pensem en el volum quan la
funcié és positiva, vegeu la figura 1.3), és clar que

mb—a)(d—c)<IT<M{b-a)(d--c).

Donat un nombre natural n € N definim la particié regular d’ordre n del rectangle R com la

M

Figura 1.3: Acotacié del volum sota un grafic
particié de R en subrectangles R;; donats per

Rij = [, mip1] X [Y5,Yj+1)

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



10 Capitol 1. La nocié d'integral de Riemann

on

b—a .
T, = a-+1 , 1=0,1,...,n
n

.d — .
Yi = c+1 c’ 1=0,1,...,n.
n

En la figura 1.4 es mostra la particié regular d’ordre 3 d’un rectangle R. La funcié f esta

dl--

Figura 1.4: Particié regular d'ordre 3 d'un rectangle

acotada sobre cadascun dels rectangles R;;. Siguin

Mi' = sup f(xay)a (a?,y) ERija

mij
1.2.1 Definicié FEs defineix la suma superior n-ésima de [ en el rectangle R segons

Su(f,R) = Mij(wivs — i) (Y1 — ¥j) -
i

Andalogament, es defineix la suma inferior n-ésima per

sn(foR) =Y mij(wis — @) (Y41 — y5)
i

En el cas d’una funcié positiva, aquestes sumes representen les sumes dels volums de base R;;
i algades M;; i m;;, respectivament.

Observem que, a causa de la regularitat de la particid, les arees dels rectangles R;; donades
pels productes (z;+1 — 2;)(yj+1 — y;) son totes iguals a (b — a)(d — ¢)/n? i, per tant, les sumes
superiors i inferiors es poden escriure de la forma,

Sn(f,R) = WZMU,

sn(f,R) = W me .

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



1.2. Definicié d'integral en un rectangle 11

Es clar que, per a tot n, se satisfa que

sn(f, R) < Su(f, R),

i, més generalment, es pot comprovar que donats dos nombres qualssevol n i m, se satisfa que
su(f, R) < Sm(f, R).

1.2.2 Definicié FEs diu que la funcid f és integrable en el rectangle R si existeixen i son iguals
els limits de les successions sn(f, R) i Sp(f, R). Al valor comi 'anomenarem la integral de f
en R.

Es a dir, la integral de f, en cas d’existir, és igual a

/Rf(w,y)d:ndy = lim S, (f, R) = lim s, (f, R) .

En termes geometrics, diem que una figura de I’espai ordinari determina un volum si és possible
aproximar-la amb un marge d’error prefixat, tant des de dintre com des de fora, per una suma
de volums de parallelepipedes.

1.2.3 Observacié Es pot demostrar que, com en el cas de funcions d’una variable, el valor
d’una integral és el 1imit de les sumes de Riemann: partim el rectangle R en subrectangles R;;,
no necessariament de forma regular, escollim punts c;; € R;j, i definim la suma de Riemann
associada per

S(Rij,cij) = Y fleij) A(Rij) -

Aleshores se satisfa que

/ fz,y)dzdy =
R

lim
A(Rij)—

OS(RM’ Cij) .

Sovint es parla que A(R;;) = Az;Ay; és element d’area i que la integral és la suma dels
volums damunt dels elements d’area infinitesimals. Quan parlem en aquests termes voldra dir
exactament que es déna la igualtat expressada anteriorment.

1.2.4 Exemples Per illustrar la definicié d’integral, anem a presentar dos exemples sobre el
quadrat R = [0, 1] x [0, 1], un d’una funcié que no és integrable i l’altre del calcul d’una integral.

1. Considerem la funcié definida per

1, si z€Q,
0, altrament.

f(w,y)Z{

Com que els nombres racionals sén densos en R, els extrems de la funcié sobre la particié
n-esima estan donats per
Mij =1 , m;; = 0,

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



12 Capitol 1. La nocié d'integral de Riemann

i, per tant, les successions de sumes superiors i inferiors sén constants:

i, en definitiva, en resulta que
lim S, (f, R) # lim s,,(f, R),
és a dir, la funci6 no és integrable.
2. Considerem ara la funcié
g(z,y)=1-=.

En aquest cas els valors extrems de g sobre el rectangle R;; corresponen a

Mij = 1—21,'1‘:1—1,
n
41
m;; = 1—.’L‘i+1:1—z+ s
n

com ho mostra una simple inspecci6 del seu grafic (figura 1.5). Aixi les sumes superiors asso-

/

Figura 1.5: Grafic de la funcié f(z,y)=1—=z

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



1.2. Definicié d'integral en un rectangle 13

ciades son:

Sn(f, R)

I
3|~
M
=
.

i, per tant, trobem que

. .on+1 1
lim S, (g, R) = lim 5y 3

que és el valor esperat, ja que es tracta de la meitat del volum d’un cub de costat unitat. Si
realitzem el calcul amb les sumes inferiors trobarem el mateix valor i, per tant, podem dir que
g és integrable en R i que la seva integral és

1
/ (1 —z)dxdy = —.
[0,1] x[0,1] 2

Adverténcia. Com hem assenyalat anteriorment, aquest calcul pretén illustrar la definicié d’in-
tegral, perd aquest no és el metode natural de calcular integrals ja que, en general, comporta
moltes dificultats. Resseguint ’exemple anterior podem assenyalar que hi ha hagut, com a

minim, tres bones coincidencies que no trobarem en general:

1. Els valors extrems M;; i m;; s’han pogut calcular facilment perque la funcié era prou
simple.

2. Hem pogut donar una férmula tancada per a les sumes superiors, cosa que dificilment
succeira.

3. Hem pogut realitzar el calcul del limit de la successié de les sumes superiors.

D’aquests comentaris se segueix la necessitat de desenvolupar técniques que permetin reconeixer
facilment les funcions integrables i realitzar el calcul d’integrals. Els criteris d’integracié els
abordarem en els propers apartats, mentre que el calcul efectiu d’integrals sera 'objecte del
proper capitol. Aix0 no vol dir que la definicié d’integral només tingui interes teoric. Ben al
contrari, amb la possibilitat d’utilitzar potents eines de calcul, els métodes numerics basats en
la definici6é d’integral com a limit han esdevingut corrents.

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



14 Capitol 1. La nocié d'integral de Riemann

1.3 Criteris d’integrabilitat

El primer criteri general d’integrabilitat el déna el resultat segiient.

1.3.1 Teorema Si f és una funcid continua sobre un rectangle R, aleshores f és integrable
a R.

Demostracié. No reproduirem de forma completa la demostracié d’aquest teorema; assenyalem,
pero, la linia general del raonament. Partint de que existeixen els limits de les sumes inferiors
i superiors associades a f, el que s’ha de provar és que

lim (S, —s,) =0,
n
0, equivalentment, que donat un marge d’error £ podem aconseguir la desigualtat
Sn—sn <e,

per a n prou gran. Si escrivim de forma completa aquesta diferéncia en resulta que

(b—a)(d—c)

Sn— Sp = e Z(Mz —myj) .
i,

Com que la funcié és continua, la diferéncia M;; — m;; es pot fer tan petita com es vulgui

augmentant 'ordre n de la particié, en particular podem aconseguir que se satisfaci que

€

Mi'—mij<6:m.

Aqui hem de fer esment d’una subtilesa matematica (coneguda com a continuitat uniforme)
que assegura que aquesta acotacié es pot realitzar simultaniament en tots els subrectangles de
la particié R;j. Acceptarem aquest fet sense donar-ne més detalls. Finalment, podem acotar la
diferencia entre les sumes superiors i inferiors segons

S s = WZ(M% — i)

2

(b—a)(d—c) | €
D z]: b—a)d—0)

= E=€.
n? 4=
12y

Aquest resultat déna un criteri comode d’integrabilitat de forma que, per exemple, podem
assegurar l’existencia de les integrals

Ty
(1 —z)dzdy, / dzdy .
/[071]><[071] 1,2)x[0,5) 2% +1

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



1.3. Criteris d'integrabilitat 15

Es, perd, clarament insuficient, ja que hi ha funcions discontinues que sén integrables com, per
exemple, la funcié esglaonada definida en el rectangle [0, 2] x [0, 1] segons

2, 0<z<1,

)

que té el grafic representat en la figura 1.6.

Figura 1.6: Grafic d'una funcié esglaonada

En efecte, en aquest cas el volum sota el grafic de f és 2+ 1= 3.

D’altra banda, en I’apartat anterior hem vist un exemple de funcié (fortament discontinua) que
no és integrable. La pregunta que aix0 suggereix és: quina mena de discontinuitat pot admetre
una funcié integrable? Intuitivament, la resposta és que les discontinuitats de f formen un
subconjunt del rectangle R que no tingui area. Anem a descriure aixd de forma més precisa.
En la definicié segiient entendrem per regid poligonal del pla tota regié de R? formada per
superposicié d’un nombre finit de rectangles o trapezis.

1.3.2 Definicié Direm que un subconjunt B de R? és un conjunt d’drea zero si es pot incloure
en una figura poligonal d’area arbitrariament petita, €s a dir, si, donat qualsevol € > 0, existeiz
una figura poligonal del pla, P, amb B C P i

area (P) < €.

1.3.3 Exemples

1. Tot conjunt B format per un nombre finit de punts, B = {p1,...,p,}, és un conjunt d’area
zero. En efecte, és suficient prendre quadrats P; de costat /g/r i centrats en cadascun dels
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16 Capitol 1. La nocié d'integral de Riemann

punts p;, amb la qual cosa tindrem una figura poligonal d’area
T T
N \/g 2 1 g
area(P) < —)" =€ —=—-<e.
(P) < ;( =) ; S =-<

2. El conjunt imatge C' d’una corba parametritzada C* del pla, v : [a,b] — R?, C' = v]a, b],
és d’area zero. En efecte, si £ és la longitud de la corba, considerem un nombre finit de punts
pi, 1 <14 < m, sobre C tals que la longitud entre p; i p;11 sigui < £/n, i considerem un quadrat
de costat 2¢/n centrat en cadascun d’aquests punts (vegeu la figura 1.7).

Figura 1.7: Una corba rectificable té area zero

D’aquesta forma s’obté una regié poligonal d’area acotada per

n+1 2

2020 4

nn - we
i=1

que, per a n prou gran, és tan petita com es vulgui.

En particular, els grafics de les funcions C'* d’una variable, y = ¢(z) o z = 9(y), definides en
un interval finit donen lloc a conjunts d’area zero.

1.3.4 Observacié La hipotesi de que les corbes parametritzades estan definides per funcions 7
derivables amb continuitat s’ha usat, en ’exemple anterior, per assegurar que C té una longitud
finita

b
e=/ 12 | dt,

ja que la continuitat de +'(t) assegura l’existéncia d’aquesta integral (vegeu un estudi més
complet d’aquest punt al capitol 4). Aquesta hipotesi es pot rebaixar en algunes circumstancies.
Per exemple, els grafics de funcions continues en un interval compacte, és a dir, corbes del tipus
(z,0(x)) o (¥(y),y) on ,1 sén funcions continues, sén d’area zero. No és cert perd que, en
general, la imatge d’una aplicaci6 continua v : [a,b] — R? sigui d’area zero, vegeu els exemples
4.1.6.

Una manera de generar conjunts d’area zero la proporciona el resultat segiient, de demostracié
immediata.
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1.3. Criteris d'integrabilitat 17

1.3.5 Proposicié La unid finita de conjunts d’area zero és un conjunt d’area zero. ]

Aixi podem generalitzar ’exemple 2 de la forma segiient:

1.3.6 CoroHari Si B C R? és una unié finita de conjunts imatge de corbes C*, aleshores B és
un conjunt d’area zero. [ ]

Amb aquests preliminars podem establir una generalitzacié del teorema anterior.

1.3.7 Teorema Sigui f una funcié acotada definida sobre un rectangle R. Notem
B ={(z,y) € R/f no és continua en (z,y)}.

Si B és un conjunt d’area zero, aleshores f és integrable a R.

Demostracié. Amb les notacions de 1.2, veurem que la diferéncia entre les sumes superiors i les
sumes inferiors associades a una particié pot fer-se tan petita com es vulgui.

Sigui, doncs, R;; una particié de R. Aleshores podem escriure:
Su(f) = sn(f) =Y (M — mij)(wipr — i) (W1 — ;) -
(2]
Descomponem aquesta suma en dos termes segons si el rectangle R;; talla B o no:

Sa(f)=su(f) = D (Mij=mij)(@im1—2) (Y —y)+ Y (Mij=mig)(@ip1—2:) (y41-95) -
R;;NB=0 R;jNB#0

Prenent n prou gran i com que la funcié és continua fora de B, podem suposar que se satisfa

que
13
Mo — s
i =i S AR)

per als i, j del primer sumand. Aix{, aquest terme esta acotat superiorment per

D (Mij = mi)(@in — x:)(yj1 — y5) < %(R) Y (@inr — @) (yjer —y5) <

N ™

Respecte al segon sumand, com que B és un conjunt d’area zero, existeix un n a partir del qual
la suma de les arees dels rectangles R;; que tallen B és menor que £/2(M —m) i, per tant,

> My —myg) (@i —z) (Y —y) < D (M —m)(@ipr — 2 (Y1 — 9))
R;;NB#0

< (M —m) =¢e/2.

9
2(M —m)

En definitiva, trobem que S,(f) — sn(f) < e. [
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18 Capitol 1. La nocié d'integral de Riemann

Aixi, per exemple, una aplicacié directa d’aquest resultat permet assegurar existencia de la
integral sobre [—2,2] X [—2,2] de la funcié

1 si 2 +y* <1,

ja que les discontinuitats dibuixen una circumferéncia, que és un conjunt d’area zero.

1.4 Integracié en dominis més generals

El concepte de conjunt d’area zero no solament déna un criteri d’integrabilitat com ’enunciat
anteriorment, sind que, a més, permet estendre la nocié d’integral sobre un rectangle a regions
més generals.

Direm que D és un domini elemental si és un subconjunt compacte (és a dir, tancat i acotat)
del pla que té frontera d’area zero. Segons els exemples esmentats en ’apartat anterior, un
domini acotat limitat per un nombre finit de corbes diferenciables sera un domini elemental.
Aixi, per exemple, un cercle o un rectangle sén dominis elementals.

Observem que donat que un domini elemental D és acotat, podem considerar un rectangle
R que linclogui, D C R. Si f és una funcié acotada definida sobre un domini elemental D,
considerem l’extensié de f al rectangle R definida en la forma

7 _J flxyy), st (2,y) €D,
flay) = { 0, altrament .

1.4.1 Definicié FEs diu que f és integrable a D si f és integrable a R, i en aquest cas es defineiz
la integral de f a D per

/f(x,y)da?dy :Z/f(w,y)dl‘dy-
D R

Cal observar que el fet que els conjunts d’area zero no distorsionin la integrabilitat d’una
funcié fa que la definicié tingui sentit. D’altra banda no és dificil comprovar que la definicié és
consistent, en el sentit que no depen del rectangle R escollit.

1.4.2 Definicié Sigui D una regio elemental del pla. Es defineix l’drea de D segons
A(D) = / dzdy .
D

Els resultats de "apartat anterior s’estenen sense dificultat i donen:

1.4.3 Teorema Sigui f una funcid acotada definida sobre un domini elemental D C R2. Si f
és continua llevat d’un conjunt d’area zero, aleshores f és integrable a D. [ |
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1.5. Propietats de la integral 19

En particular, les funcions continues sén integrables sobre dominis elementals. Aixi, per exem-
ple, podem assegurar ’existencia de les integrals

2
x° —xy 3cosx
————— dxdy, / —— dzdy .
/xz+y2§1 z? + y2 +1 z2<y<1 y2 +1

1.4.4 Observacié En algunes situacions és convenient integrar sobre conjunts oberts de R?. Si
U C R? és un obert tal que D = U és un domini elemental (en particular, U esta acotat), i f
és una funcié acotada sobre U, es defineix la integral de f en U segons

/ f(,y)dady = / Fla,y)dedy,
U D

on f(z,y) és una extensié qualsevol de f a D. El fet que la vora de D sigui d’area zero assegura,
que la integral aixi definida no depén de 'extensié f escollida.

1.5 Propietats de la integral

Un cop establert el concepte d’integral doble, podem enunciar-ne les propietats basiques, que
son completament analogues a les propietats corresponents per a les integrals de funcions d’una
variable.

En tot aquest apartat D sera un domini elemental del pla i f, g funcions integrables sobre D.
Les segiients propietats de la integral es deriven facilment de les definicions:

1. Linealitat: f + g és una funcié integrable, i se satisfa que

/D(f+g)=/Df+/Dg-

2. Homogeneitat: si ¢ és una constant, cf és una funcié integrable, i se satisfa que

/Dcf:c/Df.

3. Monotonia: si en tot punt de D es té que f(x,y) > g(x,y), aleshores

[r=]s

—Ifl < F<If1,

[ n< [

Aplicant aquesta desigualtat a

en resulta la desigualtat
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20 Capitol 1. La nocié d'integral de Riemann

4. Additivitat: descomponem D en la forma D = Dy U D>, on D7 i Dy sén dominis elementals
que només tenen contacte a la frontera. Si f és una funcié integrable sobre cadascun dels D,
1 = 1,2, aleshores f és integrable a D i se satisfa que

Jot= bt

Una conseqiiencia important de la monotonia és:

1.5.1 Teorema del valor mig Sigui f una funcid integrable en un domini elemental D, i notem

m = min z,Y),
in fz,y)
M = max z,Y),
(max fz,y)

els valors minim i maxim de f a D. Aleshores, se satisfa que
mAD) < [ fle.y) dedy < MAD).
D

En efecte, el resultat se sequeiz immediatament d’aplicar la propietat de monotonia a les desi-
gualtats
m < f(z,y) <M. L

En el cas en el qual f(z,y) és una funcié continua i D és connex, el teorema de Bolzano assegura
que tot nombre entre m i M és el valor de la funcié f en algun punt (zg,yo) de D, i, per tant,
el resultat anterior pot enunciar-se de la forma segiient.

1.5.2 CoroHari Sigui f una funcié continua en un domini elemental connex D. FExisteix un
punt (xo,y0) € D tal que

/D f(z,y) dedy = f (w0, y0)A(D). -

El teorema del valor mig pot servir per acotar el valor d’una integral. Aixi per exemple, és facil
comprovar que se satisfa que

47 < / e“zﬂ’zdwdy < de'r.
z2+y2<4

1.5.3 Observacions De les propietats de la integral, i més particularment del teorema del valor
mig i de la propietat d’additivitat, se segueixen dos fets remarcables: la continuitat de la integral
respecte de la funcié i respecte del domini.

1. La integral varia continuament amb la funcid. De fet, si f(z,y) i g(x,y) sén funcions
integrables en un domini D i se satisfa que

|f($;y) _g(l',y” <e,
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1.6. Integrals sobre regions de tres o més variables 21

per a tot (z,y) € D, aleshores es té que

IA

/D f(z,y) dudy — /D g(w)dmdy‘ /D (@) — g, )] dedy
eA(D)

<

Aixi, si € és molt petit, els valors de les integrals de f i de g sén molt propers.

2. La integral depén continuament del domini d’integracié. Suposem que D* = DU D', on D*,
D i D' s6n dominis elementals del pla, que la interseccié DN D' és d’area zero i que I’area de D'
és molt petita, A(D') < e. Per 'additivitat de la integral, per a tota funcié integrable f(z,y)
se satisfa que
f@p)dody = [ fGag)dody+ [ floy) dsdy.
D* D D

Aixi, si M és una cota de la funcié f en D', és a dir, si se satisfa que |f(z,y)] < M per a tot
(z,y) € D', aleshores es té que

F(z,y) dwdy‘ < [ 15l dedy < MAD') < e,
D’ D’

i, per tant, la diferéncia entre les integrals de la funcié f en D o en D* és menor que Me.

1.6 Integrals sobre regions de tres o més variables

Cadascuna de les definicions i resultats que hem establert per a integrals dobles admet una
extensié natural per a tres o més variables. Per exemple, en el cas de tres variables comencariem
integrant una funcié acotada f sobre un interval de la forma

B =[a,b] x [c,d] x [e, f],

prenent les sumes superiors i inferiors associades a una particié de B. En aquest cas una particié
regular de B correspondra a una subdivisié en blocs

Bijr = [zi, Tiv1] X [y, Yj+1] X [2k, 2h41]

on

) d—c
Ti=a+1 , yj=c+j——, zr=e+k
n n

f—e
—

Aixi, si M;j; indica el valor maxim de la funcié f en el bloc Bjji, les sumes superiors es
defineixen segons

S(f,B) = Y Mir(eis — ) (yir — y5)(zea1 — 2¢)
i,J,k
_ (b—a)(dn—f)(f —e) S Mgk
i,j,k
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22 Capitol 1. La nocié d'integral de Riemann

Analogament, es defineixen les sumes inferiors. La integral de f a B és aleshores

| f@0.2) dsdyds = 1w S, (£, B) = Lims,(£. B),
B

entenent que una funcié és integrable quan existeixen els limits indicats i sén iguals.

A banda dels canvis de notacié imposats pel canvi de dimensid, tots els resultats enunciats en
els apartats 3, 4 1 5 es traslladen sense dificultat a la nova situacié. Potser val la pena, pero, fer
una referéncia als dominis elementals de R?: sén aquells subconjunts compactes B que tenen
frontera de volum zero. S’entén que un conjunt C' C R® té volum zero si, fixat un nombre
real € > 0 existeix un conjunt finit de cubs By,...,B,, de forma que C C By U---U By, i
vol(B;) + - - - + vol(By,) < . Per exemple, un rectangle R del pla té volum zero, ja que, donat
g, estd inclos en el cub R x [—4,4] si prenem § < €/A(R). Reprenent els exemples de §1.3,
remarcarem que els cossos limitats per un nombre finit de superficies diferenciables sén regions
elementals.

Aixi, per exemple, una bola de radi R, 22 +y?+2? < R? és un domini elemental, o el cos limitat
per dues funcions diferenciables sobre un rectangle, {a < z < b,c <y < d, f(z,y) < z < g(z,y)}
(figura 1.8), és un domini elemental.

|

¥
N

-

Figura 1.8: Un domini elemental de R3
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2

Calcul d’integrals

En el capitol anterior hem establert la nocié de funcié integrable, perd no hem donat metodes
efectius per al calcul d’integrals. En aquest capitol establirem dos resultats fonamentals per al
calcul d’integrals: el teorema de Fubini i el teorema de canvi de variables, que il.I amb diversos
exemples.

El capitol inclou, a més, un apartat dedicat a les integrals impropies de diverses variables, i
acaba introduint algunes nocions elementals d’integracié aproximada.

2.1 El Principi de Cavalieri

Dediquem aquest apartat a I’anomenat Principi de Cavalieri, ja que és un principi que mo-
tiva geometricament els resultats que provarem en propers apartats, alhora que ha jugat un
important paper historic en el desenvolupament del calcul integral.

Donat un cos V de R?, que suposarem compacte, és intuitivament clar que entenem pel volum
de V. De fet, en el cas de cossos prou regulars (com ara un parallelepipede, un cilindre, una
esfera, ...) disposem de férmules per calcular-ne els volums. Ara bé, com es pot calcular el
volum d’un cos V' en general? Anem a fer unes consideracions heuristiques que ens conduiran
al Principi de Cavalieri.

El Principi de Cavalieri diu que podem calcular el volum del cos V' com la “suma” de les arees
de les seccions obtingudes en llescar V' per un feix de plans parallels. En particular, afirma que
dos cossos amb les mateixes seccions tenen el mateix volum. Més concretament, suposem que
considerem el pla secant a V definit per z = zp, a < £y < b (on a i b sén els valors minim i
maxim, respectivament, de z a V') i notem per A(zg) l'area de la seccié VN {z = z¢} (vegeu la
figura 2.1).

S’obté aixi una funcié d’una variable A(z). Si interpretem ara que la “suma” de les arees A(x)
és la integral de A(x) entre a i b, el Principi de Cavalieri es concreta de la forma segiient:
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24 Capitol 2. Calcul d’integrals

Figura 2.1: Seccié d’un cos per un pla x = zg

b
Principi de Cavalieri: vol(V') :/ A(x)de.
a

Caldra, pero, saber calcular les arees A(x) per tal que aquest criteri sigui efectiu. Restringim-
nos a una situacid especial, on aix0 sigui possible. Suposem que V correspon a un cos limitat
per una funcié positiva de dues variables f(z,y) definida en un rectangle [a,b] x [¢, d], és a dir,

V={(z,y,2)/a<z<b,c<y<d, 0<z<f(z,y)}.
En aquest cas, les arees A(z) corresponen a les integrals d’una variable

d
Alx) = / fy) dy.,

i, pel Principi de Cavalieri, s’ha de satisfer la igualtat

vol(V):/abA(:n)dm:/ab </Cdf(a:,y)dy> dz |

Es a dir, el Principi de Cavalieri estableix que el volum sota la funcié f(z,y) es calcula mit-
jancant una integral iterada.

La justificacié que hem esbossat de la férmula anterior no és una demostracié, no obstant
anem a comprovar que aquesta formula se satisfa en el cas particular d’'un cos regular del qual
coneixem el volum a priori. Considerem el volum limitat pel grafic de la funcié (vegeu la figura
2.2)
f: 0,1 x][0,1] — R
(z,y) — 1—=.

Donat que el cos correspon a la meitat d’un cub de costat 1, el seu volum és 1/2. Comprovem
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2.1. El Principi de Cavalieri 25

J

Figura 2.2: Grafic de la funcié f(z,y) =1—=z

ara que el Principi de Cavalieri déna el mateix valor:

vol(V) = /01 </01(1—a:)da:> dy:/ola:—x—;

1

El Principi de Cavalieri és independent del feix de plans parallels que haguem utilitzat per
llescar el cos V. Aixi, per exemple, si es prenen plans parallels al pla y = 0 i es denoten per
A(y) les arees de les seccions corresponents, hauria de satisfer-se que

d
vol(V) = / A(y)dy,

/;A(aj)da::/ch(y)dy.

En el cas del volum corresponent al grafic d’una funcié positiva, s’obté la igualtat

b df(w,y)dy dr = ' bf(x,y)da? dy . (2.1)
[ v

Pot comprovar-se facilment que les dues integrals coincideixen en ’exemple anterior.

és a dir,

En definitiva, si acceptem aquest principi podriem inferir que les integrals de dues variables
es calculen integrant iteradament aquestes variables, independentment de ’ordre emprat en
la iteracié. El teorema de Fubini, que establirem en el proper apartat, delimita la validesa
d’aquesta inferéncia.
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26 Capitol 2.  Calcul d’integrals

2.2 El teorema de Fubini

Les integrals que apareixen a (2.1) s’anomenen integrals iterades. El Principi de Cavalieri
suggereix que es pot reduir el calcul d’una integral doble a dues de simples. En efecte, es té el
resultat seglient:

2.2.1 Teorema de Fubini Sigui f : R = [a,b] X [¢,d] = R una funcid continua. Aleshores,
ezisteizen les integrals iterades i se satisfan les igualtats:

/ab (/Cdf(w,y)dy> da::/RfdmdyZ/cd (/abf(w,y)dm> dy .

Demostracié. Provarem la igualtat

/ab (/Cdf(x,y)dy> dxz/Rfdxdy,

ja que laltra es fa de forma analoga.

d
Sigui F'(z) :/ flz,y)dyic =y < y1 < -+ < y, = d, una particié regular de [c,d].

C
Aleshores, es té que

Com que f és una funcié continua, podem utilitzar el teorema del valor mig integral per a
cadascuna de les integrals que apareixen en el sumatori anterior per deduir l’existencia de
punts di, € [y, yr+1], per a k € {0,1,...,n — 1}, de forma que es té la igualtat

n—1

F(z) =Y f(z,de)(yrr1 = yp)-
k=0

(Els punts dj, depenen, alhora, del punt x fixat a priori, encara que no ho recollirem en la
notacio.)

De la definicié d’integral d’una variable com el limit d’una suma de Riemann s’obté que

n—1

b
/ F(x)de = nll)néo ZZ F(eo)(mer1 — x0)
@ =0
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2.2. El teorema de Fubini 27

ona=xy<z <- <z, =Db, és una particié regular de [a,b] i ¢; € [x¢,2¢41]. D’aqui en

resulten les igualtats
b
/ F(z)dz

/Cb/[df(x,y>dydx
n—1

= nhﬁrréo Z F(eo)(xppr — )
£=0
n—1ln—1

= lim > > flee, di)(Yrr1 — yi) (@epr — o)

n—00
{=0 k=0

/Rfda:dy. u

2.2.2 Exemples

1. Integrem la funcié f(z,y) = zcoszy en el rectangle [0,7/2] x [0, 1]. Segons el teorema de
Fubini, el calcul és igual a la integral iterada:

/2 pl w/2
/ / x cos xy dydr = / sin zy
0 0 0

2. Es immediat comprovar que si f(z,y) = g(z)h(y), amb g i h funcions continues, aleshores

es té que
b d
| raedy= [garaz- [ nean.
En particular, per exemple,

2 3
2

/ $y2da:dy:/ a:da:-/ y2 dy :§-—6:13‘
[1,2]x[1,3] 1 1 2 3

Com hem assenyalat en el capitol anterior, sovint és necessari integrar funcions sobre regions
que no son rectangulars. En aquests casos hem definit la integral considerant ’extensié per zero
de la funcié sobre un rectangle. Es per aixo que és convenient disposar del teorema de Fubini
per a funcions no necessariament continues. En aquest cas, pero, el resultat és una mica més
delicat, per la qual cosa ’enunciarem sense demostracié.

x/2 w/2
da::/ sinzdx = —coszx =1.
0

y=0 0

y=1

2.2.3 Teorema de Fubini Sigui f : R = [a,b] X [¢,d] = R una funcié acotada tal que el conjunt
d

de les seves discontinuitats és d’drea zero. Si existeix la integral flz,y)dy per a cada
(&

b d
x € [a,b], aleshores existeix la integral iterada / (/ flz,y) dy> dz 1 se satisfa que
a C

/ab (/jf(:n,y)dy) dw:/Rfd:Udy.
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b

Andglogament, si | f(z,y)dx existeix per a caday € [c,d], aleshores ezisteix la integral iterada
a

/Cd </b f(@.y) d:v) dy i se satisfd que
[ ([ )= [ s '

Per tant, si se satisfan totes les condicions del teorema alhora, existeixen i coincideixen les dues
integrals iterades i son iguals a la integral de f en el rectangle R:

/ab/cdf(a?,y)dyda?:/cd/abf(m,y)da:dy:/Rfda:dy.

Pel que fa a notacid, usarem indistintament

/abdx/cdf(w,y)dyZ/ab/cdf(w,y)dyda::/ab (/jf(:n,y)dy) g
/Cddy/abf(w,y)dm:/Cd/abf(w,y)dxdyZ/cd (/abf(:v,y)dw> dy .

per indicar les integrals iterades corresponents.

o bé

2.2.4 Observaciéo Abans d’aplicar el teorema de Fubini per integrar funcions continues sobre
regions elementals en alguns exemples concrets, analitzem les hipotesis del teorema en la versié
més general.

1. En l’enunciat de 2.2.1 no hem imposat l'existencia de les integrals iterades ja que aquesta
esta assegurada pel fet que la funcié f és continua. En efecte, si f és continua, aleshores fixada
una z € [a,b] qualsevol, la funcié y — f(z,y) és continua i, per tant, integrable a [c,d]. A
més, la funcid

d
v [ fwn)dy
és també continua a [a, b] i, en conseqiiencia, integrable a [a, ], d’on se segueix l'existéncia de
la integral iterada /b /df(a:,y) dydz.
a c
2. Es pot donar el cas que la integral

d
F(z) = / F(z,y) dy

no existeixi per a un nombre finit de valors de z. Com que la integral

/:F(a:)da:
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2.2. El teorema de Fubini 29

no s’altera si modifiquem els valors de F(x) en aquests punts donant-los el valor zero, per
exemple, podem aplicar encara el teorema de Fubini.

Considerem un cas concret: sigui f :[0,1] x [0,1] — R la funcié definida per

1, siz#£1/2,
fle,y) =4 1, siyeQ, siz=1/2,
0, siye R\Q, siz=1/2.

f és una funcié acotada i el conjunt de les seves discontinuitats estd contingut en l'interval
x = 1/2, per la qual cosa és un conjunt d’area zero. Aixi, f és una funcié integrable a [0, 1]x[0, 1].
Per a z = 1/2 la funcié y — f(1/2,y) no és integrable, no obstant, l’observacié que acabem
de fer ens permet aplicar la integracié iterada i deduir que

1 1 1
/ f(w,y)dxdyz/ / f(x,y)dydxz/ dr =1.
[0,1]x[0,1] o Jo 0

3. En general, si f és una funcié integrable, no tenen per que existir les integrals iterades. El
teorema 2.2.3 diu que, en cas d’existir alguna de les integrals iterades, el seu valor coincideix
amb el de la integral de f.

Considerem, per exemple, la funcié f : [0,1] x [0,1] — R definida per

1, z¢Q,
1
f(xyy): ’1 we%’ y¢Q’
1—>=, x =< irreductible , y € Q.
q q

La funcié f és integrable, d’integral igual a 1. Tenim, pero, que la integral iterada respecte de
y és:

F(m)z/olf@,y)dy:{ 1siy¢Q,

no existeix, si z € Q.

Aixi, tot i que redefinim la funcié F'(x) assignant el valor zero als punts racionals, la funcié
resultant no és integrable i, per tant, no existeix la integral iterada

/01 /01 f(z,y) dydx .

4. Allo que no diu el teorema de Fubini és que ’existencia de les dues integrals iterades impliqui
que f sigui integrable. D’altra banda, si existeixen les integrals iterades i no sén iguals, la funcié
no és integrable. En el llibre d’Apédstol trobareu un exemple on es déna aquesta situacid, és a
dir, una funcié acotada en un rectangle, que té les dues integrals iterades diferents i que, per
tant, no és integrable.

Si admetem, momentaniament, integrals de funcions no acotades (vegeu I’apartat 2.7), aleshores
és més senzill donar un exemple.
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Considerem la funcié

__r-y
f(l',y)— ($+y)3,

en el quadrat [0,1] x [0, 1]. Calculem una integral iterada:

// G - /01/01<(xiy)2_(x-2+yy)3>dwdy

z=1

y
= - +
/0 r+y (z+4+y)?
r=

- | G ot »

L 1
_ _/ dy 1
B 0 (1+y)2_1+y0

Si calculem I’altra integral iterada trobarem

-y 1
// @ty? dyda: 3

Com que els valors resultants sén diferents, la funcié no és integrable.

2.3 Exemples

Dediquem aquest apartat a presentar alguns exemples d’aplicacié del teorema de Fubini per
integrar funcions continues sobre dominis elementals del pla. Considerem dominis elementals
D C R? tals que les rectes verticals o horitzontals només tallin la frontera 0D de la regié en
dos punts. El cas més general es reduira a aquesta situacié usant ’additivitat de la integral.

Figura 2.3: Un domini elemental

Sigui f(z,y) una funcié acotada i continua llevat d’un conjunt d’area zero. Sigui D un domini
limitat per les rectes x = a i & = b, amb a < b, i les corbes y = p1(x) i y = p2(x), amb
v1(z) < @a(x), i essent i i @y funcions continues a [a, b] (vegeu la figura 2.3).
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Si ¢ id s6n els valors minim i maxim, respectivament, de o1 i @2 sobre [a, b], aleshores hem
definit la integral de f en D per

/ fdzdy = / fda:dy , (2.2)
D la,b]x[e,d]

on fés I’extensié de f per zero fora de D. Per poder aplicar el teorema de Fubini ha d’existir
la integral

d _ e1(z) _ p2(z) _ d
) dy = ) d + ) d + ) d )
/C Fle,y)dy / Fa,y)dy /W) Fla,y)dy /W) Fle,y)dy

que certament existeix, ja que podem fer cadascuna de les tres integrals anteriors. A més, tal
com hem definit f, resulta que

e1(x) _ d  _
/ f(w,y)dyZ/ ( )f(:v,y)dyZO,
c pa(x

i, per tant, es té que
d w2(x)
/ fla,y)dy = / flz,y)dy.
c v1(z)
En definitiva, en resulta la férmula segiient:

[ o = /: ( /:j:) m,y)dy) . 23)

Sovint escriurem les integrals dobles sense usar els parentesis, i entendrem que s’integra la
integral de més endins respecte del diferencial que es troba en primer lloc, i integrarem després
la funcié que s’obté respecte de la segona variable entre els limits de la primera integral que es
troba.

Figura 2.4: Eldomini0< 2 <1, 0<y <z
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2.3.1 Exemple Calculem el valor de la integral doble de f(z,y) = 2> + 4> a D, on D és el
domini limitat per les corbes y =0, # =0, y = 2% i z = 1 (vegeu la figura 2.4).

Segons la férmula anterior, es té que

1 2?2
1:/ fdmdy:/ / (z* + y*) dydz .
D 0 0

Aixi, calculant primer la integral respecte de la variable y, deixant la variable z constant, i
integrant després respecte de la x, trobem:
z? 1 213
x
da’;:/ (m2$2+u)d$
0

1 3

2 Y

oY + -
/o 31 3

— /1($4+$_6)d1-:$_5+$_7 26
0

3 5 21|, 105

I

1

Suposem ara que el domini D esta limitat per les rectes y = ciy = d, amb ¢ < d, i les corbes
x = 1(y), x = 2(y), amb 11 (y) < a(y), essent ¢y, 2 funcions continues a [e,d] (vegeu la
figura 2.5). Aleshores, aplicant el teorema de Fubini de forma analoga a com ho hem fet en la
situacié anterior trobem que la integral d’una funcié f(z,y) sobre el domini D s’escriu

d Y2 (y)
dzdy = ,y) d. dy . 2.4
/way /C</wl(y) fz,y) w) y (2.4)

Figura 2.5: Un domini elemental

2.3.2 Exemple Sigui D el triangle determinat per les rectesy =0,y = z i x+y = 2. En aquest
cas, podem descriure D de la forma: 0 <y < 1,y <z < 2 —y. Aixi, la integral de la funcié

flz,y) =142y a D és:
1 2y 1 22
/ / (1+ zy)dxdy = / T+ —y
0 Yy 0 2
1

= 2/01(1—y2)dy:2<1—%>:§.

2—y

U
<
I

/ (14 zy) dedy
D

Yy
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Si la regié D es pot descriure de les dues maneres anteriorment assenyalades, la integral doble
de la funcié f(z,y) sobre D es pot expressar de qualsevol de les dues formes i, per tant, es
donen les igualtats seglents:

b prea(x) d ri2(y)
/ f dudy = / / f(a,y) dyde = / / f(e,y) dedy . (2.5)
D a Joi(z) ¢ 1(y)

En cada cas concret es triard un o altre ordre d’integracié en funcié de la forma del domini
D i/o de la funcié que es pretén integrar. En els exemples segiients veiem com canviar l’ordre
d’integracié d’una funcié de dues variables.

2.3.3 Exemples Donada una funcié f(z,y) integrable sobre un domini D, ens proposem ex-
pressar les dues integrals iterades, segons les equacions del domini.

1. Sigui D el domini del pla limitat per les corbes y =z, y = +/z, z = 0ix = 1 (vegeu la figura
2.6). Equivalentment, D esta limitat per les corbesy =0,y =1,z =¢y? iz =1y.

Y

Figura 2.6: Eldomini 0 <y <1, y? <z <y

En aquest cas les integrals iterades s’escriuen:

/Dfda:dy=/Olfzﬁf(w,y)dydwz/:/yjf(r,y)dwdy-

2. Suposem ara que el domini esta limitat per les corbes y = 2% i y? = z (vegeu la figura 2.7).

Les integrals iterades seran:

/Dfdxdyz/ol /ff(w,y)dydwz/ol /ff(w,y)dwdy-

3. Per al domini determinat per les corbes y? = az, 2> + 3> =2axiy=0,amba >0iy >0
(vegeu la figura 2.8), en resulta:
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Figura 2.7: El domini limitat y = 22, y> =2

a pat+y/a?+y?
/fda?dy = // [z, y) dedy =
D 0 Jy?/a

a piazx 2a pvV2ax—22
[ e [ ] f(z,y) dydz,
0 0 a 0

on hem utilitzat I’additivitat de la integral per escriure la segona igualtat.

De vegades escollir un o altre ordre d’integracié determina la possibilitat de realitzar el calcul
de la integral doble.

Figura 2.8: El domini limitat y? = az, 2? +y? = 2az, y > 0

2.3.4 Exemple Calculem la integral de f(z,y) = e¥/% en el triangle D limitat per les rectes
y==z,y=01iz =1 (vegeu la figura 2.9).

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



2.3. Exemples 35

Figura 2.9: El triangle limitat y =z, y =0, iy =1

En aquest cas, si volguéssim aplicar la férmula (2.4) caldria integrar en primer lloc e¥/* respecte
de la variable z, per0, aquesta integral no es pot expressar mitjancant funcions elementals.
Apliquem, doncs, la férmula (2.3). Aixi la integral iterada és:
1
dx :/ z(e —1)dx
0 0

1 x 1
//ey/“”dyda: = /mey/z
o Jo 0 L
2 e—1

= -1 3 2

T

0

Observem, finalment, que si el domini D és tal que hi ha rectes horitzontals o verticals que
passen pels punts interiors del domini i tallen la frontera en més de dos punts, aleshores no
podem calcular integrals dobles sobre D usant (2.3) o (2.4). En aquest cas, per l’additivitat
de la integral respecte de la regié d’integracié podem descompondre la regié D en una unié de
regions com les d’abans i integrar separadament en cadascuna.

Per exemple, si D és la regié de la figura 2.10, descomponen D en la forma D = D1UD>UD3UD,
i, aleshores, per 'additivitat de la integral es té que

~
V)

Dy

A
o

Figura 2.10: Descomposicié d'una corona
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4
dxdy = / dxdy ,
/D f dwdy ; | f dedy

on, ara, cadascuna de les integrals pot calcular-se usant (2.3) o (2.4).

2.4 Integrals en tres o més variables

Els resultats anteriors s’estenen sense més dificultat per a integrals de tres o més variables. En
aquesta seccié indicarem l’extensié del teorema de Fubini per a tres variables a través d’un
exemple. En alguns exemples de capitols posteriors tindrem ’oportunitat de calcular integrals
amb més de tres variables.

Sigui W C R? una regié elemental de 1’espai ordinari que pot expressar-se de la forma

a<z<b pi(r) <y < pa(n), nlz,y) <2< nlz,y),

per a certes funcions continues ¢4, @ definides en un interval [a, b] de la recta i satisfent ¢; < o
en aquest interval, i 71, 2 dues funcions continues definides sobre la regié D = {a < z <
b, pi(z) <y < pa(x)} i tals que v (z,y) < 72(z,y) en aquesta regié. Aleshores, el teorema
de Fubini en aquesta situacié estableix que la integral d’una funcié continua f(z,y, z) sobre W
pot calcular-se mitjancant la integral iterada

b e2() Y2 (7,y)
/fda:dydz:/ / / flz,y,2)dz | dy | dzx. (2.6)
w a e1(z) 71(7,y)

Els parentesis indiquen ’ordre d’integracié a I’hora de fer els calculs, és a dir, primer integrem la
funcié f(z,y, z) respecte de la variable z entre el limits vy, (z,y) 1 v2(z, y), i obtenim una funcié
continua I'(z,y). En segon lloc integrem T'(z,y) respecte de la variable y entre els limits ¢y (z)
i pa2(x), 1 obtenim una funcié continua ®(x), i finalment integrarem respecte de la variable x
entre els limits constants a i b.

2.4.1 Exemple Integrem la funcié f(z,y,z) = 2z en el domini definit en el primer octant de
R? per les desigualtats 2 + y? < 1i z < 22 + y2.

El domini W és el domini interior al cilindre x? + y2 = 1 i que queda per sota del paraboloide
z = 22 + y? (vegeu la figura 2.11). Aixi, la variacié de les variables es descriu de la forma
segiient: 0 <2 <1,0<y<1-22i0< 2z < z?+y% Podem ara aplicar 2.6 per calcular la
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integral:

1—z2 1—22 mQ
// / (22) dzdydw—// dyd:n

/ 2z dxdydz
w

Il
S~
2
/N
S
'
—
—
|
S
[\v]
A
+
W N
S
[\v]
—
—
|
S
[\v]
A
w
+
N
—
|
8
(V)
A
ot
~
U
8

R

Figura 2.11: Volum interior a un cilindre i sota un paraboloide

Intercanviant els papers de les variables x, y i z en la descripcié del domini W s’obtenen les altres
cinc possibles integrals iterades que corresponen als altres cinc possibles ordres d’integracié a

(2.6).

2.4.2 Exemple Per al tetraedre limitat pels plans =0, y =0, 2 =01 22 + 3y + 42 = 12, les
sis integrals iterades possibles sén:

1(12—2z) ,Li(12-2z-3y)
[ (e, 2) dedyd,

6 pi(12—2z) ,i(12—20-4z2)
/ / / flz,y,2) dydzdz
o Jo 0
4 pi(12-3y) pi(12-22-3y)
/ / / flz,y,2)dzdzdy,
o Jo 0
4 pi(12-3y) pi(12-3y—4z)
/ / / f(z,y,2) dedzdy,
0o Jo 0
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3 r3(12—42) pi(12—22-42)
/ / / f(z,y,z) dydzdz,
o Jo 0

3 p3(12—42) r3(12-3y—42)
/ / / f(z,y,2) drdydz .
o Jo 0

Analogament al cas de R?, si una regié és més general i no es pot descriure d’alguna d’aquestes
sis maneres, caldra descompondre la regié W en una unié finita i disjunta d’altres subdominis
que si que admetin aquesta descripcid i usar la propietat de 'additivitat de la integral triple.

2.5 Canvi de variables per a integrals dobles

Fins ara hem descrit els punts del pla utilitzant les seves coordenades cartesianes, (z,y). Hi
ha recintes d’integracié que s’expressen més facilment en altres sistemes de coordenades. Per
exemple, si D és una corona circular hem vist que cal descompondre la regié en quatre subregions
per tal d’aplicar el teorema de Fubini en el calcul d’integrals, mentre que és molt més senzill
descriure la corona en coordenades polars. En aquest apartat anem a establir la férmula de
canvi de variables per a integrals dobles.

Calcul d’arees en coordenades curvilinies

Per tal d’estudiar la formula de canvi de variables en una integral doble ens preocupem, primer
de tot, de veure com canvia el calcul de ’area d’una regié a través d’una transformacié del pla.

Siguin D i D* dos conjunts oberts del pla R%. Recordem que un canvi de variables de D* a D
és una aplicacio
T : D — D
(v) — T(u,v) = (2(u,0), y(u,v)),

que és bijectiva, és a dir, tal que existeix I’aplicacié inversa T~!, i tal que tant T com 7' sén
derivables amb continuitat.

La bijectivitat de T' correspon al fet que per a cada punt (z,y) € D existeix un Unic punt
(u,v) € D* tal que T(u,v) = (z,y). Diem que (u,v) sén les coordenades curvilinies, corres-
ponents al sistema definit per T', del punt (z,y). Si fixem la variable u = ug, la imatge de la
recta corresponent de D* per T descriu una corba de D, v — T(ug,v). Analogament, podem
considerar les corbes v — T'(u,vg). Aquestes corbes s’anomenen corbes coordenades (vegeu la
figura 2.12).

2.5.1 Exemple L’exemple més important de canvi de variables en el pla és el de les coordenades
polars:

r = rcosf,

y = rsinf.

En aquest cas podem prendre D* =]0, 00[x]0, 27[, on la primera coordenada és el radi r i la
segona l'angle 0, de manera que D és el pla R? llevat del semieix {(z,0)/z > 0}. Les corbes
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Vo

o /

Figura 2.12: Corbes coordenades

coordenades r = 1y sén circumferencies de radi 7y centrades a l'origen, mentre que les corbes
0 = 6y s6n radis de pendent tg 6y que surten de 'origen.

Si T és un canvi de variables, anomenem la matriu jacobiana de T, i escriurem DT, a la matriu
de l'aplicacié diferencial de T,

or 0z
Ou Ov
pr= 2@y _
8(u,v) ay ay
du v

Ens referirem al determinant de la matriu jacobiana com al determinant jacobia i el denotarem

per JT,
Oxdy Oz dy

dudv  vdu’

2.5.2 Observacié Si T ésun canvi de variables, el jacobia JT no s’anulla en cap punt de ’obert
D*, ja que la matriu DT és invertible, d’inversa D(T~!). Recordem que, de fet, la no-anul.lacié
d’aquest determinant s’utilitza sovint per comprovar quan es té un vertader canvi de variables.
En efecte, el teorema de la funcié inversa permet assegurar que si que se satisfan les condicions
segilients:

JT = det DT =

(i) T és bijectiva,
(ii) T és diferenciable amb continuitat,
(iii) JT # 0 per a qualsevol (u,v) € D*,

aleshores T' és un canvi de variables.

Ja hem definit I’area de D com el volum del cilindre de base D i alcada 1, és a dir, com la
integral

A(D) = /D dady .
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Sigui 7' : D* — D un canvi de variables i suposem, per simplificar I’exposicié, que D* és un
rectangle. Subdividim la regié D a partir d’una particié regular de D*, és a dir, subdividim D
en regions T'(R;;) que sén imatge per T' dels rectangles R;; de D*, corresponents a una particié
regular (vegeu la figura 2.13).

Figura 2.13: Particié de D

Si R és un dels rectangles de la particié regular de D*, de vertex (ug,vp), podem aproximar

larea de T'(R) per 'area del parallelogram de costats a—Au i a—Av, de vertex T'(ug,vo)
u v

(vegeu la figura 2.14).

Es a dir, considerem ’aproximacié donada per

Au% AU%

oT oT Oou ov
u v

Au@ Av@

ou ov

= |det (ggg;) | AuAv = |JT (u,v)| Audv = |JT (u, v)|A(R) .

Observem que, en aquesta férmula, el determinant jacobia mesura la distorsié produida per T
al passar de A(R) a A(T(R)).

L’aproximacié de 'area de T'(R) resultant serd més acurada a mesura que el didmetre del
rectangle R sigui més petit. Com que la integral que calcula ’area de D es defineix com a
limit de les sumes de Riemann quan el diametre dels rectangles de la particié tendeixen a zero,
sembla raonable substituir ’aproximacié anterior per igualtats, d’on se segueix que

i,j=1

/ drdy = lim > A(T(Ry;))

D .

= lim Z |JT(ui,vj)|AuiAvj:/ |JT (u,v)| dudv .
D*

n—oo =
3,j=1

El que acabem de veure déna una idea succinta de la demostraci6 del resultat segiient.
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Figura 2.14: Aproximacié de |'area per I'area d'un parallelogram.

2.5.3 Teorema [Area en coordenades curvilinies.] Siguin D,D* C R? oberts acotats i
T : D* — D un canvi de variables. Aleshores,

A(D) :/D da:dy:/D* |JT (u,v)| dudv .

El modul del determinant jacobia ’anomenem coeficient d’ezpansié de ’area en el punt (u,v).
Foérmula del canvi de variables en integrals dobles
Estem ara en disposicié d’enunciar el teorema de canvi de variables per a les integrals de dues

variables.

2.5.4 Teorema [Canvi de variables.] Siguin D i D* dos oberts acotats a R?> i T : D* — D un
canvi de variables. Sigui f : D — R una funcid integrable. Aleshores, se satisfa que

/ f(z,y) dedy = f(z(u,v),y(u,v)) |JT (u,v)| dudv .
D D*

No farem la demostracié detallada d’aquest teorema, sindé que exposarem les idees principals
tot ometent alguns detalls técnics.

Idea de la demostracié. Donat D*, sigui R un rectangle tal que D* C R. Fem una particié
regular R;j, 1 <i,j <n, de R i denotem per S;; = T'(R;;) les imatges dels subrectangles de la
particié. Les regions S;;, 1 <4,j < n, donen una particié de D = T'(D*). Usant les sumes de
Riemann, podem calcular la integral de f a D segons

| fa)dedy = lim 37 floy) A(S,). (2.7
i,j=1

on a;; € S;; sén arbitraris. Al llarg de la demostracié aprofitarem aquesta arbitrarietat per
escollir els punts a;; adequadament.

Segons la féormula de I’area d’una regié en coordenades curvilinies que hem establert anterior-
ment, les arees A(S;;) es donen per les expressions

A(Siy) = A(T(Ry;)) :/R__ I (u, 0)| dudo -
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Pel teorema del valor mig integral sabem que existeixen §;; € R;; tals que

A(Sij) = |IT (Bij)| A(Riz) = |JT(Bij)| Au; Av; . (2.8)
Triem ara a;; = T'(B;5) 1 substituim (2.8) a (2.7). S’obté que

[ fedady = Jim S ) ITE)] A b

3,j=1

- / F(T () [T (u,0)]| dudlo
.

com voliem veure. n

En el cas de les coordenades polars, el jacobia és igual a r i el teorema del canvi de variables
déna la férmula segiient:

/ f(z,y)dzdy = f(rcos,rsin)rdrdd . (2.9)
D D=

En els exemples segiients apliquem aquesta férmula en diverses situacions.

2.5.5 Exemples

1. Calculem l’area del cercle de radi R, és a dir, del conjunt de punts del pla que satisfan la
desigualtat 2% +y% < R%. En coordenades polars aquest cercle correspon a la desigualtat r < R.
Usant, per tant, el canvi a coordenades polars ’area demanada es calcula integrant el jacobia
sobre el domini D* = [0, R] x [0, 2x], és a dir,

2w
Area = / da:dy—/ rdrdt‘)—/ / rdrdf
{z24+y2<R2} D=
2T 2
= / deg - / rd

=2r— =71R2.
2. Calculem el volum sota el grafic de la funcié

2

f:D — R
(w,y) +— e~
on D ={(z,y) e R : 2,y >0, a®> <z?+y? <b?},amb 0 < a <b.

Observant que la funcié f(z,y) depen de x? + y? i com que el domini D és un quart d’una
corona circular, escollirem les coordenades polars. En aquestes coordenades, les circumferencies
22 +y? = a?i2?+y? = b? s’escriven r = a i r = b, respectivament. A més, la restriccié z,y > 0
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passa a ser la condicié sobre I'angle 0 < 6 < 7. Per tant, el volum és igual a

s o w/2 b )
Vol = /e*(:” ty )da?dy:/ / e " rdrdf
= —/ re=" dr—
a

= —%(e b e :% e ? —e*b_).

3. El calcul en coordenades polars és imprescindible quan el recinte esta expressat en aquestes
coordenades. Per exemple, calculem I’area d’un petal de la rosa r = asin 30 (vegeu la figura
2.15). Observem que, com que el radi sempre és positiu, no tots els angles estan permesos.
Concretament, 36 ha de tenir sinus positiu i, per tant, # ha de satisfer que 0 < 6 < 7/3, que
2/3 <0 <m,oquedn/3 <O <5xr/3,d’on li ve el nom de rosa de tres pétals (vegeu la figura
2.15). Aixi, I’area corresponent és

Figura 2.15: Rosa de tres pétals r = a sin 30

7/3 pa sin 36
A = / da:dy—/ rdrdt‘)—/ / r drdf
b w/6 pa sin 36 /6 r2® sin 36
= / / rdrdf =2 / —
0 2

do
a

/6 a2 2 T/2
= 2 — sin?30dh = —/ sin? t dt
0 2 3 Jo

a? 31 T a?
= €B<§’§>—ﬁ-

4. Com a darrer exemple, calculem la integral de la funcié ycoszy en el domini definit per
1<y<4il<zy<4, (vegeu la figura 2.16).

0
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44 Capitol 2. Calcul d’integrals

Figura 2.16: Domini 1 <y <4 ,1<zy <4

En aquest cas considerem el canvi de variables donat per

€T =

SR

y =

El jacobia del canvi de variables és 1/v, i, per tant, el valor de la integral és:

4 4

1
/ycos:nydmdy:/ du/ veosu - —dv = 3(sin4d —sin 1).
D 1 1 v

2.6 Canvi de variables per a integrals de tres o0 més variables

L’extensié dels resultats de ’apartat anterior a tres o més variables no presenta dificultats.
Sigui T : W* — W un canvi de variables entre dos oberts acotats de R®. El jacobia

Oz dx  Or
ou Ov Ow
_Ozy,2) _| 0y Oy dy
T 0) = Srow) = | 2u 20 Bw |
0z 0z 0z
ou Ov Ow

és ara el coeficient de distorsié de volum.

Aixi, doncs, per a integrals triples, la férmula del canvi de variables s’escriu

/ fl@,y,2)dedydz = | f(2(u,v,w),y(u,v,w),2(u,0,w)) |JT(u,v,w)| dudvdw,
w W=

i, en general, per a un canvi de variables a R, la formula de canvi de variables s’escriu

/f(wl,...,mn)dwl...dmn:/ (foT)|JT (u1,. .. ,up)| duy ...duy.
W *

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002
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Dedicarem aquest apartat als dos exemples més significatius dels canvis de variables en tres
dimensions: les coordenades cilindriques i les coordenades esferiques.

Coordenades cilindriques

Les coordenades cilindriques (r, 8, z) d’un punt (z,y, z) estan definides per les equacions

r = rcosf,
y = rsinf,
z = =z.

La figura 2.17 mostra la representacié d’un punt (z,y, z) en termes de les seves coordenades
cilindriques r, 0 i z.

Figura 2.17: Coordenades cilindriques d'un punt de I'espai

Esa dir, que les coordenades cilindriques representen el punt (x, y, z) a través de les coordenades
polars de la seva projeccié en el pla xy i la distancia a aquest pla, z. El nom de coordenades
cilindriques prové del fet que les superficies coordenades r = a > 0 sén cilindres, I’eix dels quals
és leix z. Aixo fa que les coordenades cilindriques siguin especialment 1tils quan el domini
d’integracié presenti simetria cilindrica, és a dir, de rotaci6 respecte d’una recta.

Observem que sobre ’eix z, és a dir, per als punts amb z = y = 0, ’angle # no esta definit,
encara que aixo no comporta cap dificultat per al calcul integral ja que en una regié W el
conjunt de no-definicié de ’angle, és a dir, la interseccié de W amb 1’eix z, serd de volum zero.

El jacobia de les coordenades cilindriques és

or 00 0z
cosl —rsinf 0
JT(r,0,2) = @ @ @ =|sinf rcosf@ 0 |=r,
or 00 0z 0 0 1
or 00 0z
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que és sempre diferent de zero i positiu, r # 0. Aixi, el teorema de canvi de variables per a
coordenades cilindriques déna la férmula

/ f(z,y,2)dzdydz = flrcos@,rsinf, z)r drdfdz . (2.10)
W W+

La figura 2.18 mostra com es transforma el cub [ry,rs] X [01,02] X [21,22] en coordenades
cilindriques.

Figura 2.18: Imatge de [r1,72] x [01,02] X [z1, 22]

2.6.1 Exemples

2

1. Calculem el volum del cos compres entre el con z? = 22 + y? i el paraboloide z = 22 + y?,

per a z > 0, (figura 2.19).

Observem que les dues figures que delimiten el cos tenen simetria cilindrica respecte de 1’eix
de les zetes. Aixi doncs, proposem fer un canvi a coordenades cilindriques. La interseccié de
les dues figures es déna a z = 01i z = 1. En coordenades cilindriques el con s’escriu z = r i el
paraboloide z = r%. Per tant, com 0 < z < 1, tenim 2z < r < /z. A més, respecte de leix z
prenem una volta sencera, amb la qual cosa 0 < 8 < 27. Per tant, el volum demanat sera

Vol = /ld:ndydz:/ r drdfdz

v v
2w 1 Vz T
= / / / rdrdzdd = — .
0 0 z 6

2. Calculem la integral de f(z,y,2) = x? + y? sobre el volum W = {(z,y,2) € R® : 1 <
22 + 9% < 4,0 < z < 2}. Observem que el volum W correspon a un cos compres entre dos
cilindres.
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En coordenades cilindriques, W* = {1 <r < 2,0 <0 < 27,0 < z < 2}. Per tant,

2 2T 2
/ (2 +yH)dV = / r’rdrdfdz = / / / ridrdfdz =
w W= 0 0 1

2
4

= 471'% = 157.

1

Figura 2.19: Volum entre un paraboloide i un con

Coordenades Esfériques
Les coordenades esferiques (7,6, ¢) d’un punt (z,y,2) de R® estan definides per les equacions
= rcosp cosf,

r cosp sinf,
z = rsing.

<
I

La figura 2.20 mostra la representacié d’un punt (z,y, z) en termes de les seves coordenades
esferiques (r, 6, ).

La variacié de les coordenades esferiques es déna en els intervals segiients: r > 0, 0 < 6 < 27, i
—m/2 < ¢ < /2. El nom de coordenades esferiques prové del fet que si fixem r = a > 0 s’obté
una esfera de radi a amb centre (0,0,0). En aquest cas, les coordenades ¢ i 6 sén la longitud i
latitud calculada sobre l'esfera. Les coordenades esferiques son titils quan el domini d’integracié
presenta simetria esferica, és a dir, simetria respecte un punt.

El jacobia de les coordenades esferiques és

cospcosf —rcospsinf —rsinpcosf
JT(r,0,9) = | cospsinf rcospcosd —rsingsind | =r> cosyp,
sin ¢ 0 T COS
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Figura 2.20: Coordenades esferiques

que és no nul en W*. Observem, a més, que cose > 0 ja que l'angle ¢ varia en l'interval
| —n/2,7/2][, 1, per tant, |JT(r,8,¢)| = r* cosep.

Aixi, la férmula de canvi de variables per a coordenades esfériques és

/ flz,y,2)dzdydz = f(rcos @ cos B, rcos psin B, rsin p)r? cos o drdpdf . (2.11)
w W+

La figura 2.21 mostra com es transforma el cub [ry,r2] X [f1,62] X [p1, 2] en coordenades
esferiques.

2.6.2 Exemples

1. Calculem el volum de esfera de radi R, 2> + y2 + 22 < R?. En coordenades esferiques
I’esfera s’escriu r < R, amb la qual cosa el volum de ’esfera és:

Vol

dzdydz = / r? cos @ drdfdy

271' w/2
/ / / 2 cos o drdpdf
w/2

27 w/2 R 3
/ de - / cospdp - / r?dr = ArFR .
w/2 0 3

Es a dir, retrobem la féormula del volum d’una esfera que ja coneixiem.

Aquest exemple ens permet fer una observacié que s’aplica algunes vegades a les integrals que
es calculen amb coordenades esferiques: la projeccié de ’esfera de radi R en el pla zy és el disc
22 4+ y? < R? d’aquest pla, z = 0. Aixo fa que les coordenades cilindriques s’adaptin també
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adequadament per fer el calcul del volum corresponent. En efecte, es té que

2r pR  pVR2—1r2
/ drdydz = / / / rdzdrdf
B o Jo J-vR>-r2

2m R 9 o R
= 2/ / rmdrdQ = —5/ (R2 _ 7“2)3/2 do
0 0 0

0

2 (27 A7 R3

:—/ R g = AT
3 Jo 3

Ar

%

Figura 2.21: Imatge de [r1, 2] x [61,02] X [p1, @2]

2. Calculem la integral de f(z,y,z) = /22 +y2 + 22 sobre el volum W determinat per les
desigualtats 22 < 22 + 92 < 32211 <22+ y?>+22<4,amb z >0,y > 0,z > 0. El volum estd
limitat per dos cons i dues esferes, de radis 11 2. En termes de coordenades esferiques aquesta
regié correspon a la segiient variacié de coordenades

1 < r < 2,
0 < 08 < 2m,
T < < I
6 = Y = T

Aixi, la integral és

/ Va2 +y? + 22 dedydz
w

7“4

/2 2 pw/4
/ / / 3 cos o dpdrdf
0 1 Jx/6
T
2

2
/4 157
- si =—((2-1).
sin o 3 (\/_ )

4

1

Tot i que, com en l'exemple anterior, podem fer el calcul de la integral amb coordenades
cilindriques, en aquest cas caldrad descompondre el recinte W en dues subregions en les quals
aplicar el teorema de Fubini.
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2.7 Integrals multiples impropies

La definicié d’integral pot estendre’s, en algunes situacions, a funcions no acotades i que no sén
necessariament zero fora d’un conjunt acotat. Considerem un parell d’exemples.

2.7.1 Exemple Prenem la funcié
1

3y

flz,y) =

27

definida per x > 1, y > 1. El recinte és certament no acotat, perd podem plantejar-nos si el
volum de sota de la funcié f és finit o no.

Per esbrinar-ho podem aproximar B = {(z,y)/x > 1, y > 1} pels subrectangles acotats
B, ={(z,y) /1 <z <n,1<y<n}enelsquals f és integrable, ja que és continua, i prendre

/Bn o y)dwdy = (1 _ %)2 .

I’aproximacié

Figura 2.22: Grafic de la funcié 1/z%y?

Quan n — oo, els rectangles B,, cobreixen B, i sembla natural definir

n

1\ 2
/ f(z,y)dzdy = lim/ f(z,y)dzdy = lim <1 - —> =1.
B " JB, n

2.7.2 Exemple Considerem ara una funcié no acotada en un domini acotat. Prenem B =
{(x,y) /2% + y? < 1}, el disc unitat, i f la funcié definida en el disc puntejat per

flz,y)=—-In(z® +y%), 0<2®+y*<1.
Com que f no esta acotada prop de zero, traiem un petit disc de radi e del recinte
B. ={(z,y)/* <2’ +y” <1},

de manera que f sigui integrable en B..
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Aleshores podem aproximar el volum per la integral

2m 1
/—1n(a¢2+y2)da:dy = / d0/ —(Inr?)rdr
0 €

e

AL
= 27 {7"2 Inr — 57‘1

= 7+427%lne —we?.

O Fr N WA O

Figura 2.23: Grafic de la funcié —In(z? + y?)

Quan € — 0 les corones B. cobreixen el disc unitat B, i sembla natural prendre
/ —In(2? + y*)dzdy = lim —In(2? + y*)dzdy
B e—0 B.
= lim(7 + 27 Ine — me?)
e—0

= .
Abans de formalitzar la situacié que es déna en aquests dos exemples, observem que en ambdds
casos hem aproximat el recinte B per unes subregions concretes. En principi no és evident que
si prenem una altra aproximacié Bj, de B el resultat sigui el mateix. Ens restringirem a la

situacié més senzilla (la de la convergencia absoluta) en la qual es demana independencia de la
integral respecte de les aproximacions B,, en la propia definicié.

Situacié general. Considerem un obert D C R?, no necessariament acotat. Direm que una
successié de subconjunts oberts D,, C D cobreixz monotonament D si se satisfa que

i) D,, C Dy1, per a tot n > 0,
1) Upso Dn = D-

En els exemples anteriors, les successions By, i Bj, cobreixen mondtonament els recintes en
qliestié.
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Considerem una funcié f : D — R integrable en tot subconjunt elemental de D (per exemple,
perque és una funcié continua).

2.7.3 Definicié Direm que f és integrable (en el sentit impropi) a D si per a qualsevol successid
de subconjunts oberts acotats {D,} que cobreiz monotonament D ezisteiz el limit

i [ floy) dedy
n Jp,

i és independent de la successid {D,} escollida. Aquest limit ’anomenarem integral (en el sentit
impropi) de f a D.

Si f admet integral impropia a D escriurem

/f(fv,y) dwdy:lim/ f(z,y) dzdy .
D n D,

La situacié més comuna es donara, com en el cas dels exemples 2.7.1 i 2.7.2, a partir d’'una
funcié continua f : D — R, definida en una regié oberta D, essent la particularitat que D no
sigui acotat o bé que f no sigui continua a D.

La varietat de successions {D,,} que cobreixen monodtonament I’'obert D fan que la definicié d’in-
tegral impropia sigui gairebé impracticable. Ens permet, perd, comprovar que certes funcions
no tenen integral impropia.

Figura 2.24: Grafic de la funcié y/+/z2 + y23

2.7.4 Exemple Considerem la funcié

y

f(xay)zm

definida en el disc unitat puntejat, D' = {(z,y)/ 0 < 2® + y? < 1}.

Per estudiar la integral impropia de f a D aproximem el disc unitat puntejat per regions
2
Dn={(z,y)/y>0, 5 <2’ +y><1loy<0, ;5 <2’ +y* <1}, ambe <1
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1/n

Figura 2.25: Regié D,

Aleshores tindrem que

™ 1/n _: 6 2w L sing
[ [ s [ [ 2
0 e/n T ™ i/n T

= —[cosO]f [Inv];,, — [cos 02" [Inr]; ,,
1
n

/ f(z,y)dzdy
D,

—2111E +2In— = —2lne.
n

s s 1
Aixi, si € = 5, en resulta que

lim/ flz,y)dedy =21n2,
n Jp.

mentre que si € = 1, el limit és 0. De la dependéncia del limit respecte del tipus de regions
utilitzades deduim que f no admet integral impropia a D.

Per a funcions positives, I’existencia de la integral impropia és més senzilla de comprovar ja que
es té el resultat segiient:

2.7.5 Teorema Amb les notacions precedents, suposem que f(zx,y) > 0, per a tot (z,y) € D.
Aleshores, si existeiz el limit

lim/ f(z,y) dzdy
n D,

per a una successié {D,} que cobreix monotonament D, existeix la integral impropia de f a D.

Demostracié. Notem a,, el valor de la integral de la funcié f sobre D,. Per hipotesi a,, > 0
i, com que la successié {D,} és monotona, la successié {a,} és una successié monotona no
decreixent, a, < ap+1. D’aqui se segueix que la successié a, és convergent si i només si és
acotada. Per hipotesi, existeix doncs una constant M tal que a,, < M, per a tot n € N.
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Sigui D!, una altra successi6é de regions elementals que cobreix monotonament D i notem al,
els valors de les integrals de f corresponents. Pel raonament anterior, és suficient provar que
la successié no decreixent de nimeros positius a), estad acotada. Fixat un n, de la monotonia
de la successié D,, se segueix que hi ha un m tal que D!, C D,, i, per tant, a}, < an, és a dir,
a!, < M. Com que n és arbitrari, se segueix que a, és acotada. [ |

Per tant, els valors calculats als exemples 2.7.1 i 2.7.2 corresponen als valors exactes de les
integrals impropies en qiiestié.
2.7.6 Exemples

1. Considerem la integral
dxdy

on D = {(z,y) /0 < 2> +y? < 1}. Prenem D,, com en I’exemple 2.7.2,
1
Dn :{('Tay)/? <l‘2+y2 < 1}

Aleshores,

dxdy /27r /1 rdr /1 -
- ¢ = de — =27 r Ozd,,,, .
/Dn \/(1'2 +y2)a 0 1/n re 1/n

1 2—q |1
1 1
/ rl=adr = = = <1——2_ > )
1/n 2—a1/n 2—a n?-a

és convergent si i només si 2 — a > 0 i, per tant, la integral doble original és convergent si i
nomsés si a < 2.

Ara, la integral

2. Analogament, es poden considerar integrals impropies de la forma

dxdy
b i P

on D és una regié no acotada (amb 0 ¢ D), com per exemple D = {(z,y) / 2> +y> > 1, z,y >
0}. En aquest cas, existeix la integral impropia si i només si a > 2.

2.7.7 Exemple Un exemple famés i important d’integral impropia és el segiient:

/ efz2fy2da:dy .
R2

Aqui D = R? i prenem D,, = {(x,y) / 2* + y? < n?}. Aleshores,

2w n
/ e " Y drdy = / dt‘)/ e rdr=n(l—e ™)
D 0 0

n

i, per tant,

/ e_m2_y2da:dy =T.
R2
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L’interes d’aquest exemple prové del calcul que resulta de prendre regions del tipus
R, =[-n,n] X [-n,n],

doncs aleshores tenim

a2 g2 n 2 n .2 " _a2 2
e Yidady = e ¥ dx e Vdy= e Tdx)
R, —-n —-n -n
d’on podem concloure que
2 2 n 2 2
/ e ¥ 7Y dxdy = lim (/ e " da:) ,
D n —n

/ e dr = /7,

— 00

i, en definitiva, que

o, si es prefereix, (1) = /7.
Es immediat comprovar que se satisfa:

2.7.8 Proposicié [Criteri de comparacié.] Si f,g : D — R sdn funcions no negatives amb
f < g ig admet una integral impropia a D, aleshores f també admet integral impropia a D. B

Aixi, de ’exemple 2.7.6 en resulta:

2.7.9 CoroHari Sigui f : D — R una funcié (positiva) definida i continua en el disc unitat,
llevat de ’origen. Si existeixen M > 01i a < 2 amb

M
f@y) S ———x . (2,y) # (0,0,
(22 +y?)
aleshores existeix la integral impropia
/ f(z,y) dedy . [ |
D

Deixem l’enunciat del corollari corresponent a dominis no acotats com a exercici per al lector,
aixi com l’extensié d’aquestes consideracions a R™, n > 3.

En els resultats anteriors hem imposat que la funcié f sigui positiva. Aquesta no és una
restriccié important, ja que es té el resultat seglient que admetrem sense demostracié:

2.7.10 Teorema / f(z,y)dzdy és convergent si i només si ho és / |f(z,y)| dzdy. [ ]
D D
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2.7.11 Observacié Aquest resultat no és cert per a integrals impropies d’una variable. En

efecte, la integral impropia
/ *sinx
dx,
0 xr

és convergent, perd no ho és absolutament. La diferent situacié que es déna entre una i dues
variables es deu al fet que a la recta real la nocié d’integral impropia d’una variable fa us dels
intervals de la forma [a,r], fent r — oo, i no permet, per exemple, prendre subregions D,
disconnexes.

Per a funcions f amb grafic simetric respecte d’un punt zy a voltes té interes definir la integral
de f a D com a limit de les integrals sobre recintes D,, simétrics respecte de xg. Es parla, en
aquest cas, del valor principal de Cauchy. Per exemple, si f és una funcié integrable en tota
corona

D. ={(z,y) /e <2” +y* <1},

el valor principal de Cauchy de la integral impropia és
vp/ f(z,y)drdy = lim / f(z,y) dzdy .
D e—0 D.

2.7.12 Exemple Considerem la funcié

Y

f(l’ay):m

de ’exemple 2.7.4. Ja hem observat que f no admet integral impropia al disc unitat D. Ob-
servem que podem arribar a la mateixa conclusié utilitzant el teorema anterior, ja que es té

que
27 1
/|f(r,0)|rdrd0:/ |sin0|d9/ @,
D 0 o T

i la integral d’una variable respecte de r no és convergent. Té sentit, pero, calcular-ne el valor
principal de Cauchy:

inf inf 2T 1 d
vp/ %rdrdt‘) = lim %drdﬁ = lim sin0/ —2 =0.
D T e—=0 D. T e—=0 [, s T

Per acabar aquest apartat donarem una férmula de Dirichlet que és util en el calcul d’algunes
integrals. La férmula és valida en qualsevol dimensid, perd ens restringirem a R3.

Férmula de Dirichlet. Siguin p,q,r > 0 i A la regié de ’espai definida per x,y,z > 0 i
0<z+y+z<1. Se satisfa que

L(p)'(g)T(r)

2P Lyt L pdydy = —22 0
/A y Y T+ qrr+1)

La demostracio és senzilla i es pot fer com a exercici.
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2.7.13 Exemples

1. Com aplicacié de la férmula de Dirichlet podem calcular el volum d’un ellipsoide

En efecte, tindrem
V=_8 / dxdydz
E+

on

. 22 g2 2 ‘
A Et considerem el canvi de variables

22

a_g - z = aul/?

y_2 =v, y =bw'/?

22 z = cw'/?

a=w

abc
que té jacobia J = ——u 2y~ 12= 12 Ara tindrem

V= 8/ . %bcu_lﬂv_lﬂw_lﬂdudvdw,
utv+w<l

u,v,w>0
i, per la formula de Dirichlet, en resulta que

ahe LA/ATA/TA/2) L VEyEyT o4
T(1/2+1/2+1/2+1) 3/2)(1/2)y7 37"

V=

2. Anem a provar que si

11 1
p,q,,r>0 1 _+_+—<1,
p q T

se satisfa que
/ M:Lp<1>p<l>p<l>p<1_l_l_l>_
eyz>0 LHaP +y? 42" pgr \p q r p q r
En efecte, fem el canvi de variable

2" =t(1+4 2P +y7).

En la iteracio6 respecte de la variable z, resulta que

/°° dz B 1 /°° (1/r)t/M =11 4 2P + y)'/7dt
o 14+aP+ys+2" 14+2P 4y J 1+1
1 1 1
= Z(1+2P +y9)/m-Ip <—> r (1 - —> .
r r r
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Si fem ara
y' =1 +2")u,

trobem que

® ® 1 1 1 1 1 1 141
/ dy/ L:—F(—)F(l——)l“(—,l————)(1+a:”)3+i L
0 o l4+aP+y?4 2" qr r r q q r

Finalment, prenem z? = v i en resulta la férmula final.

2.8 Integracié aproximada

Fins ara hem establert la nocié de funcié integrable en el sentit de Riemann i hem apres a
calcular les integrals amb l’ajut del teorema de Fubini i el de canvi de variables. El calcul
efectiu d’integrals es redueix sempre, d’una manera o altra, al calcul d’integrals iterades i a
I’aplicacié successiva de la regla de Barrow, la qual ens permet calcular les integrals avaluant i
restant les primitives en els extrems d’integracié.

Ara bé, no sempre és facil el calcul de primitives i, fins i tot, en moltes ocasions no és possible.
Per exemple, no sabem calcular, en termes de primitives, una integral com la segiient:

/ e™ sinx siny dxdy.
[0,1]x[0,1]

A més, en alguns casos, tot i coneixer la primitiva, pot passar que I’expressié sigui tan compli-
cada que a I’hora d’efectuar-ne avaluacions aix0 introdueixi errors en el resultat final.

En aquest apartat presentem algunes regles numeriques elementals per calcular integrals de
diverses variables. El desenvolupament especific de regles numeriques més elaborades queda
fora del nostre abast. La integracié de funcions de diverses variables en regions de dimensié
major que u no és senzilla. Hi ha dues raons que compliquen aquests metodes de calcul. La
primera és que el nombre d’avaluacions de la funcié que es necessiten en dimensié n creix com
la poteéncia n—esima del nombre d’avaluacions necessaries en dimensié u. Aixi, per exemple, si
es necessiten 30 avaluacions per fer una integral u—dimensional, es necessitaran de l'ordre de
30000 avaluacions per assolir la mateixa precisié en una integracié triple. La segona raé és que
en dimensié alta els recintes d’integracié poden ésser molt complicats.

Integracio aproximada en una variable

Donada una funcié f integrable en un interval [a, b], es pretén calcular la integral

/abf(x)dx.

Moltes vegades no es coneix la funcié f, sind que tan sols tenim el seu valor en un conjunt
d’abscisses z1,...,T,. El que ens plantegem és trobar un valor numeric de la integral que
s’aproximi al valor real.
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2.8. Integracié aproximada 59

Volem trobar una combinacié lineal de les f(z;),% =1, ...,n que aproximi el valor de la integral,
és a dir, féormules del tipus:

b
/ f(l')dl' = wlf(xl) +--+ wnf('rn)

amb w; € R, i =1,...,n. Aquests w; s’anomenen pesos.
Destaquem dos metodes:

(a) Formula dels trapezis. Aquesta férmula resulta d’aproximar la funcié f per una funcié
poligonal que passa pels punts (z;, f(z;)), 0 <i < n.

Figura 2.26: Aproximacié de f per una funcié poligonal

Suposem que a = zg,Z1,...,Z, = bés un conjunt de n+ 1 punts de U'interval [a, b] equiespaiats,
ésadir,z;=a+ih,i=1,...,nih= ”’T" és el pas. Aleshores podem aproximar I’area sota
del grafic de f per la suma de les arees dels trapezis construits entre els valors de dos punts

consecutius (vegeu la figura 2.26), és a dir, considerem ’aproximacié

/a ' flaye =

Si la funcié f € C?([a,b]) es pot veure que l'error comes, és a dir, la diferéncia entre el valor
real de la integral i el valor trobat usant la formula dels trapezis, és

(f(a) +2f(@1) + -+ 2f (@n-1) + f(b)) = To(f) -

[NV

b—a

b
E:/ fla)de = To(f) = =202 1),

amb ¢ un punt de linterval [a, b].

D’aquesta expressié de I’error se segueix que podem disminuir-lo tant com vulguem augmentant
el nombre de punts o, equivalentment, fent decréixer el pas h, ja que com que f” és una funcié
continua en l'interval tancat [a, b], estd acotada en aquest interval.

Cal remarcar que la férmula dels trapezis és una regla exacta per a les funcions lineals, és a dir,
si f(z) és una funcié lineal, el resultat que s’obté aplicant la férmula dels trapezis és exacte.
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(b) Férmula de Simpson. Es pot millorar la precisié de ’aproximacié del metode dels trapezis
si, en lloc de substituir corbes per segments rectilinis, substituim el grafic entre dos punts per
una parabola que passi per aquests punts. Aquest és el fonament de la regla de Simpson.

Suposem que tenim un nombre senar n + 1 de punts equiespaiats, a = g, T1,...,Ln_1,Zn = b,
amb n parell, i que, com abans, h = b_T“ denota el pas. Aproximem [’area entre la funcié
iels eixos a [z;,zi42], i = 0,1,...,m — 2, per 'area entre la parabola pels punts (z;, f(z;)),

(i1, f(wiz1) 1 (Tia2, f(wi22)) 1 els eixos (vegeu la figura 2.27).

Figura 2.27: Aproximacié pel metode de Simpson

Es un exercici elemental comprovar que "aproximacié resultant és

b
[ $)de = 2(5(@) + 45(@n) + 2 (2) + 47 (es) + 2 ) +
+o 4 2f(@n2) + 4f (@n-1) + f(b)) = Su(f) -
Si denotem per E novament P'error d’integracié i suposem que f € C*([a,b]), es té que

b—a

4 piv
TS

b
E= / F@)de — Sa(f) =

amb ¢ € [a,b].

Com abans, en ser f**) continua en l'interval tancat [a,b], és acotada i, per tant, podem fer
decréixer ’error tant com vulguem augmentant el nombre de punts, és a dir, disminuint el pas

h.

Cal remarcar que la férmula de Simpson és una regla exacta per a les funcions cibiques, és a
dir, per a polinomis de grau menor o igual que 3.

Integracio aproximada en dues variables

La mateixa pregunta que ens feiem en una variable sobre si podem trobar un valor aproximat
per a aquelles integrals sense primitiva ens la tornem a plantejar per a les integrals a R?. En
aquest paragraf anem a donar algunes regles per obtenir aproximacions numeriques d’integrals
de dues variables, que s’estenen al cas de més variables.
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Regles producte per a integrals dobles. Suposem que es vol calcular la integral doble

/ f(y)dady.
R

on R = [a,b] X [¢,d] és un rectangle. El teorema de Fubini redueix el calcul d’una integral
doble al calcul de dues integrals simples. Les regles producte aprofiten les regles d’integraci
u-dimensional i les apliquen a cada una de les integrals simples.

Sigui R; una regla aproximada d’integracié de la funcié f de M + 1 punts sobre l'interval [a, b],
és a dir,

M b
Ra(f) =S wef(w) = [ fla)da,
k=0 @

i Ry una regla de N + 1 punts sobre l'interval [¢,d] per a la funcié g, és a dir,

N d
Ro(g) = 3 vealye) = / o)y
=0 ¢

Aleshores, s’anomena regla producte Ry x Ry sobre el rectangle R = I x J de R?

M N

(R1 X Ry)(h) = Z Zwkwh(l‘k,ye) .

k=0 =0

El resultat segiient, que se segueix facilment del teorema de Fubini, garanteix que R; X Ry és
una regla d’integracié sobre el rectangle:

2.8.1 Proposicié Si R, és una regla d’integracid que integra exactament una funcid f en un
interval I i Rs integra exactament una funcié g en un interval J, aleshores Ry X Ry integra
exactament h(z,y) = f(z)g(y) sobre I x J. [ |

Per tant, podem construir regles d’integracié sobre rectangles de R?, i per extensié sobre blocs
de R", a través de les regles producte de les regles dels trapezis o de Simpson per a integrals
u-dimensionals. Vegem tot seguit les regles dels trapezis i Simpson producte sobre un rectangle
R = [a,b] x [¢,d] de R2.

Regla dels trapezis producte a R%. Donats M, N € N, considerem la xarxa de punts equirepartits
(xi,y;) tals que z; = a+ih,i=0,1,...,M,iy; =c+jl, j=0,1,...,N, on els passos sén

h= "’7" il= d;,“. Aleshores la regla producte déna I’aproximacié de la integral segiient:

h[ M N
/R Pl y)dndy = 0SS ey f i),

i=0 j=0

on els coeficients c;; sén els productes dels coeficients i-esim i j-esim de la regla dels trapezis
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unidimensional. La taula segiient recull aquests coeficients:

1 2 2 2 2 1
111 2 2 2 2 1
212 4 4 4 4 2
212 4 4 4 4 2
111 2 2 2 2 1

Regla de Simpson producte a R?. Donats M, N € N parells, considerem la xarxa de punts

equirepartits (z;,y;) tals que ; = a+4h,4=0,1,...,M,iy; =c+jl,j=0,1,...,N,onels

z _ b—a : _ d—c
passos sén h = > i £ = =,

Aleshores la regla producte corresponent s’escriu

he M N
/Rf(x,y)dxdy =9 YN dijf(wiyy)

i=0 j=0

on els coeficients d;; sén els productes dels coeficients i-esim i j-esim de la regla de Simpson
unidimensional. La taula segiient recull aquests coeficients:

1 4 2 4 2 2 4 1
111 4 2 4 2 2 4 1
414 16 8 16 8 8§ 16 4
212 8 4 8 4 4 8 2
212 8 4 8 4 4 8 2
414 16 8 16 8 8 16 4
111 4 2 4 2 2 4 1

2.8.2 Exemple Calculem la integral

1,1
/ / sin(z + y)dzdy ,
o Jo

usant la regla de Simpson producte agafant 3 punts en cada variable i comparem el resultat
amb el valor exacte de la integral.

Si calculem la integral iteradament i utilitzant la regla de Barrow, trobem:

1 g1 1 1
//sin(x—i—y)dxdy = /—cos(a:+y)|(1)dy:/(cosy—cos(l—l—y))dy:
o Jo 0 0
1
=sinl —sin2+sinl = 2sin1 —sin 2.
0

= siny —sin(1 +y)
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Aixi, el valor de la integral amb set digits exactes és
1,1
/ / sin(z + y)dzdy = 07736445 .
0o Jo

Utilitzem ara la regla producte amb tres punts per variable, és a dir, prenem M = N = 2 i
els passos d’integracié h = £ = % Els punts corresponen a g = 0, 1 = 1/2, 22 = 1, yo = 0,
y1 = 1/2, y2 = 1. Aleshores,

(S1 x So)(sin(z + y)) 1/2%91/2 Z Z dij sin(z; + y;)

i=0 j=0
1 & )
- 36 ; (dio sin(z;) + diy sin (ar + 5) + di sin(z; + 1))
_id'0+d'1+d'1+d'l
= 36 00 SN 01 SIn B 02 SIn 10 SIn 5

3 3
+d11 sinl + d12 sin 5 + d20 sinl + d21 sin 5 + d22 sin 2)
1 : ! .
= % <d00 sin 0 + (do1 + dio) sin 3 + (doz + di1 + dap) sin 1
.3 .
+(d12 + do1) sin 5 +doasin2 | .

Els coeficients d;; sén els de la taula segiient:

1 4 1
111 4 1
414 16 4
171 4 1

Per tant, el valor aproximat de la integral, usant els valors de la taula, és
1,1

/ / sin(z + y)dxdy
0o Jo

Observeu que l’error comés, és a dir, la diferencia entre el valor real i 'aproximat, és ¢ =
5'5-104.

12

1 1
36 (sin0+8sin§ +18sin1+8sing +Sin2>

07741983 .

2.8.3 Observacié En recintes arbitraris, diferents dels intervals, també es poden aplicar les
regles producte sempre que es pugui aplicar el teorema de Fubini per tal de reduir la integral
al calcul de les integrals iterades corresponents.
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3
Algunes aplicacions de les integrals

miultiples

Quan hem introduit la nocié d’integral en dues variables ja hem esmentat el problema subjacent
del calcul del volum de cossos de I’espai R?. En aquest capitol anem a presentar alguns exemples
del calcul d’arees i volums, i també algunes aplicacions fisiques de la nocié d’integral. Cal
tenir present que amb aquestes aplicacions volem illustrar la utilitat del concepte d’integral de
diverses variables i que, per tant, aquesta discussié no pot substituir els tractats de fisica més
especifics.

3.1 Calcul d’arees i volums

Les aplicacions més immediates de les integrals multiples sén al calcul d’arees de regions del
pla i volums de ’espai ordinari. Vegem-ne ara alguns exemples.

Figura 3.1: Area entre dues funcions

Si D és una regié elemental del pla, D C R?, ja haviem definit area de D per

A(D) = /D dzdy .
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66 Capitol 3. Algunes aplicacions de les integrals miltiples

Observem que ’area de D no esta definida a priori i que amb aquesta integral la definim com
el volum del cilindre de base D i alcada 1, cosa que fa que aquesta definicié sigui coherent amb
la intuicié geometrica.

3.1.1 Exemple Si D és una regi6é donada per

D={(z,y)/ a<z<b, p(x) <y <y(z)},

aleshores, la definicié de ’area de D déna

b ¥(z)
A(D):/Dda:dy = /da?/()dy
a p(z

Recuperem aixi I’expressié de ’area d’aquestes regions que es té del calcul d’una variable.

3.1.2 Exemple Area d’una regié donada en coordenades polars per
g(0) <r < f(0), o <6 <61
En aquest cas tenim
01 f(9) 1 0
A(D) = / dady = / d0/ rdr =+ / (F(8)” - g(6)) do.
D o 9(9) 2 o

Per exemple, calculem I’area exterior a la circumferencia r = 2 i interior a la cardioide r =
2(1+cosf). Donada la simetria de la figura 3.2, ’area demanada és el doble de ’area escombrada
en variar 6 de 0 a w/2. Aix{, trobem que

w/2 p2(14cos @) /2 2 2(1+4cos 0)
A = 2/ / rdrd9:2/ — df =
0 2 0 2 2
w/2 in2 w/2
= 4/ (2cosf + cos f)df = 4 251n0+g+8120 =7+8.
0 0

% z
\

Figura 3.2: Cardioide r = 2(1 + cos#)
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Si B és un cos elemental de R?, es defineix el volum de B per

vol (B) :/ dzxdydz .
B

3.1.3 Exemple Si B és un cos donat per

B={(z,y,2)/ a<z<b, f(x) <y <g(x), o(z,y) <z <(z,y)},

aleshores, es té que

vol (B) = /D(iﬁ(w,y) — ¢(z,y)) dedy,
on D és el domini del pla donat per {(z,y)/a <z <b, f(z) <y < g(z)}.

3.1.4 Exemple Calculem el volum que s’elimina quan en una esfera de radi 2a hi fem un forat
de radi a, de manera que ’eix de Dorifici sigui un diametre de l’esfera, (vegeu la figura 3.3).

-

Figura 3.3: Esfera foradada per un cilindre
De la figura deduim que el volum demanat és 8 vegades el corresponent al primer octant limitat

pel cilindre 2% + y? = a2, lesfera 22 + 3% + 22 = 4a® i el pla z = 0. Usant coordenades
cilindriques, ’esfera s’escriu com a z = v/4a? —r?, i es té que

w/2 a /2
- s/ / VA@ — rPrdrdf = g / (8a* — 3v/30%)df = g(s _3V3)dr.
0 0 0

3.1.5 Exemple Volum d’un cos de revolucid. Sigui a(x) = (x, f(x)) una corba en el pla z,z
definida per la funcié f, amb a < x < b, i sigui B el cos de revolucié donat per

B={(z,y,2)/ a<z<b, y* +2* < f(z)*}.

(Vegeu la figura 3.4.) Aleshores el volum de B és

b
vol (B) :/ dzdydz :/ dw/ dydz ,
B o Jyrre<i(e)
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Figura 3.4: Volum de revolucié

i, fent el canvi de variables y = r cosf, z = rsinf, resulta que

b 27 f(z) b
vol (B) :/ dw/ d0/ rdr = 7r/ f(z)?dx.
a 0 0 a

Recuperem, aixi, la férmula heuristica que interpreta el volum de B com la suma de les arees
dels cercles de radi f(x).

3.1.6 Exemple Per acabar els exemples de calcul de volums, determinem el volum tancat per

un ellipsoide
2 2 2
x Y z
atptast

En aquest cas, utilitzem les coordenades esferiques modificades de la forma segiient:

T = arcosypcost,
= brcospsing,

= crsing.

El jacobid d’aquest canvi de coordenades és igual a abcr? cosd. La variacié del radi r estd
determinada per ’equacié de ’ellipsoide, és a dir, 0 < r < 1, mentre que les variacions dels
angles estan donades, com en el cas de les coordenades esferiques ordinaries, per 0 < 6 < 27 i
—m/2 < ¢ < m/2. Aixi, el volum demanat és igual a

27 7r/2 1 1 4
vol = / do dgo/ aber? cosdr = 27 - 2 - abe= = —mabe.
0 /2 0 3 3

En particular, quan a = b = ¢ recuperem la férmula del volum d’una esfera.

3.2 Mitjana d’una funcié

. , . . . T + -+ In .
Sixiy,...,x, sén n valors numerics, la seva mitjana es defineix per ————— . Volem definir
n

ara la mitjana d’una funcié sobre un interval I.
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Sigui f : I = [a,b] — R una funcié continua. Dividim I'interval I en n intervals, I;, de longitud
Az = —

n
la funcié en aquests punts és

a . . oL
, 1 prenem n punts x,...,¢, en I, un per a cada interval. La mitjana dels valors de

@)+t fw)
n

. . a
1, tenint en compte que n = Az en resulta que
T

_ fr)Azr 4.+ f(z,)Ax
U, = .
b—a

Si fem el limit d’aquest quocient quan n tendeix a l'infinit, és a dir, quan Az tendeix a zero, el

b
numerador és igual a la integral / f(z)dz. Aixd ens indueix a definir la mitjana de la funcié
a

f en linterval [a, b] per

b
/ f(z)dx
Um(f) = GIJT,

que ens déna la mitjana d’una funcié f en un interval I com el quocient entre la integral de la
funcié i la longitud de l’interval.

Analogament, definim la mitjana d’una funcié continua de dues variables, f : D — R, definida
en un domini elemental D, a partir de

/D f(z,y)dzdy
)=

ol D)

i la d’una funcié continua de tres variables f : W — R per

/ f(z,y, z)dxdydz
_Jw
B vol (W)

Um(f)

3.2.1 Exemple Calculem la mitjana del quadrat de la distancia dels punts d’una bola a un punt
fixat de ’espai. Prenem els eixos de manera que I’esfera té per equacié 22 +y?+22 = R?iel punt
té coordenades (0,0, c). Hem de calcular la mitjana de la funcié f(z,y,2) = 22 +y% + (z — ¢)?
sobre la bola, és a dir, volem calcular

/ (2% + y* + (2 — ¢)*)dxdydz
B

/ drdydz
B

vm(f) =
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4
D’una banda, el volum de la bola B és igual a / drdydz = §7rR3. De laltra, usant coordenades
B

esferiques i tenint en compte que, per simetria, zdxdydz = 0, es té que
B

/ (2 +y? + (z — o)})dzdydz = / (22 +y? + 2° — 2cz + ¢*)dxdydz
B B

/ (2% 4+ y? + 2*)dzdydz + c*vol (B)
B
w/2

R 27 4
= / r4dr/ dé cospdyp + 2 -TR3
0 0 —m/2 3

4 4
= EWRE’ + §7TR3C2 .

Per tant, v, (f) = §R2 + 2.

3.3 Massa d’un cos

Considerem una massa distribuida al llarg d’un cos W de ’espai. Un concepte intimament
associat al de massa és el de densitat; de fet, sovint és més comode calcular la massa d’un cos a
partir de la seva funcié de densitat. Pero, que és la densitat? Com es calcula la massa a partir
de la densitat? Analitzem, breument, aquests conceptes en termes del concepte d’integral.

Si B és una part de W, la densitat mitjana de B es defineix per

m(DB)
vol(B)’

pm(B) =

on m(B) indica la massa de B. Estem suposant, per tant, que coneixem la massa m(B) per a
qualsevol part B de W. Si fixem un punt p € W, definim la densitat de W en p com el limit
de la densitat mitjana de les regions B de W que contenen p, quan el volum d’aquestes regions
tendeix a zero, sempre que aquest limit existeixi. Escrivim

m(B)

=1l . 3.1
Plv) = i o) (3.1)
Suposem que la funcié resultant, p(p), és una funcié continua. Aleshores se satisfa que
/ p(z,y, z) drdydz
= | B 2
P(p) Bop vol(B) (3:2)

En efecte, pel teorema del valor mig demostrat en el capitol 1, podem escriure

/ p(e,y,2) dedydz = p(an, g, 25)vol(B)
B
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on (zp,yB,28) és un punt de B. Aix{, en resulta que

/ ple,y, 2) dadydz
B

VOI(B) ZP(CUB:?JBJJB)-

Quan B tendeix a p, el punt (zg,ys,25) tendeix també a p i, per la continuitat de p, trobem
que

/ ple,y, 2) dadydz
lim 4B
B—p VOI(B)

= lim p(zp,yB,28) = p(p) -
B—p
Comparant 3.1 1 3.2, veiem que la integral / p(z,y, z) dedydz representa la massa de B. Aixo
B
déna sentit a la definicié que segueix:

3.3.1 Definicié Siguin D C R2 i W C R® conjunts elementals del pla i de I’espai de densitat
variable p(z,y) i p(x,y, z), respectivament. La massa de D i W es defineiz per

m(D) = /D p(e,y) dudy,

m(W) = /W p(z,y,z) dedydz .

3.3.2 Exemple Calculem la massa d’una placa quadrada de costat a suposant que la densitat
en cada punt és proporcional al quadrat de la seva distancia a un vertex.

Prenem coordenades de forma que l’origen sigui un dels vertexs del quadrat i que dos dels
costats estiguin situats sobre els eixos coordenats (vegeu la figura 3.5).

Y

Figura 3.5: Placa quadrada de costat a

Aleshores, la funcié de densitat és p(z,y) = k(z? +y?), per a certa constant de proporcionalitat
k. Aixi, la massa de la placa és:

a a a 3 2
m = / p(z,y)dzdy = / / k(z? + y*)dady = k/ <a_ + ay2> dy = —ka*.
D o Jo o \3 3
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3.3.3 Exemple Calculem la massa d’una bola de radi R formada per capes concéntriques ho-
mogenies (és a dir, per a cada esfera -capa- concentrica de radi r, es té que la densitat és
constant a la capa).

Usant coordenades esferiques trobem que

2w R by R
m :/ p(z,y, z)dzdydz :/ d0/ p(r)dr/ 2 sin pdyp :47r/ p(r)rdr.
w 0 0 0 0

3.4 Centre de masses

Suposem que tenim n masses puntuals mj, may,..., m, en els punts x;, xs,..., £, d’'una barra
sense massa; aleshores, el centre de masses es defineix per

S m
Z?:1 m;

L’interes fisic d’aquesta definicié és que Z és el punt d’equilibri de la barra considerada, ja que
en aquest punt el moment total, > m;(z; — T), és zero, (vegeu la figura 3.6).

=

Figura 3.6: Centre de masses

Si suposem ara que la barra I té una densitat de massa continua p(z), podem aproximar el
centre de masses, Z, dividint la barra en n intervals I; de longitud Az. Prenent, per exemple,
el punt mig x; de cada interval i suposant que la densitat és constant, p(x;), en cada interval,
tenim que
Siwimg o wip(a) Az
Dim1 M Yimr plzi) Az

i prenent la particié prou fina i fent un pas al limit trobem que

/I:Up(:n)dm /I:Up(:n)dm

T = =

m(I) /[p(:n)dm -

Analogament, si D es una placa de R? o W un solid de R® amb densitat variable p, el centre
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de masses es defineix per

( T ) _ /D ( ; >p(w,y)d;ndy Z:« ) /W g p(z,y, 2)drdydz
’ D) , z m(W)

Sovint, el centre de masses es pot determinar sense calcular efectivament totes les integrals que
el defineixen com a conseqiiéncia de consideracions geometriques o de simetria:

1. Si dividim un cos en dues o més parts, el centre de masses €s el mateix que si les masses
de cadascuna de les parts estiguessin concentrades en els centres de masses corresponents. Per
veure-ho només cal aplicar la propietat additiva de la integral. En efecte, si W = W; U W5 (on
suposem que Wi i Wy només tenen contacte a la frontera), aleshores, pel teorema d’additivitat,
la primera coordenada del centre de masses esta donada per

| ol dedydz = [ apey.z) dodydz+ [ spla,y, ) dadyds = 5im(Wy) +aam(),
w Wi Wa

on Ti i ¥y sén les primeres coordenades dels centres de masses de W; i W, respectivament.
Aixi, per 'additivitat de la massa (m(W) = m(W;) + m(Ws)), en resulta ’expressié

:Elm(Wl) + ii'Qm(WQ)
m(Wl) + m(Wg)

T =

Analogament es prova la relacié corresponent per a les coordenades 7, z.

2. Si un cos té un pla de simetria en la distribucié de massa, llavors el centre de masses li
pertany.

En efecte, suposem que considerem els eixos tals que el pla de simetria del volum W és el pla
zy, 1 se satisfa que

p(mayaz) = p(xayv _Z) .

Llavors, si denotem per W i W~ les parts de W per sobre i per sota del pla zy es té que

Z(W) /W zp(x,y, z)dxdydz

/ zp(x,y, z)dzdydz + / zp(x,y, z)dzdydz
W+ -

/ zp(x,y, z)dxdydz + / —wp(u, v, —w)dudvdw = 0.
W+ W+

En particular, en un cos homogeni (de densitat constant) el centre de masses només depen de
la seva geometria. Per tant, en aquest cas tot pla de simetria geometrica és pla de simetria en
la distribucié de la massa.
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Figura 3.7: Centre de masses d'un cilindre

3.4.1 Exemple Calculem el centre de masses d’un cilindre recte d’algada h i base circular de
radi R suposant que la densitat en cada punt és proporcional a la seva distancia a la base.

Prenem el cilindre com mostra la figura 3.7, ’equacié del qual en coordenades cilindriques
sescriu r = R, 6 € [0,27], z € [0,h] i la densitat p(r,8,z) = kz. Observem que qualsevol pla
que passi per ’eix z és pla de simetria en la distribucié de massa i que, per tant, el centre de
masses estara a l’eix z. D’una banda,

w/2 prR ph
/ p(z,y, z)dzdydz = 4/ / / kzrdzdrdf
w 0 o Jo

7/2 rR w/2 1
= 2kh2/ / rdrdf = kh2R2/ df = —kTh*R?,
0 0 0 2

m(W)

i de l’altra,

w/2 prR ph 4 7/2 R
/ zp(x,y, z)dzdydz = 4/ / / kz2rdzdrd9:—kh3/ / rdrdf =
w 0 o Jo 3 0 0
/2

2 4 1
= —kh3R2/ df = ~krh3R?,
3 o 3

i, per tant, Z = 2h/3.

Els teoremes de Guldin

En els dos exemples que segueixen, veurem dos resultats, coneguts com el primer i el segon
teorema de Guldin, que ja eren coneguts per Papus al segle III, que relacionen el volum i ’area
de cossos de revolucié amb el centre de masses. Pel context on ens trobem, comencarem pel
segon teorema de Guldin.

3.4.2 Exemple Sigui D una lamina homogenia (de densitat constant igual a 1) en el pla zy

i la fem girar al voltant de ’eix = (D no talla aquest eix); llavors podem enunciar el resultat
segiient.
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Segon teorema de Guldin. El volum de revolucio del cos de revolucio engendrat pel recinte
pla D, al girar al voltant de l’eix x, és igual al producte de I’area del recinte per la longitud de
la circumferéncia descrita pel seu centre de masses (figura 3.8).

z

Figura 3.8: Segon teorema de Guldin

En efecte, denotem per W el cos de revolucié corresponent. A W, les equacions

u = x,
= ycosb,
w = ysinf,

defineixen un sistema de coordenades de jacobia igual a y. Aixi, el volum de W és igual a

2m
/ / y dydz :2#/ y dxdy.
o JD D

D’altra banda, per la definici6é del centre de masses tenim que

/ ydxdy
D

y= W )
i, per tant,
2ry area(D) = / 2rydxdy =V . [ |
D

Calculem, per exemple, el volum d’un tor de seccié circular (vegeu figura 3.9): l’area de la
seccié és mr? i el centre de masses és a l'eix z, en el punt (R,0). Llavors,

V = ar?27R = 27°r?R.
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P
=

Figura 3.9: Tor generat per la revolucié d'un cercle

3.4.3 Exemple El primer teorema de Guldin fa referencia a ’area d’una superficie de revolucié.
Encara que aquest concepte es desenvolupara més extensament en el proper capitol, enunciarem
aqui ’esmentat teorema, deixant la demostracié per a més endavant.

Primer teorema de Guldin. L’area de la superficie de revolucid engendrada per una corba
plana, S, és igual al producte de la longitud de la corba per la longitud de la circumferéncia
descrita pel seu centre de masses.

Els teoremes de Guldin poden usar-se també en l'altre sentit, és a dir, a partir d’'un volum
o d’'una area coneguda poden utilitzar-se per a calcular un centre de masses. Per exemple,
per calcular el centre de gravetat d’una semicircumferéncia homogenia de radi R, usem aquest
teorema tenint en compte que I’area de la superficie de revolucié és 4rR>. Llavors 47R? =

2
TR - 27y i, per tant, y = —R.
m

3.5 Moment d’inércia i energia cinética

Suposem que tenim una particula de massa m que gira al voltant d’un eix amb velocitat angular
w. Sir és la distancia de la particula a I’eix de gir, la velocitat de translacié d’aquesta particula
és

v=rw,

i, per tant, I’energia cinetica corresponent és

1
FE = §mv2 = 5mr2w2.

Aixi, si denotem per I el producte de la massa de la particula pel quadrat de la seva distancia
a l’eix de gir, en resulta l'expressié

1
E=_-Tw.
2
Aquesta férmula per a I'energia cinética de la particula és completament analoga a la corres-

ponent a I’energia cinetica de translacio, %mv2, i substitueix la massa m per la quantitat I i la
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velocitat de translacié v per la velocitat angular w. A la quantitat I se ’anomena el moment
d’inércia de la particula de massa m respecte de 'eix de gir.

El moment d’inércia d’un sistema de particules de I’espai respecte d’un eix fixat és additiu, es
a dir, si tenim dues particules de masses my i mo a distancies r1 i ro de ’eix de gir, el moment
d’inercia del sistema format per les dues particules és igual a

I =mir? +myrs.

Aix0 fa que la definicié del moment d’inércia d’un cos W de ’espai de densitat variable respecte
d’un eix es defineixi mitjangant una integral triple. En efecte, sigui p(x, y, ) la funcié de densitat
de massa de W i r la funcié distancia d’un punt de W a un eix fixat. Subdividim W en regions
de volum AxzAyAz i aproximem W per un sistema de particules, un per a cadascuna de les
regions resultants; en cadascuna d’aquestes regions aproximem la massa per pAzAyAz, on p
és el valor de la densitat en un punt de la regid, i aproximem la distancia r pel valor d’aquesta
distancia en aquest mateix punt. El moment d’inércia resultant d’aquesta aproximacié és

Z r2p AxzAyAz.

Si passem al limit d’aquesta expressié quan el volum AzAyAz tendeix a zero, trobem la integral

I:/ r? pdzdydz .
w

Per definicié, aquesta integral és el moment d’inercia de W respecte de la recta fixada. Analogament,
si D és una placa del pla R?, definim el moment d’inércia de D respecte d’un eix com

I:/ 2 pdxdy .
D

Especialment interessants sén els moments d’inércia respecte dels eixos coordenats. Sigui D
una lamina de R? de densitat de massa p(x,y). Definim el seu moment d’inércia respecte dels
eixos z, y respectivament com

I :/ y>p(z,y) dzdy, [y:/ 2’ p(z,y) dzdy
D D

que mesuren la resposta d’un cos a l'intent de girar-lo, i depenen de la forma i massa del cos.

Analogament, definim el moment d’inércia d’un solid W C R® de densitat de massa p(z,y, 2)
respecte dels eixos x, y, z, respectivament, com

II = /(y2+z2)p(x,y,z)da?dydz,
w

I, = /(w2+z2)p(a:,y,z)dardydz,
w

I. = /($2+y2)p(a:,y,z)da?dydz.
w

Amb aquesta definicié de moment d’inercia es manté el lligam establert per al cas d’una particula
entre aquest i I’energia cinetica del solid. En efecte, considerem un solid rigid W que gira amb

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002
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velocitat angular constant 2 al voltant d’un eix fix. Un element de massa dm contribuira
%dm | o2 | a lenergia cinética total del cos. A més, si [ és la distancia de dm a l'eix de
rotacié, llavors | K4 |= U, ja que cada element de massa estd en moviment circular. Per tant,
dE = 1Q%1>dm i Denergia cindtica total ser

E:/ dE:/ 1ml%hn:lm?,
W w2 2

on [ = fW 12dm, que és el moment d’inércia del cos respecte de 1’eix donat. Notem que, en
particular, quan un dels eixos és un eix coordenat, tenim les definicions de I, I, i I. donades
abans.

Tot i I’analogia resultant entre el moment d’inercia i la massa de W, cal remarcar que el moment
d’inercia de W respecte d’un eix depen de ’eix de gir i de la forma de W.

3.5.1 Exemple Calculem el moment d’inércia, respecte a ’eix x, d’un plat que té per contorn un
arc de la corba y =sinz, x € [0, 7] i l’eix x, sabent que la densitat a cada punt és proporcional
a la seva distancia a l’eix.

Figura 3.10: Moment d'inercia d'un plat

La funcié de densitat és p = ky, per a certa constant k, i per tant el moment d’inércia respecte
de z és:

w  psine k by 3
I, = / y2p(x,y)dedy = k/ / yidydr = —/ sin? zdr = —kr.
D o Jo 4 Jo 32

3.5.2 Exemple Calculem el moment d’inércia de la bola unitat W = {22 +y%+2% < 1} respecte
d’un diametre, sabent que la densitat de massa en cada punt és proporcional a la distancia del
punt al centre de la bola.

Podem suposar, per simetria, que el diametre és I’eix z. Operant amb coordenades esferiques,
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z =rsinpcosf,y = rsingsinf, z = rcos ¢, tenim z> + y> = r2sin® ¢, p = kr, llavors

27 kg 1
I, / (% + yH)p(z,y, 2)dedydz = / dt‘)/ dgo/ krr? sin® o r? sin @ dr
w 0 0 0

1 [ k[T A k
2m k= / sin® pdyp = T / sin (1 — cos? p)dp = o
6/, 3 /o 9

3.5.3 Exemple Si W és un cos de forma geometrica simple que té un eix de simetria, aleshores
és relativament senzill calcular el moment d’inercia de W respecte d’aquest eix.

Considerem, per exemple, un cilindre anular homogeni i calculem el seu moment d’inércia
respecte de l'eix de simetria. Escollim coordenades de manera que W sigui els cos donat per
les desigualtats

a? <a?+y? < B,
0<z2<1.

L’eix de simetria és l'eix z. Com que W és un cos homogeni, podem suposar que la funcié
de densitat és constant igual a 1. Aixi, utilitzant coordenades cilindriques, podem calcular el
moment d’inércia segons:

I = /(m2+y2)da?dydz
w

2 b 1
/ / r2 - rdzdrdd
0 a 0
b

l
27rl/ r3dr = 71-5(1)4 —at).

La massa del cilindre és
m(W) = (rb* — ma®)l = 7l (b* — a?),

i, per tant, podem expressar el moment d’inercia de la forma
l
I = %(b2 — a®)(B? + a?)
1
= §m(W)(b2 + 612) .

Aixi, quan a = 0, cas en el qual tenim un cilindre massis, el moment d’inércia respecte de ’eix
del cilindre és 1

I= 5m(W)b2 ,
mentre que si fem el limit quan a tendeix a b, cas en el qual tindrem només la carcassa del

cilindre, trobem que
I=m(W)H” .
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Aquests resultats tenen una interpretacié evident: amb una mateixa massa, la inércia de rotacié
del cilindre massis és menor, ja que té bona part de la massa més propera a l’eix de gir que la
distancia b.

Hi ha una relacié molt 1til entre el moment d’inércia d’un cos W respecte d’un eix i el moment
d’inércia de W respecte d’un eix parallel que passa pel centre de masses. Aquesta relacié es
coneix com a teorema dels eixos parallels o teorema de Steiner:

3.5.4 Teorema de Steiner El moment d’inércia d’un cos respecte d’un eix és la suma del mo-
ment d’inércia respecte d’un eix parallel que passa pel centre de masses i el moment que tindria
si tota la seva massa estigués concentrada en l’esmentat centre.

Podem expressar analiticament aquest resultat de la forma segiient: sigui W C R® una regié
elemental i p una funcié de densitat. Sigui r un eix de ’espai i s la recta parallela que passa
pel centre de masses de W. Finalment, notem

d = distancia del centre de masses a r,

m = massa total de W .

Aleshores, el teorema de Steiner s’expressa per ’equacid

I, = I, +md?.

En efecte, prenem coordenades de manera que el centre de masses de W és l'origen, (0,0,0),
i que s és l'eix z. La recta r és una recta parallela a 1’eix z que passa per un punt (o, yo,0).
Aleshores, el moment d’inercia de W respecte de r és

o= [ (=) + (v - w))pdodyd:
w
= / (2% + y*)pdedydz + (x5 + y3) / pdxdydz
w w
—2x9 / rxpdzxdydz — 2y0/ pdxdydz .
w w
Pero, com que 'origen és el centre de masses de W, es té que
/ zpdzdydz = / ypdxdydz =0,
w w

d’on se segueix el resultat. ]

Observem que d’aquest resultat es dedueix que el moment d’inércia d’un cos respecte d’un eix
és més gran a mesura que és més gran la distancia de l’eix al centre de masses del cos, i és
minim quan l’eix passa pel centre de masses.
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3.5.5 Exemple Sigui W el cilindre donat per les desigualtats

@ +y’ <R,

o
2 2’

amb densitat constant k. El moment d’inércia de W respecte de ’eix z, calculat amb coorde-
nades cilindriques, és:
27 h/2
k/ / / (r* sin? 0 + 2°)r dzdrdf
h/2

2m h3
= k/ / (hr® sin? @ + —r) drdf
2m

I= k/ (y* + 2%) dedydz
w

h? R?
pa— 2 _—
= k& h—51 0+ 35
RS R
= kMgt

La massa del cilindre és
m(W) =7R?-h-k.

Aixi, podem escriure el moment d’inércia segons

R K2

I =
m (W) [ Tt 12]
Segons el teorema de Steiner, el moment d’inercia de W respecte d’un eix perpendicular al

cilindre i que passa per un extrem és

I = m{R—2+h2]+mh—2
4 12 4
R?> n?
= mh*?]-

3.5.6 Exemple Un fluid de densitat constant p = 1 esta contingut entre dos cilindres de radis
a1 1 a2, que giren a velocitats angulars 2y i (2,. Cada particula de fluid es mou descrivint una
circumferéncia amb velocitat v(r) = A/r + Br. Les constants A i B estan triades de manera
que v(ay) = Qay i v(az) = Naas. Si el fluid esta confinat entre els plans z = 01 z = h (vegeu
la figura 3.11), calculem ’energia cinética total del fluid.

Sigui W el volum entre els dos cilindres. Si prenem coordenades cilindriques, es té que

/ 1 vidm = / vidzdydz

27 A2
_ / / / —+2AB+B2 2 rdrdfdz —h7r/ (== +24Br + B**)dr

E

= hw[A2ln—+AB( —af)-l—%(a%—a‘f)},
ai
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a2

Figura 3.11: Un fluid entre dos cilindres

on A i B els trobarem resolent el sistema lineal

A

May = —+DBa,
ai
A

Qoas = — + Bas,
a2

és a dir,

3 2
a 0 — Qlal — 920,10,2
A = 1 1 (7,2 CL2

1 2
Qla% — ang

B =
2 2
ay + a3

3.6 Potencial gravitacional

Segons la llei de la gravitacié universal de Newton, la forca entre dues particules de masses m
i m' separades per una distancia r és una forga atractiva en la direccié que uneix les particules
i de modul igual a

Gmm/
2 )

r
sent GG la constant de gravitacié universal. Podem expressar aquesta llei de forma vectorial:
si (o, Yo, 20) son les coordenades de la particula de massa m i (x,y, z) les de la de massa m,
aleshores la forca exercida per m sobre m és igual a

F = _ Gmm/ (x — 0,y — Yo,2 — 20)
(—20)> +(y—90)® + (2 — 20)*> \/(z — 20)2 + (y — 40)% + (z — 20)2
Gmm/

= - 3($—x0,y—y0,z—20)-

(\/(35 —x0)* + (Y —yo)? + (2 — 2’0)2)
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Aixi, si denotem per r = ((z — a:o)2 + (¥ —yo0)* + (z — 20
una particula de massa unitat m' = 1 en el punt (z,y, z)

Gm

F= _r—3($—$0,y—y0,2—20)-

)2)1/2 1a forca exercida per m sobre
és

Un calcul elemental mostra que F' és igual a

r=v@m),

of of ©°
on Vf = (5%, 3 5%)-

En aquest cas es diu que F' admet una funcié potencial, V' = Gm/r (més endavant, en els
capitols 5 i 6, tractarem els camps vectorials amb més detall).

La forca gravitacional i, en conseqiiencia, el potencial gravitacional sén additius. Aix0 és, si

my, ..., My soén masses puntuals de ’espai, el potencial gravitacional que generen és igual a
my mg
G|l—+-—+—),
r1 Tk
onri,...,r son les distancies de les masses corresponents fins al punt (zg, yo, 20). Aixi, com en

d’altres processos additius examinats al llarg d’aquest capitol, la nocié de potencial gravitacional
creat per un cos de ’espai es defineix en termes d’una integral.

Suposem ara que el nostre objecte atractor és un domini estés W amb densitat de massa
p(z,y,z). Es defineix el potencial gravitacional creat per W com la funcié definida per la

integral
(ar y, z)dzdydz

Vi(z1,y1,21) Gm/ .
(z1,91,21 \/xl—x =02 1 (1= o)

Observem que si el punt de definicié de V' és de W aleshores la integral és una integral impropia,
que és convergent.

3.6.1 Exemple Calculem el potencial gravitacional degut a una barnilla de longitud L, ho-
mogenia (amb densitat igual a 1), en els punts de ’eix on esta situada, (vegeu la figura 3.12):

Figura 3.12: Barnilla homogenia de longitud L

L2 L2
Vi) = Gm/ 7_Gm/ =
2

L/2 1‘1—1‘ L/QCUl—CU
v +(L/2) _ PA
—L/2

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



84 Capitol 3. Algunes aplicacions de les integrals miltiples

3.6.2 Exemple Usant coordenades esferiques, calculem el potencial gravitacional d’una esfera
de radi R formada per capes concentriques homogenies.

Suposem que l'origen és el centre de l'esfera i que la densitat de massa és constant en cada capa
concentrica de esfera (és a dir, la densitat p(r) és funcié del radi de la capa) Usem el resultat
de 'exemple 3.3.3 que ens donava la massa de ’esfera segons M = 4x fo yridr.

Prenem un punt p qualsevol en l'eix z de coordenades (0,0,D), amb D > 0; la simetria del
problema ens donara el potencial a qualsevol punt de ’espai. Es té que

V(zi,y1,21) = Gm/ P&,y 2) drdydz
\/x2+y + (D —2)?
2T .
- Gm/ d6/ 2dr/ ik dp
/D2 + 12 —2Drcos ¢
Ara bé,
T sin @ 1 "
dp = —+/D?+r2—2Drcos
/0 /D2 + 12 —2Drcos ¢ 4 DT\/ <p0
1
= DT (D 472 +2D7)1/2 — (D? 472 — 2Dr)/2
= D—T[D+T—|D—T|]a (%)

expressié que cal avaluar distingint dos casos:

2
(a) Si p és exterior a l'esfera (D > R), llavors | D —r |= D —r, (¥) val D ies té que

27T
V(z1,y1,21) = Gm/ d9/ r)r —dr

GMm
_ 2
= Gm/ dr = ———.

Per tant, el potencial degut a una esfera de densitat p(r) en un punt exterior és el mateix que
si tota la massa de ’esfera es concentrés en el seu centre.

(b) Si p és interior a 'esfera (D < R), llavors

ID—r|= D—r si r<D,
“1lr—D si r>D,

i el valor de (*) és

2/D si r<D,
2/r si r>D,
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ies té que

[
Q
3

2m D 2 2m R 9
V(z1,y1,21) /0 dﬁ/o p(r)r25dr+/0 dcp/D p(r)r2;dr
:471' b R

= Gm |— p(r)r2dr+47r/
D Jo D

p(r)rdr]

o R
= Gm —D+47r/ p(r)rdr] )
D D

on el primer sumand és el potencial degut al tros de massa Mp corresponent a l’esfera de radi
D.

Si D < 0, cal substituir D per |D] en els calculs anteriors. Aixi, per D < 0 en el cas (a), trobem

que

GMm
V($17y1,21) = _T’

ien el cas (b), que
R

M
V(z1,y1,21) = Gm [_—D +47T/
D -D

p(r)rdr] .
3.6.3 Observacié El potencial gravitacional ens déna també 'oportunitat de presentar 'interes
de les integrals de més de tres variables. En efecte, siguin W i W' dos cossos de l’espai amb
distribucions de masses donades per les funcions p(z,y,2) i p(2’,y', 2'), respectivament. Segons
la 1lei de Newton, el potencial gravitacional entre dos elements de masses arbitrariament petites
de WiW'és
p(z,y,2)p(x',y', ')
Ve =2 +y—y)?+(-2)

i, per tant, trobem la integral de sis variables

R AzAyAzAz' Ay' Az,

G p(z,y,2)p(x',y', 2")
wxw /(x—3")2+ (y—y')2+ (2 — 2')

= dadydz dz'dy'dz" .

Val a dir que, com hem observat en els exemples anteriors, sovint el comportament d’un cos
és similar al d’una massa puntual concentrada en el seu centre de masses, la qual cosa estalvia
calcular integrals de sis variables.
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4
Integracidé de funcions sobre corbes

I superficies

En molts processos de la fisica i de les aplicacions és convenient modelitzar un cos de 'espai
mitjancant una corba o una superficie, de manera que el model sigui més senzill que ’objecte
original. Aixi, sovint es tracta un filferro (o un fil conductor) com una linia o una placa com
una superficie, com si no tinguessin volum. Tot i aixo, aquests models estan dotats d’una funcié
de densitat de massa. Si volem determinar la massa d’una linia material de ’espai R? a partir
de la seva funcié de densitat, no podem integrar la funcié com si fos de tres variables, siné que
cal fer referencia al fet que la linia és de dimensié 1. Es aix{ com sorgeix el concepte d’integral
de trajectoria que introduim en aquest capitol. Analogament, si la massa que volem calcular
és la d’una placa, la integral corresponent és una integral de superficie.

Aquestes sén aplicacions del calcul integral que podriem haver inclos en el capitol anterior. No
obstant aix0, hem preferit dedicar un capitol especific a aquestes qliestions que aprofitarem,
alhora, per repassar els conceptes geometrics de corba i superficie de I’espai, cosa que ens sera
de molta utilitat en els capitols segiients.

4.1 Longitud d’una trajectoria

En aquest apartat analitzem el concepte de longitud d’una corba i com calcular-la. Per fer-ho,
comengcarem recordant les definicions de trajectoria i de corba associada.

La idea intuitiva de trajectoria respon a la del recorregut descrit per una particula a mesura
que passa el temps. Aixi, per coneixer la trajectoria cal coneixer la posicié de la particula en
cada instant, és a dir, les seves coordenades en funcié del temps. Formalitzem aquesta idea de
la forma segiient.

4.1.1 Definicié Una trajectoria, o cami, és una aplicacid, derivable amb continuitat, o d’un
interval tancat I = [a,b] a R3,

RB

o: I — ,
t— o(t) = (2(t),y(t), 2(1)) .
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88 Capitol 4. Integracié de funcions sobre corbes i superficies

La variable real ¢ rep el nom de pardametre (o també, temps) de la trajectoria o. A la imatge de
I per o, o(I), ’'anomenarem la corba associada a la trajectoria o. Es a dir, la corba associada a
una trajectoria correspon al conjunt de punts pels quals passa la trajectoria al llarg del temps
t € [a,b], mentre que el terme trajectoria es reserva per a la forma en la qual es descriu el pas
per aquests punts. Es clar, per tant, que dues trajectories diferents poden tenir la mateixa
corba associada.

En la definicié de trajectoria hem imposat que o sigui derivable, de fet amb continuitat. La
derivada de o,

o:I — R
to— ol(t) = («'(1),y' (1), 2 (1)),

defineix el vector tangent o' (t) en cada punt, o(t), de la trajectoria. El modul d’aquest vector
indica la velocitat amb la qual es recorre la corba associada a la trajectoria.
4.1.2 Exemples
1. Considerem les trajectories planes o, : [0,27] — R2, definides per

o(t) = (cost,sint),

v(t) = (cos2t,sin2t),

respectivament. Ambdues trajectories tenen la circumferéncia 22 + 2 = 1 com a corba associ-
ada, perd mentre que o fa una volta al llarg de la circumferéencia, v en fa dues. Observem que
les velocitats corresponents sén 1 i 2, respectivament.

2. La cicloide és la corba plana descrita per un punt de la circumferéncia unitat quan aquesta
roda al llarg de ’eix de les = (vegeu la figura 4.1). Si ¢ és ’angle de gir de la circumferencia,
I’equacié parametrica de la cicloide és

o(t) = (t —sint, 1 — cost) .
La cicloide completa un cicle quan 0 < ¢ < 27.

Y

Figura 4.1: Una cicloide

3. La trajectoria o : [0,27] — R3 definida per

o(t) = (cost,sint,t),
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4.1. Longitud d'una trajectoria 89

descriu una volta de I’heélice circular (vegeu la figura 4.2).

Figura 4.2: Heélice circular

Com podem mesurar la longitud d’una trajectoria? Ho farem per un procés d’aproximacié:
considerem una trajectoria o, que suposarem que és simple, és a dir, que és injectiva, o sense
autointerseccions (encara que aixo no és necessari). Podem aproximar la longitud de la corba
associada a la trajectoria per la longitud d’una corba poligonal formada per un nombre finit
de segments que uneixen diferents punts de la trajectoria (vegeu la figura 4.3). En efecte, sigui
P = {to,t1,...,tx}, amb a =ty < t; < --- < t = b, una particié d’ordre k de l'interval I. La
longitud de la corba poligonal formada pels segments que uneixen o(¢;) i o(t;11),4 =0,...,k—1,
que denotarem per £(P), és igual a

k
(P) =" |l o(t:) = oltiz) || -
i=1
Sigui || P ||= 1121?<Xk{ti — t;_1} la norma de la particié. Es clar que si afegim més punts a una

particié donada, la corba poligonal corresponent s’ajusta millor a la corba original (vegeu la
figura 4.3). Aix0 déna sentit a la definicié que segueix.

S

Figura 4.3: Poligonal inscrita a una corba

4.1.3 Definicié La longitud d’una trajectoria o és el limit de les longituds de les poligonals
inscrites, £(P), quan la norma de P tendeiz a zero, és a dir,

o) = ||113i\|rgo LP).
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Logicament, la definicié anterior només té sentit si aquest limit existeix, fet que en el nostre
cas esta garantit per la proposicié segiient, resultat que déna, alhora, una férmula integral per
fer el calcul efectiu de la longitud d’una trajectoria.

4.1.4 Proposicié La longitud d’una trajectoria és igual a la integral de la velocitat o norma del
vector tangent, és a dir,

b b
Uo) = / o' () || dt = / VEOP W OF + [ZOPdt.

Demostracié. Com que hem demanat que una trajectoria o sigui derivable amb continuitat, les
components del vector tangent o'(t) = (2'(¢),y'(t), 2’ (t)) sén funcions continues. Aplicant el
teorema del valor mig a cadascuna en els intervals [t;—1,¢;], 1 < i < k, deduim D’existéncia de
certs valors a;, b;, ¢; € [ti—1,t;] tals que
lo(ti) —olti-) || = \/[w(t') - w(ti D7 + [y(ts) —y(t-1)]® + [2(t:) — 2(E-1)]
= V'(a; (0:)* + 2'(ci)? (ti — tiz1) .

Si tinguéssim que a; = b; = ¢;, aleshores podriem escriure

b
lim o t;i_1) ||= lim o'(a;) || (t; — ti / a'(t) || dt,
HP”%ZH Dli= Jim Zu l—ten=[ 17w

on la darrera igualtat correspon a la definicié de la integral d’una funcid, i aixi acabaria la
demostracio.

No és cert en general, pero, que a; = b; = ¢;. Per reduir-nos a aquest cas, utilitzarem la
continuitat uniforme: en efecte, essent z’,y’, z’ funcions continues sobre 'interval compacte I,
so6n funcions uniformement continues i, per tant, donat qualsevol € > 0 existeix § > 0 tal que,
si|| P ||< §, aleshores

‘\/x B2 + 2 (c)2— || o' () ||‘<5

per a tot u; € [ti—1,t;]. Aixi, si|| P ||<d, es té que

k
- Z I o' (wi) [] (£ — tiz1)

Ara bé, la suma Zle || o'(u;) || (t; — ti—1) és una suma de Riemann de la funcié || ¢’ || a
Iinterval I, és a dir, que es té que

b
o' (u) || (8 — i o'(t) || dt,
Jim Zu =t = [ o]

i, en consegiiencia, existeix el limit lim| pj_,o £(P) = £(0) i és igual a

<elb—a).

b
(o) :/ | o' (t) || dt. |
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4.1.5 Exemples

1. Les longituds de les trajectories de I'exemple 4.1.2, que tenen com a imatge la circumferencia
de radi 1, sén:

2m
o) = Vsin?t + cos? t dt = 2,
0
2w
() = / 2V/sin? 2t + cos? 2t dt = 4,
0

cosa que reflecteix clarament que una de les trajectories fa una volta a la circumferencia mentre
que laltra en fa dues.

2. La longitud d’una volta de I’hélice o(t) = (cost,sint,t), t € [0, 2n] és

2w 2m
o) = Vsin® ¢+ cos? t + 1dt = V2dt = 2V/2r .
0 0

3. La determinacié de la longitud d’una trajectoria mitjancant una integral s’estén sense di-
ficultat a les trajectories diferenciables a trossos, és a dir, trajectories continues o(t) que sén
derivables amb continuitat llevat d’un nombre finit de punts, ai,...,a,, de I'interval [a,d], en
els quals la derivada, o', presenta discontinuitats de salt. En aquest cas, si prenem ag = a i
am+1 = b, es té que

=Y [ o) a.

a(0)

Figura 4.4: Una trajectoria diferenciable a trossos

Aixi, per exemple, la trajectoria

i <t<
a(t):{ (cost,sint,0), 0<t<7w/2,

(0,1,%), m/2<t<m,
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92 Capitol 4. Integracié de funcions sobre corbes i superficies

és una trajectoria diferenciable a trossos, ja que és continua perd no és derivable en t = 7/2
(vegeu la figura 4.4), i la seva longitud és igual a

ey

w/2 ™ /2
/ Il o' () || dt+/ Il o' () | dt:/ \/sin2t+cos2tdt+/ dt = 7.
0 w/2 0 T

/2

La férmula que acabem de demostrar per calcular la longitud d’una corba utilitza, de forma
essencial, la continuitat de la derivada de o (). Si no haguéssim imposat que les trajectories
fossin de classe C'' podriem trobar-nos amb trajectories de longitud infinita com veiem en els
dos exemples que presentem a continuacié.

4.1.6 Exemples
1. Considerem l’espiral plana definida, per a 0 < t < 1, per (vegeu la figura 4.5)

2 2
oty = <tcos %,tsin %) ,  si t €]0,1],

a(0) =0.

N

Figura 4.5: Corba espiral

1 1
k+1° &

rem per Sg. Es clar que la longitud de cadascuna d’aquestes trajectories satisfa que

Quan t recorre l'interval | ], la trajectoria o fa una volta completa a ’origen, que denota-

1
L) > —
0Sk) 2 377

B

d’on se segueix que
1
L <o)
= E+1

Per0 aquesta serie és la serie harmonica d’exponent 1, que és divergent, per la qual cosa la
longitud ¢(o) és infinita.
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Observem que, per a t # 0, o és derivable amb continuitat i se satisfa que

20 27 . 2w . 2w 2w 2_71' , £ e]o,1].
t t t t

o'(t) = (cosT + — sin —, sin — — — cos

La singularitat d’aquest exemple resideix en que o no és derivable a I’origen. De fet, si intentem
calcular la longitud de ¢ mitjancant una integral com la de la proposicié anterior, trobem la

integral impropia
1
/ 472
0

2. La corba que anem a descriure seguidament es construeix a partir d’aproximacions poligonals.
Prenem un segment S de longitud 1 i el dividim en tres parts iguals. Substituim el segment
[1/3,2/3] pels costats d’un triangle equilater basat en aquest segment, i notem P; la corba
poligonal corresponent. Aixi, P; esta formada per quatre segments iguals de longitud 1/3, i,
per tant, la seva longitud total és ¢(P) = 4/3.

que és divergent.

Figura 4.6: Generacié de la corba de von Kock

Repetim l'operacié en cada un dels quatre segments de P;, és a dir, dividim els segments en
tercos i substituim el ter¢ mig pels costats d’un triangle equilater que el té per base (vegeu la
figura 4.6). Obtenim aix{ una corba poligonal P» formada per 16 segments de longitud 1/3.

La seva longitud total és
((Py) =42 L_ (4
Yo \3)

Reiterant el procés, construim una corba poligonal P, de longitud

{(Py) = (%)k ;

i, per tant, si C' és la corba limit de les corbes poligonals Py (corba que acceptarem que existeix),
la longitud de C' és infinita. En aquest cas ens trobem davant d’una corba que no és derivable
en una infinitat de punts.
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Fins ara ens hem referit a la longitud d’una trajectoria. Quan diem que la longitud d’una
circumferencia de radi R és 2R no fem referéncia a cap manera explicita de recorrer-la i, a
més, esperem que aquesta longitud sigui també la de qualsevol trajectoria que faci una volta
completa a la circumferencia. Acabem aquest apartat definint la longitud d’una corba. Per fer el
pas de la longitud d’una trajectoria a la longitud d’una corba comencarem definint trajectories
equivalents.

4.1.7 Definicié Direm que dues trajectories 0 : I — R® §~ : J — R3 sdn equivalents si
existeir una aplicacid bijectiva h : I — J tal que tant h com h™! sén de classe C' i se satisfa
que 0 = ~yoh.

Aixi, dues trajectories equivalents descriuen el mateix recorregut, perd a velocitats diferents (i,
possiblement, en sentit invers, vegeu ’apartat d’orientacions del proper capitol). La funcié h és
un canvi de variable. Recordem que una funcié amb aquestes propietats és sempre estrictament
monotona (creixent o decreixent).

4.1.8 Proposicié Dues trajectories equivalents tenen la mateiza longitud, és a dir, si o iy son
equivalents, ((a) = ().

Demostracié. Com que o i v sén equivalents, hi ha una funcié de canvi de variable, h, tal que
o =~ o h. Segons la regla de la cadena tenim que

o' (t) =7'(h(t)) h'(t),

i, per tant,
o) [I= 1RO ' R@) 1] -
Aixi, es té que

Uo) = / ()] (| ¥ (b)) | dt.

i, aplicant el teorema del canvi de variable per a integrals d’una variable, en resulta la igualtat

/Ih’(t)l 1 (h(®)) dt:/ 1Y/ (7) [l dr,
I J

d’on se segueix que £(o) = £(7). [ |

Aquest darrer resultat ens permet ara definir la longitud d’un corba (regular) sense fer referéncia
a la trajectoria que la defineix. En primer lloc establim quines sén les corbes regulars.

4.1.9 Definicié Direm que una trajectoria o és regular si el vector tangent no s’anulla mai, és
a dir, o'(t) #0, per a tot t € I.

Les trajectories regulars satisfan el segiient:

4.1.10 Proposicié Dues parametritzacions requlars i simples d’una mateiza corba son sempre
equivalents.
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Demostracié. Siguin o : I — C' i~ :.J — C dues parametritzacions regulars i bijectives de
la corba C. Com que els intervals I i J sén compactes, les funcions inverses o1 i v~ !, que
existeixen per la bijectivitat de les parametritzacions, sén també continues. Aixi, la composicié
h=~"1o0:I — J és continua i bijectiva. Ens queda per comprovar que h i h~' sén

derivables amb continuitat.

Per a qualsevol ¢ € J, es té que 7'(h(t)) # 0, ja que v és regular, per la qual cosa alguna
component d’aquest vector sera no nulla; sigui v;(h(t)) # 0. Com que 7} és continua, podem
aplicar el teorema de la funcié inversa per deduir que ;" ! és derivable amb continuitat i que,
per tant, la composicié h = 7{1 o0; és C' en un entorn del ¢ escollit. Aixd ho podem fer per a
cada t € I i, per tant, h € C1(I). Que h™! és C! se segueix d’una nova aplicacié del teorema
de la funcié inversa. ]

Aquest resultat déna sentit a la definicié segiient.
4.1.11 Definicié Direm que un conjunt de punts de R® que admeti una parametritzacic regqular

i simple és una corba regular. S’anomena longitud de la corba regular la longitud de qualsevol
parametritzacio reqular i simple de la corba.

Si o és una parametritzacié regular i simple, la funcié ¢ : I — [0, £(o)] definida per

o) = / 1o'(r) || dr,

que déna la longitud de o des de o(a) fins a o(t), té per derivada €'(t) =|| o'(¢) ||> 0. Aixi,
com que és C'!, sera estrictament creixent, i, pel teorema de la funcié inversa, té inversa £~! de
classe C'. Es a dir, o o £=! és una parametritzaci6, equivalent a o, depenent del parametre £
que déna la longitud de I’arc recorregut. Aquest parametre rep el nom de parametre arc.

Observeu que el vector tangent en cada punt d’una corba parametritzada pel parametre arc és
unitari:
U' o gfl

BNEXGE

(U o g—l)/ _ (O" 0571)(€71)I

Derivant el parametre arc respecte del parametre ¢ trobem la igualtat

Usarem l'expressié element de longitud per referir-nos a
e =|| a'(t) || dt.

Aixi, la longitud d’una corba és igual a la integral de I'element de longitud, cosa que escriurem

de la forma: ,
LC) = (o) :/a | o' (t) || dt = /odéz /Cdé.
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4.2 Integral de trajectoria

Ens plantegem el problema segiient: sigui C' (o o) una corba plana i f : C — R una funcié
positiva. Representem graficament f situant un punt d’alcada z = f(z,y) sobre cada punt
(z,y) de la corba (vegeu la figura 4.7). S’obté, aixi, una corba sobre C, que juntament amb la
corba original determina un tancat vertical. Com podem calcular I'area d’aquest tancat?

Figura 4.7: Tancat sobre una corba plana

El problema aixi plantejat té moltes analogies amb el del calcul de ’area sota el grafic d’una
funcié d’una variable. Es un problema d’integracié. Per resoldre’l utilitzarem el mateix metode
emprat en la definicié de la longitud d’una trajectoria: dividir la corba en arcs cada vegada
més petits, que podem aproximar per segments rectilinis, i prendre el limit quan la longitud
d’aquests arcs tendeix a zero.

4.2.1 Definicié Donada una funcid real f definida sobre la corba imatge d’una trajectoria o :
I =[a,b] — R®, direm que f és integrable sobre la trajectoria o si ewisteix el limit

k
lim c; t;) —o(t;_
i, S 5ot 6) = ot ) 1
sent P una particid {to,t1,...,tx} de I, ¢; € [ti—1,t;], © aquest limit és independent dels punts

c; escollits.

El limit rep el nom d’integral de la funcid f sobre la trajectoria o i la designarem per / fde,
és a dir, 7
[ rat= tim Zf Nl ot —oltin) |

lIPll—

4.2.2 Proposicié Si f és continua, f €és integrable sobre qualsevol trajectoria o i se satisfa que

/fcw—/f D Il o'(t) I dt.
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Demostracié. Usant la continuitat uniforme i el teorema del valor mig, com en la demostracié
de la proposicié 4.1.4, veiem que

lim Zf D o(t) —o(tizy) [I= lim Zf ) o' (co) [I (8 = tiza)

IPll—o0 ¢ IPl|—o0 ¢
i 'dltima expressié és una suma de Riemann de la funcié (f o o) || ¢’ || sobre 'interval I.

Aquesta funcié és continua sobre I i, per tant, integrable, d’on se segueix que aquest limit és
igual a la integral de ’enunciat. ]

Observeu que la longitud d’una trajectoria és la integral de la funcié 1 sobre la trajectoria.

El resultat segiient permet definir la integral d’una funcié sobre una corba regular independent-
ment de la trajectoria simple que la defineixi.

4.2.3 Proposicié La integral d’una funcid continua f sobre la trajectoria o no varia si la repa-
rametritzem, és a dir, si o iy sOn parametritzacions equivalents,

/deéz/yfdé.

Demostracié. Es una aplicacié immediata del teorema del canvi de variables. En efecte, si
0 = o h, aleshores es té que o' = (7' o h) h' i, per tant,

b
/ fde= / F(o () 1 ') |l dt = / (F o) (B(t)) [ 2/ (h(t)) II W (8)]d

Finalment, pel teorema del canvi de variables, resulta que

/fde—/f Dl (r )Ildrz/vfdf- "

Definim ara la integral de f sobre una corba:

4.2.4 Definicié6 Donada una corba reqular C' i una funcid continua f, definida sobre la corba, es
defineiz la integral de f sobre C' com la integral de f sobre qualsevol parametritzacié o regular
i simple de C', és a dir, si 0 : [ — C és una parametritzacio reqular i simple, aleshores es té

que
/Cfdéz/afdé.

1. Calculem la integral de la funcié f(z,y) = |zy| sobre I'ellipse 22 /4 + y* = 1. Parametritzem
Pellipse per o(t) = (2cost,sint), amb ¢ € [0,27]. L’element de longitud és

dl =|| o' (t) || dt = V4sin®t + cos2 tdt = \/1 + 3sin® t dt

4.2.5 Exemples

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



98 Capitol 4. Integracié de funcions sobre corbes i superficies

i, llavors,
27 w/2
/fdé = / 2|costsint|\/1+35in2tdt:8/ costsint\/ 1+ 3sin® t dt
c 0 0
' 8 56
= 4/ \/1+3udu:6[(1+3u)3/2](1):§_
0

2. Calculem la integral d’una funcié definida sobre una trajectoria plana expressada en coor-
denades polars per r = r(8), 6 € [61,62]. Utilitzant ’angle § com a parametre, la trajectoria
correspon a

a(0) = (r(0) cos @, r(0)sinb),
que té derivada
a'(0) = (r'(0) cos @ — r(#) sin B, r' () sin @ + r(6) cos §) ,

d’on se segueix que ’element de longitud és

d =) o'(0) || db =TT db.

Aixi, la integral d’una funcié f sobre aquesta trajectoria s’expressa mitjangant la integral

02
/fd[: f(rcos@,rsin€)/(r')? +r2df.
o 91

Per exemple, la integral de la funcié f(z,y) = ?+y? al llarg d’una espira de I’espiral logaritmica

r=e’, és igual a

27
(e —1).

27
201 /20 1 020 gp — geso _ g

0 0

4.2.6 Observacions

1. Silatrajectoria o és C! a trossos, definim la integral d’una funcié continua sobre la trajectoria
com la suma, de les integrals sobre cadascun dels trossos on o és C'.

2. Com que les integrals de funcions continues sobre trajectories sén sumes d’integrals de
funcions continues d’una variable, és evident que es compliran totes les propietats de linealitat,
homogeneitat, etc. d’aquestes. A titol d’exemple, enunciem el teorema del valor mig: donada
una trajectoria o : I — C' i una funcié continua f, existeix un punt p € o(I) tal que

[ 1= 1w o).
4.3 El concepte de superficie

Intuitivament, una superficie és un subconjunt de R? que, localment, és com un pla. Es clar
que el grafic d’una funcié continua z = f(z,y) definida en un domini respon a aquesta idea,
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4.3. El concepte de superficie 99

ja que per determinar un punt del grafic és suficient coneixer el valor de les dues coordenades
(z,y). El paraboloide z = 2% 4+ y? és una d’aquestes superficies.

Un exemple més ampli de superficies el donen les descrites per equacions de la forma
F(x7 y7 Z) = 0 )

com lesfera 22 +y2 4+ 22 = 1. En aquest cas, per tal que ’equacié determini una superficie en el
sentit amb qué usualment usem aquest terme, és necessari imposar alguna condicié a la funcié
F(z,y,2). En efecte, si F és C' i VF(x,y,2) # 0 en cada punt solucié de ’equacid, aleshores
el teorema de la funcié implicita assegura que, localment, una de les variables, per exemple z,
pot aillar-se en funcié de les altres dues, z = f(z,y).

En aquest segon cas, els punts de la superficie també quedaran univocament determinats,
localment, per dues variables, pero ara les variables utilitzades poden canviar d’un punt a un
altre. Aix0 ens déna la idea de generalitzar la definici6 al cas en que les dues coordenades que
determinin els punts de la superficie no siguin les coordenades cartesianes.

4.3.1 Definicié Una superficie parametritzada és una aplicacié de classe C*
0:D — R
(u,v) — p(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v))

on D és un domini elemental de R? i tal que és injectiva a linterior de D.

La imatge S = ¢(D) anomenarem la superficie associada a la parametritzacié p. Les variables
u, v reben el nom de parametres o coordenades de la superficie.

4.3.2 Observacié La definicié de superficie que hem donat pot semblar teécnicament compli-
cada, ja que distingeix el comportament de ¢ en els punts de 'interior de D respecte els de la
frontera. De fet, normalment es demana, per qiiestions de diferenciabilitat, que els parametres
d’una superficie parametritzada variin en un obert del pla. Nosaltres hem proposat una vari-
acié en un domini elemental, D, que és compacte ja que facilita els enunciats d’integrabilitat de
funcions continues, tot i que afegeix la complicacié addicional esmentada. Per tal de no fer una
digressié tecnica cada cop que utilitzem el concepte de superficie, cosa que ens allunyaria dels
objectius que perseguim en aquest text, i com que la frontera de D té area zero i no modifica la
integrabilitat d’una funcié, obviarem la distincié entre un domini elemental D i el seu interior,
on s’han de satisfer les propietats de regularitat que imposarem més endavant.

Donat un punt pg = ¢ (ug, Vo), s’anomenen corbes coordenades de la parametritzacié o les corbes
que sén les imatges, per ¢, de les rectes u = ug, v = vy (vegeu la figura 4.8).

Els vectors tangents en py a aquestes corbes coordenades son els vectors

_ %% _ (9 9y 0=
ouluo,v0) = ou (uo,v0) = <8u’ ou’ 8u> (u0,v0),
_ Oy (90 0y 0z
%(UO,UO) = B (UO,UO) = (81}’ o’ 81}) (UO,UO)-
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Figura 4.8: Corbes coordenades

Aquests vectors generen ’espai tangent a S en py,

TpOS = [Qou(uva):(pU(uO:vO)] :

Direm que la superficie és regular o suau si ’espai tangent a la superficie en cada punt és un
pla, és a dir, si els vectors ¢, i ¢, son linealment independents en tot punt de la superficie.
Equivalentment, la superficie és regular si i només si se satisfa que

CuNpy #0.

La condicié de regularitat equival, intuitivament, al fet que la superficie S no tingui “punxes”
ni “arestes”. En aquest cas, el vector ¢, A ¢, déna la direccié normal a la superficie (ortogonal
al pla tangent).

4.3.3 Exemples

1. El grafic d’'una funcié de dues variables, z = f(z,y), de classe C*, és una superficie regular.
Parametritzem el grafic per ¢(z,y) = (z,y, f(z,y)). Aixi, p, = (1,0, fz) 1 ¢, = (0,1, f,), d’on
se segueix que @, A @y = (—fz, —fy, 1) #0.

2. El conjunt de solucions d’una equacié

F(z,y,2) =0,

on F és una funcié de classe C! tal que %(a:, y,2z) # 0, és una superficie ja que, mitjangant el

teorema de la funcié implicita, podem aillar z globalment, és a dir, existeix una funcié derivable
amb continuitat, f, tal que
F(z,y,2) =0 <=2z = f(z,y).

En aquest cas, utilitzant la parametritzacié analoga a ’exemple anterior, i tenint present que

fy:__

resulta que una base del pla tangent és:

Fm _ Fy
Pr = (1,0,_Fz> ) pr - (0717 Fz) )
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i el vector normal corresponent és

1
?(Fm,Fy,Fz).

Pa Ny =
4.3.4 Exemples
1. La superficie d’una esfera de radi R, 2% + y? + 22 = R2, es pot parametritzar per
:[0,21] x [-7/2,7/2] — R,
p(0,9) = (Rcosfcos¢, Rsinf cosd, Rsin ).

Aquesta parametritzacié és regular. En efecte, els vectors tangents a les corbes coordenades
son

w9 = (—Rsinfcosgp,Rcosbcosd,0),
vy = (—Rcosfsing,—Rsinfsin¢, Rcos),
i, per tant, el producte vectorial és el vector
0o Ay = (R? cosf cos® ¢, R? sin § cos® ¢, R? cos ¢ sin ¢)

que és sempre no nul quan ’angle ¢ varia a linterval | — /2, 7/2].

Figura 4.9: Esfera de radi R

Les corbes coordenades ¢ = cnt sén els parallels, mentre que les corbes coordenades 8 = cnt
corresponen als meridians. Observeu que ¢ és injectiva a 'interior del domini de definicid,
10,27 x| —m/2,7/2].

2. El cilindre de radi 1, 22 + y? = 1, es pot parametritzar per
@:[0,20] x [0,h] — R?
p(0,2) = (cosb,sin,z).

En aquest cas, un calcul elemental mostra que pp A p. = (cosé,siné,0), que és un vector no
nul, pel qual la parametritzacié és una parametritzacié regular. Les corbes coordenades son les

circumferencies horitzontals i les generatrius verticals. Observeu que ¢ és injectiva a 'interior
10, 27[ % ]O, A[.
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3. Un con de revolucié d’angle a, 22 + y? = tg 2a 22, z > 0, es pot parametritzar per

:[0,27] x [0,h] — R*,
p(0,2) = (ztg acosh, ztg asinb, z).

En aquest cas, trobem que
wg Np. = (2tg a cosh, ztg a sinf, —ztg %a).
Observem que aquest vector és nul quan z = 0, perd que aixd és compatible amb la nostra

definicié ja que aquest punt correspon a un punt de la frontera de D.

Les corbes coordenades son les circumferencies horitzontals i les generatrius. Observeu que ¢
és injectiva a linterior 0, 27| x ]0, k[ i que la superficie propiament dita (imatge de l'interior)
no té punxes (la punxa correspon a la imatge dels punts (6,0) que sén de la frontera).

4. Tots els exemples anteriors sén exemples de superficies de revolucié. Més generalment,
considerem una corba en el pla zz, o(t) = (f(¢),0,9(¢)), a <t < b, i la superficie de revolucié
generada al girar la corba al voltant de l’eix z (vegeu la figura 4.10). Si 6 és 'angle de gir, la
parametritzacio de la superficie és

(t,0) = (f(t) cosd, f(t)sinb,g(t)),

i varia 6 entre 0 i 2. Per tal d’evitar puntes com la del con, suposem que f(t) > 0, és a dir,
que la corba no travessa l’eix de les z.

Les corbes coordenades ¢t = ent sén els parl-lels de la superficie, i les corresponents a @ = cnt
s6n els meridians. Aquestes corbes tenen vectors tangents

Pt (fl(t) COSG,f’(t) Sineagl(t)) )
Yo = (_f(t) Singaf(t) COSQ,O) )

el producte vectorial dels quals és igual a

pr Npg = (—f(t)g'(t) cosb, —f(t)g'(t) sin®, f(t) f'(t)) ,

que és un vector no nul segons les hipotesis efectuades sobre les funcions f i g.

4.3.5 Observacié Sovint, les superficies que apareixen en les aplicacions del calcul integral sén
superficies que tenen arestes. Per exemple, la superficie que envolta la massa cilindrica

?+y*<1, 0<z<1,

té arestes circulars al llarg de les circumferéncies corresponents al tall del cilindre 22 + y2 = 1
amb els plans z = 0,1. Aquesta superficie estad formada per la regié 0 < z < 1 del cilindre
i pels cercles 22 + y? < 1 dels corresponents plans. Des d’un punt de vista tecnic, aquestes
superficies no sén superficies regulars en el sentit establert en els paragrafs anteriors, perd no
presenten dificultats afegides per al calcul integral. Es per aixo que, en els exemples, utilitzarem
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Figura 4.10: Superficie de revolucié

superficies a trossos, de les quals donem la definicié orientativa segiient: una superficie a trossos
és una unié de superficies parametritzades articulades al llarg de corbes regulars.

Per exemple, siguin @1, 2 i @3, les superficies parametritzades donades per

p1(r,0) = (rcosf,rsinf,3 —r),
p2(2,0) = (cosh,sinb,z),
w3(0,6) = (cos¢cosh,cos¢sinb,sin ),

€ [0,1] x [0,27] = Dy ,
(2,8) € [0,2] x[0,27] = D>,
€ [0,27T]X[—%,0]ZD3.

Aleshores, S = S; U S; U S5 és una superficie regular a trossos.

Figura 4.11: Superficie amb arestes
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4.4 Area d’una superficie parametritzada

Donada una superficie parametritzada, ¢ : D — S, ens proposem calcular la seva area. Apa-
rentment, el problema és similar al de calcular la longitud d’una corba, resolt per aproximacié
per corbes poligonals inscrites, perd en aquest cas el recurs a aproximacions poligonals no és
valid, en general. En el llibre de Budak-Fomin citat a la bibliografia trobareu I’exposicié d’un
conegut exemple de Schwarz que aproxima un cilindre d’area finita per una superficie poligonal
inscrita amb area tan gran com es vulgui.

La idea basica per calcular I’area d’una superficie és, un cop més, aproximar-la per ’area de
superficies més senzilles, cosa que en el limit es convertira en una integral. Aquesta vegada
I’aproximaci6 la farem des de ’espai tangent. Considerarem un rectangle R que conté el domini
D de definicié de la superficie, D C R. Considerem una particié regular d’ordre n de R en n?
rectangles R;;, 1 <4,j < n. Per a cadascun dels rectangles R;; C D notem per S;; = ¢(R;;)
el tros de la superficie S que li correspon per la parametritzacié ¢. Per a n molt gran, és
raonable pensar que I’area de la superficie S;; és aproximadament igual a I’area de la superficie
del rectangle imatge de R;; per ’aplicacié lineal dyp, per a tots els 1 < ¢, j < n, (vegeu la figura
4.12).

Figura 4.12: Aproximacié de I'area des de |'espai tangent

Aixi, si denotem per Au,Av les longituds dels costats dels rectangles R;;, 'area de cada S;;
s’aproxima per l’area del parallelogram de costats Augp,, (ui, v;), Avpy(u;,v;), que esta en el
pla tangent a S en p(u;,v;), i que és igual a

A(Sij) =l pului,vj) Ay (uivj) || Audwv.

Sumant aquestes expressions sobre tots els rectangles R;;, 1 < 14,5 < n, en resulta I’aproximacié

AS) 2 Y [ oului, v)) A polui, vf) | Audv.

(]

El pas al limit, quan n tendeix a 'infinit, justifica la definicié segiient.
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4.4.1 Definicié Fs defineix l'area de la superficie parametritzada ¢ : D — S per la integral

A,(S) =/D I ou A oo || dudo.

4.4.2 Observacié Com que solament hem considerat superficies parametritzades amb ¢ € C!
i sobre dominis elementals, que recordem que sén compactes, totes les superficies considerades
tenen area finita.

Abans de fer cap exemple, recordem que si notem

| Pu ”2:
| ©o ”2:

E =<y, oy >
G =< @y, pp>
F =<y, >,

llavors es té que
| ou A pu ”2:EG_F27

per la qual cosa ’area de la superficie S pot expressar-se de la forma

A, (S) :/ || pu A @y || dudv :/ VEG — F2dudv .
D D
L’expressio
dS =|| pu A ¢y || dudv = /EG — F? dudv,

rep el nom d’element de superficie. A vegades se’l denota per dA i se 'anomena element d’area.

4.4.3 Exemples

1. Area del grific d’una funcid. Sigui S la superficie corresponent a una funcié z = f(z,y), de
classe C'!, definida sobre un domini elemental D. Hem vist abans que, per a la parametritzaci6
o(z,y) = (z,y, f(z,y)), es té que @, A vy = (—fz,—fy,1), d’on se segueix que l’area de la

superficie S és igual a
A,(S) :/ 1+ 2+ fidedy.
D

Per exemple, I’area del paraboloide z = 2 +y? sobre el disc D = {(x,y); 2> +y*> < R}, és igual
a

27 R
/ V1+422 + 2 dedy = / / rv/'1+ 4r2 drdf
D o Jo

214 rty2 "

3 8

™

= 2
T 12

R1+4R%W2—1

0

El terme subintegral de I’area d’un grafic admet la segilient interpretacié geometrica: observem
que el vector normal unitari a la superficie que surt de la cara superior és igual a

_ P N\ Py
| oz Ay I’
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i que, per tant, el cosinus de l’angle ® que forma aquest vector amb el semieix positiu de les z

és (vegeu la figura 4.13)
1

\J1+22+22

cos® =< N, k >=

~7

Figura 4.13: Area del grafic d’una funcié

Aix0 fa que larea de S s’expressi de la forma segiient:

1
A@(S):/Dcos@dxdy'

Es a dir, l’area d’un grdfic S és igual a la integral de linvers del cosinus de [’angle que forma
la normal amb el semieix z.

En el cas en que la superficie sigui un pla, ’angle ® és constant i, per tant, en resulta la férmula
1
Ay (5) = A(D),

cos ¢
és a dir, 'area de S és igual a ’area de la seva projeccio sobre el pla xy, D, dividida pel cosinus
de 'angle ®. Per exemple, calculem ’area de la regi6 del pla 2z + y + 3z = 1 continguda dins
el cilindre 22 4+ y? < 1. El vector unitari normal al pla és
N = 1 (2,1,3)
- \/ﬂ ) ) )

i, per tant,

cos® =< N,k >=

2l
S

d’on resulta que

a,8) =Y am) =

3 .

~

2. Area d’una superficie de revolucié. Amb les notacions de 'exemple 4.3.4, donada una
superficie de revolucié es té que

E=llg: IP=1fOF +[d @7, G=llgo IP=[f®)*, F =<t >=0.
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Per tant, ’area de la superficie de revoluci6 es calcula mitjancant la integral

b
A,(8) = / o HOWVFOP + P aas = / IR+ ()2 dt

Observem que la integral

b
[ VirEE @,

és la longitud de la corba que genera la superficie. Aixi, la férmula de I’area d’una superficie
de revoluci6é admet la segiient interpretacié: 'area de la superficie de revolucié generada per la
corba (f(t),0,g(t)) és la integral (la suma en el sentit heuristic) de trajectoria de les longituds
de les circumferéncies generades en la rotacié, és a dir, de la funcié 2| f].

Destaquem els casos particulars segiients, coneguts dels cursos de Calcul Infinitesimal:

(a) Si la corba és el grafic d’una funcié z = g(x), la férmula es converteix en

Ay(8) = 2 [ ol T+ 7P

(b) Si la corba és el grafic d’'una funcié = = f(z), aleshores la férmula es converteix en
A4,(8) =2 [ 1IVI+ @R
I

(c) Area d’una esfera de radi R. Una esfera de radi R s’obté al fer girar una semicircumferéncia
de radi R, o(t) = (Rcost,0,Rsint), —w/2 <t < /2, al voltant de l’eix z. Aixi, la seva area
és igual a

w/2
A(S) = 27r/ RcostV/ R?sin® t + R? cos? ¢ dt
—m/2
w/2 /2
= 2 R?costdt =2 R? sint|77r/2 =47R?.
—m/2

Acabem aquest apartat assenyalant que ’area d’una superficie no depén de la parametritzacié
escollida per calcular-la. Per aix0, necessitem la nocié de parametritzacions equivalents.

4.4 4 Definicié Donades dues parametritzacions d’una mateiza superficie p : D — S, ¢ :
D* — S, direm que sdn equivalents si existeix una aplicacié derivable amb continuitat, h :
D — D*, que és bijectiva i amb jacobid no nul, Jh(u,v) # 0, per a qualsevol punt (u,v) € D,
i tal que p =1 o h.

Es a dir, h és un canvi de variables, ja que pel teorema de la funcié inversa, la funcié h=! és,
també, una funcié derivable amb continuitat.

4.4.5 Proposicio Si ¢ i 1 son dues parametritzacions equivalents de S, aleshores es té que
A,(S) = Ay(S), és a dir,

/ | pu A @y || dudv:/ | Y Ay || dwdt .
D D+
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AS
<

N
!
==
|
<
<
<
g

Figura 4.14: Canvi de parametres en una superficie

Demostracié. Per la regla de la cadena es té que
Dy =Dy - Dh,
cosa que podem escriure de la forma

[us pv] = [tw, ¢] - Dh.

Veiem que Dh és la matriu del canvi de base i, per tant, les matrius del producte escalar estan
relacionades per la igualtat:

< PuyPu > < Py, Py > _ T <'¢w:¢w> <¢wa'¢t>
= Dh Dh,
< Puy v > < Qo Py > <Yu,Vr > <P >

i els seus determinants satisfan que

lou A 7= TH? || Ape |7

Per tant, aplicant el teorema del canvi de variables resulta que

/||gouwv||dudv=/ ||¢wohwtoh||-uh|dudv=/ o Ay || dwdt.  m
D D* D*

Enunciem ara, sense demostracid, ’equivalencia de les parametritzacions regulars d’'una su-
perficie.

4.4.6 Proposicié Dues parametritzacions requlars d’una mateiza superficie son equivalents. W
Aquest resultat déna sentit a la definicié de I’area d’una superficie:
4.4.7 Definicié Si un conjunt S C R® admet una parametritzacié reqular en dues variables,

direm que és una superficie reqular. S’anomena area de la superficie [’area relativa a qualsevol
parametritzacio reqular.
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Per tant, posarem A(S) = A,(S) sent ¢ una parametritzacié regular i també escriurem

A(S) = /S ds

4.5 Integral d’una funcié sobre una superficie

Analogament al que hem fet en 'apartat 4.2 respecte de la integral de trajectoria, en aquesta
seccié definim la nocié d’integral d’una funcié sobre una superficie i en calculem alguns exemples.

4.5.1 Definicié Sigui f una funcid real definida sobre la imatge, S, d’una superficie parame-
tritzada ¢ : D — S. Direm que f és integrable sobre la superficie S si existeix el limit

n
lim > (Foe)eii) | puleis) Apoles;) || Aulw,
R;CD
sent R;; els subrectangles d’una particio regqular d’ordre n d’un rectangle que conté D, D C R,
i cij € Rij, 1, a més, aquest limit és independent dels punts c;; escollits.

En aquest cas, el limit rep el nom d’integral de f sobre S i el denotarem per

Lfds.

Tenint present que és I’element de superficie, és immediat comprovar que les funcions continues
son integrables. Més concretament, se satisfa:

4.5.2 Proposicié Si f és una funcid continua, aleshores f és integrable sobre qualsevol su-
perficie parametritzada @ : D — S, sent D un domini elemental, i es té que

/fdsz/(fw) 1 ou A oo || dudo.
[} D

Demostracié. Es deriva directament de la definicid. [ |

4.5.3 Exemples

1. La integral d’una funcié g sobre un grafic, z = f(z,y), definida en un domini D és igual a la

integral ordinaria
/SgdS = / g(@,y, f(@,9)\/1 + f2 + f dzdy .
D
2 2

Aixi, per exemple, la integral de la funcié f(z,y,z) = x + 1 sobre la superficie z = z* — y?,
variant els parametres en el cercle unitat, =2 + 3> < 1, és igual a la integral

/ (z + 1)\/1+ 422 + 4y?2 dxdy .
D
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110 Capitol 4. Integracié de funcions sobre corbes i superficies

La integral de la funcié z és zero per simetria, aixi, calculant amb coordenades polars, la integral
anterior resulta igual a

27 1
/ d0/ r\/1+4r2dr:%(53/2—1).
0 0

2. Calculem la integral de la funcié f(z,y,z) = x + z sobre la superficie del primer octant del
cilindre 2% + y? = 9 entre z = 0 i z = 5. Per fer-ho, parametritzem el cilindre amb coordenades
cilindriques

v(0,2) = (3cosb,3sinb, z) .

Com que nomsés considerem el primer octant, ’angle varia entre 0 i 7/2. Un calcul elemental
déna que E =9, F =0,1i G =1, amb la qual cosa la integral plantejada val:

w/2 5
/de = / d0/ (3cosf + 2)V9dz
S 0 0
757

/2 25
= 3/ (15cosf + —)df =45+ —.
o 2 4

Com succeia en el cas de corbes, la definicié d’integral de superficie que hem donat depen,
aparentment, dels parametres utilitzats, en el sentit que els parametres u,v intervenen en la
propia definicié. Es planteja, doncs, esbrinar si aquesta dependencia és fonamental o simplement
és operativa. La resposta és, un cop més, que la definicié depen de la geometria de la superficie
S, 1ino dels parametres que haguem escollit per descriure-la. El resultat que ens assegura aquest
fet, és:

4.5.4 Proposicié La integral d’una funcio continua f sobre una superficie parametritzada no
varia si la reparametritzem, és a dir, si @ 1 son dues parametritzacions equivalents, aleshores

/wfdsz/vfds.

Demostracié. El raonament és completament analeg al realitzat en la demostracié de 4.2.3, i
aquesta vegada s’utilitza el teorema de la funcié inversa per a funcions de dues variables. ®

Estem ara en condicions de definir la integral d’una funcié sobre una superficie regular.

4.5.5 Definicié6 Donada una superficie regular S i una funcio continua f definida a sobre,
definim la integral de f sobre la superficie S com la integral de f sobre qualsevol parametritzacid

reqular ¢ de S, és a dir,
/de:/de.
S ®

Hem esmentat al final de la seccié anterior que, en les aplicacions del calcul integral, apareixen
sovint superficies que no sén regulars en el sentit de la nostra definicié. Es clar que la definicié
d’integral d’una funcié continua s’estén sense dificultat a les superficies regulars a trossos. Tot
seguit en presentem un exemple.
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4.5. Integral d’una funcié sobre una superficie 111

4.5.6 Exemple Sigui S la superficie que envolta el volum determinat per les desigualtats 0 <
2 <1—22—y2% i flafuncié f(z,y,2) = zz + 1. Anem a calcular la integral de f sobre S.

La superficie S és una superficie regular a trossos formada per les dues superficies segiients: la
superficie Sy, que és el tros del paraboloide z = 1 — 22 — ¢ amb z > 0, i la superficie So, que
és el cercle 22 + 3% < 1 del pla z = 0. Aixi, es té que

/Sde: Slde+/S2de.

S

S2

Figura 4.15: Superficie que envolta el volum 0 < z < 1 — 22 — 32

Calculem cadascuna d’aquestes integrals per separat. Si usem coordenades polars per parame-
tritzar Sy, la funcié f s’expressa per f(rcos@,rsinf,1 —r?) = (1 —r2)(rcosf + 1) i, per tant,
es té que

fds

S1

2w 1
/ d9/ (1 =r*)rcosd +1)ry/ 1+ dr2dr
0 0
2w 1 27 1
= / cosﬁdﬁ/ (1—r2)r\/1+4r2dr+/ d0/ rv1+4r2dr
0 0 0 0

= 5672 -1,

Per a la superficie Sy, i tenint en compte que z = 0 a sobre, es té que :
/ fdSs = dS = A(S;)=m.
52 52

Aixi, finalment,

- (5372 _
/Sde—W-l-m(S 1).

4.5.7 Observacié Com que les integrals de funcions continues sobre superficies sén sumes d’in-
tegrals de funcions continues de dues variables, és clar que es compliran totes les propietats de
linealitat, homogeneitat, etc. de les integrals ordinaries. Per la qual cosa les utilitzarem sense
fer-ne una mencié explicita.
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4.6 Aplicacions de les integrals de trajectoria i de superficie

Com hem esmentat a la introduccié d’aquest capitol, sovint els models fisics de fenomens reals
s’elaboren amb el concepte de trajectoria o amb el de superficie. Es per aixo que, en les
aplicacions del calcul integral, és necessari disposar de les nocions de massa, de centre de
masses, moments d’inércia, etc., sobre aquesta mena de realitzacions geometriques. L’extensié
dels conceptes introduits al capitol 3 a aquesta nova situacié és immediata un cop ja sabem que
hem d’entendre per integral d’una funcié sobre una trajectoria o una superficie. Aixi, en lloc
de reescriure el capitol 3 sobre corbes i superficies, ens limitarem, en aquesta seccid, a posar
alguns exemples que illustrin la situacid.

Comencem per la demostracié del primer teorema de Papus-Guldin, que tenim pendent des del

capitol 3.

4.6.1 Exemple Primer Teorema de Papus-Guldin. L’area d’una superficie de revolucié és el
producte de la longitud de la secci6 per la longitud del recorregut del seu centre de gravetat.

En efecte, si la superficie la parametritzem com en 4.4.3, tenim que l’area és igual a

A(8) = 2r / VTR T (@)t

La coordenada z del centre de gravetat de la corba o és

1 1 _ _
m/ﬁlfldk@ﬂﬂ (F + ()2 dt,

i, per tant, la longitud del seu recorregut és
27 /
- [ V() + (g')dt,
i J;

d’on se segueix el resultat.

Per exemple, podem aplicar el teorema de Papus-Guldin per trobar 'area d’un tor. Un tor és
la superficie generada per una circumferencia de radi R al girar al voltant d’un eix, del qual el
centre de la circumferéncia estd a una distancia a, amb a > R (vegeu la figura 3.9). Segons la
férmula anterior, resulta que

A(S) =2mr - 2nR = 47*rR.

4.6.2 Exemples

1. Calculem la massa total de la superficie z = 22 4+ y2, amb 1 < z < 4, si la funcié de densitat
és p = |z|.

27 2
M = /pdS:/ |z 4w2+4y2+1dwdy:/ |c039|d9/ rAr? + 1dr
s 1<a24y2<4 o )
w/2 1 ) 1
B 4/ cosfdf— [(4r* + 1)*?| = Z(1TVIT —5V5).
0 12 1 3
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2. El centre de gravetat d’un filferro, modelitzat per la corba C, amb funcié de densitat p(p)

esta donat per les integrals.
/ xpdl / ypdl / zpdl

/pdﬁ /pdﬁ /pdﬁ

Calculem la massa i el centre de gravetat del filferro definit per o (t) = (J¢], |t %| -1<t<1,

amb densitat p(x,y) = .

ploy) = —— "
La trajectoria o(t) és C! a trossos perque no és derivable a t =0 i ¢ = 1/2. La funcié densitat
és continua sobre la corba perque aquesta no talla z + y = 0. Descomponem la corba en tres
trajectories de la forma segiient:

ou(t) = (-t,—t+1), -1<t<0,
oa(t) = (t,—t+3) , 0<t<3,
os(t) = (t,t — 1), 1<t<1.

La massa total del filferro és igual a

/1d620£dt+ f+1‘[

T Td
2 2

1 1 0 1 ln15

= V2= |ln(=-2 1—12—— —).

A([n(G-2)] +rego(a-3)] ) v (14250

Ara, calculem la integral del numerador de la primera coordenada del centre de masses:

=

M

/ e = 1\/_tdt+/ 2v/2tdt + ‘ftl dt
s Tty _15—21’ 0 %Qt—g
V2 1 2 2 ANk
= —3 1+Z|:1 ( 2t+2>:|_1 +T+T §+4[ln<2t—§>h
= glnw.

Aixi, la primera coordenada del centre de masses és

21015 Inls
V2(1+213) 84+ 4In15"

T =
De forma similar trobariem la segona coordenada, .

3. Calculem el moment d’inércia respecte de ’eix z de la superficie de 'esfera 22 +y2 + 22 = R?,
suposant que té densitat constant p = k. Utilitzant la parametritzacié de 'esfera mitjancant
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coordenades esferiques tenim que
w/2

27
/ (2* +y*)dS = / de R? cos® pR? cos ¢ do
s 0

—7/2

w/2
= 27R* / (1 —cos® ¢)do = 4T R* .

—m/2
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Camps escalars i camps vectorials

Alguns fenomens fisics poden ser descrits mitjancant funcions. Per exemple, la temperatura
d’un solid pot ser descrita per una funcié que a cada punt (z,y,z) de la regi6é de 'espai U
que ocupa el solid li associa la seva temperatura f(z,y,z). Coneguda la funcié f(z,y,z), les
integrals estudiades en el capitol anterior permeten trobar, per exemple, la temperatura mitjana
del solid en qiiestid.

Altres fenomens no poden ser descrits totalment per simples funcions. Aixi, per exemple, pel
moviment d’un fluid no n’hi ha prou, posem per cas, amb coneixer el modul de la velocitat
del fluid en cada punt de I’espai que ocupa. Cal coneixer també la direccid i el sentit del seu
moviment. La qual cosa ens du a associar a cada punt no pas un nombre real, un escalar, siné
un vector, i aleshores parlarem de camps vectorials.

En aquest capitol, que és una introduccié als camps vectorials, es plantegen els aspectes dife-
rencials i integrals associats als camps vectorials. Les integrals que anem a definir per a aquests
camps vectorials, circulacid i flur, ens permetran calcular, per exemple, la quantitat de fluid
per unitat de temps (flux) que travessa una seccié d’un canal de conduccié del qual coneixem
el camp de velocitats F(x,y, z) en cada punt. En el proper capitol veurem d’altres aplicacions
d’aquestes integrals.

5.1 Camps vectorials

La formulacié matematica de la nocié de camp vectorial és:

5.1.1 Definicié Un camp vectorial de R® és una aplicacié

F:U — R
(w7y’z) H F(w’y7 Z) = (P(:I;7y’z)’Q(x,y7 Z)7R(:I;7y’z)),

on U C R3. El camp F s’anomena continu, derivable, C*etc., si les funcions escalars P,Q, R :
U — R sdn continues, derivables, C*°, etc.
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116 Capitol 5. Camps escalars i camps vectorials

Analogament, un camp vectorial de R?, o camp vectorial pla, és una aplicacié
F:U — R
(x,y) — F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)),

on U és una regié de R? i P,Q : U — R sén funcions.

5.1.2 Observacions

1. En general, suposarem que els camps vectorials que considerem sén suficientment derivables,
per exemple C*, en el domini on estan definits, de manera que tinguin sentit les operacions de
derivacié que efectuem a les seves funcions coordenades.

2. Llevat que es digui explicitament el contrari, tot el que fem per a camps de I'espai R? val
per a camps de R?. Per tant, tot sovint veurem tan sols un dels dos casos.
5.1.3 Exemples

1. En la figura 5.1 hi ha representats els camps vectorials F(z,y) = (1,0), que és un camp
constant, i G(z,y) = (y,—x). La representacié suggereix que aquest darrer camp vectorial
“gira” al voltant de 'origen. Concretarem tot seguit aquesta interpretacié en termes de les
linies de flux d’un camp vectorial.

G B RN

Y
Y
Y
Y

F = (1,0) G = (y,~2)

Figura 5.1: Alguns camps vectorials plans

2. Les forces que actuen en diferents punts de I’espai formen un camp vectorial. Per exemple,
segons la llei de gravitacié universal de Newton, el camp gravitatori creat per una particula de
massa M és igual a

GM
F(z,y,2) = _r—3?’ r =[] v I,
on (o, Yo, 20) sén les coordenades de la massa M, 7= (z—z0,y—Yo0,2—20), 1 G és la constant
universal.

Experimentalment s’ha demostrat que el camp gravitatori és additiu, en el sentit que el camp
creat per dues masses puntuals és la suma dels camps individuals corresponents a cadascuna de
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5.1. Camps vectorials 117

les masses. Estenent aquest principi de superposicié a una distribucié de massa p que ocupa un
volum W, el camp gravitatori corresponent en un punt (z1,y;,21) de lespai es defineix (llevat
de constants) per la integral vectorial

7
F(x1,y1,21) = —/ _p3 dzdydz,
w T

(xlayla 21)

Figura 5.2: Camp gravitatori

que té per components

_ p(r1 — x) dedydz
P /w ((z1 —2)? + (1 —y)? + (21 — 2)2)3/27

_ plyr —v) dedydz

¢ = /w (@1 —2)* + (1 —y)* + (21 — 2)?)3/27
_ p(z1 — 2) dedydz

= /W ((z1 —2)? + (y1 —y)? + (21 — 2)2)3/2

Si el punt (z1,y1,21) és extern a la massa W, aleshores les funcions subintegrals sén funcions
continues a W i, per tant, integrables. En canvi, si el punt és de W, aleshores les integrals
s6n impropies. Observem, pero, que en qualsevol cas, sén integrals convergents, ja que podem
aplicar el criteri de comparacié que se segueix de 'exemple 2.7.6 del capitol 2.

3. Segons la llei de Coulomb, el camp eléctric determinat per una carrega electrica puntual (i
estatica) @ és igual a

T

4meg 13

on gg és el valor de la permissivitat en el buit, de manera que la forca exercida per @ sobre
una carrega q és igual a gF. Experimentalment s’ha comprovat que, com en el cas dels camps
gravitatoris, el camp electric satisfa el principi de superposicié. Eliminant un cop més les
constants, el camp electric definit per una distribucié continua de carregues p en el volum W

es igual a la integral vectorial =
E= / PT dwdyd: .
w T

Aqui hem de tenir present que la distribucié de carregues electriques és sempre discreta. De
tota manera, per a fenomens d’escala suficientment gran comparada amb ’escala atomica,
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la quantitat de carregues que ocupen una regié de ’espai és tant elevada que és convenient
tractar-les com si fos una distribucié continua.

En definitiva, tant el camp gravitatori com 1’electric sén, llevat de constants, iguals al camp

-
7__3 )

en el cas discret, i al camp determinat per la integral vectorial

-7
/ p—3da7dydz ,
w T

en el cas d’una distribucié de massa o de carrega continua p.

4. Integrant sobre corbes o superficies, es defineix el camp gravitatori o el camp electric deter-
minat per una massa lineal (una barnilla) o per una massa superficial (una placa). Per exemple,
donada una placa D que s’estén sobre el disc unitat definit per 22 4+y? = 1, z = 0, amb densitat
p constant, calculem el camp gravitatori que defineix en un punt (0,0, a).

Si F = (P,Q,R) és el camp que volem determinar, un raonament senzill de simetria mostra
que P = ) = 0. Calculem la tercera component:

R = _/ padzdydz _ a/l rdr 2 "
~ @ e M ey
1
rdr 1 1 1
= -2 = 2mpa(r? 2—1/2‘:2 ).
WPG/O (7.2 +a2)3/2 ﬂpa(r +a ) 0 Wpa(\/l-i-—cﬁ |a|)

Observem que quan el punt (0,0,a) s’aproxima al disc, és a dir, quan a tendeix a zero, la
forca (és a dir, la integral) no esdevé infinita, com succeiria pel camp gravitatori creat per una
particula. D’altra banda, veiem que la forca és discontinua justament en els punts del disc:
quan a > 0 tendeix a zero, el limit de R és —2mp, mentre que si fem el mateix limit al llarg del
semieix a < 0, en resulta 2mp.

En la secci6 5.4, quan disposem de la nocié d’integral curvilinia, introduirem el camp d’induccié
magnetica a partir de la llei de Biot-Savart.

Una forma adequada de visualitzar algunes propietats dels camps vectorials és a través de les
seves linies de flux, que tot seguit introduim.

5.1.4 Definicié Sigui F un camp vectorial definit a U C R3. Una trajectoria, o(t), es diu que
és una linia de flux de F si satisfa que

en tots els seus punts.

Dit d’una altra manera, una linia de flux d’un camp vectorial és una corba tal que en cadascun
dels seus punts el vector del camp vectorial li és tangent.
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Analiticament, les linies de flux s’obtenen resolent un sistema d’equacions diferencials de primer
ordre: en efecte, si F' = (P,Q, R), aleshores les linies de flux sén les solucions del sistema
d’equacions diferencials

o1(t) = P(a(t),
ay(t) = Qo(t),
o3(t) = R(o(t))

Fixat un instant inicial, ¢y, i un punt de ’espai, (xo, yo, 20) € U, el teorema d’existéncia i unicitat
de les solucions per a equacions diferencials ordinaries aplicat al sistema anterior, respecte de
les condicions inicials o(tg) = (zo, Yo, 20), ens permet assegurar que hi ha una dnica linia de
flux del camp F que passa pel punt fixat en l'instant ¢,.

Una interpretacio especialment suggeridora de les linies de flux es déna quan F' és el camp de
velocitats d’un fluid: en efecte, si F' és un camp de velocitats d’un fluid, la linia de flux que
passa per un punt (xg,yo, 20) correspon a la trajectoria que seguird una particula situada en
aquest punt sota la influencia del camp F'.

5.1.5 Exemples

1. El camp constant F' = (1,0) té per linies de flux les rectes o(t) = (¢ + xo, yo), que sén rectes
paralleles a 'eix x.

Les linies de flux del camp pla G = (y, —z) satisfan el sistema
oi(t) = o2t),
o3(t) = —ou(t).
Aixi, derivant la primera equacié i tenint present la igualtat que estableix la segona, trobem
que les linies de flux satisfan que
i (t) = —ou(t),
i, analogament, derivant la segona equacié trobem que
o3 (t) = —oa(t).

De la teoria d’equacions diferencials, sabem que les solucions d’aquestes equacions d’ordre dos
sé6n de la forma,

o1(t) = Acost+ Bsint,
o2(t) = Ccost+ Dsint,

per a certes constants A, B,C i D. Tenint present el sistema d’equacions inicial, trobem que
C =B, D=-A4,
per la qual cosa les solucions sén del tipus

o1(t) = Acost+ Bsint,
o2(t) = Becost— Asint.
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Si ¢ és un angle, entre 0 i 27, tal que

A B
—_— CoSp = ——,
VA2 + B2 ® VA2 ¥ B2

aquestes equacions es poden escriure en termes de Pamplitud, v/ A2 + B2, i la fase, @, segons

o1(t) = A2+ B?sin(t + ),
o2(t) = A2+ B2cos(t+ ).

Aquesta expressié mostra clarament que les trajectories descriuen circumferencies de radi igual
a Pamplitud, v/ A% 4+ B2, i que en 'instant ¢ = 0 estan en el punt (A, B) (vegeu la figura 5.3).

sinp =

2N
N

Figura 5.3: Linies de flux

Tot i que hem desenvolupat de forma completa I’exemple anterior, el nostre objectiu no sera, en
general, calcular explicitament les linies de flux dels camps vectorials. El nostre interes per les
linies de flux rau en les interpretacions fisiques i geometriques que se’n deriven, que ens ajuden
a comprendre els conceptes desenvolupats.

2. Sigui F un camp radial de la forma F = ?/r3, com s6n el camp gravitatori i el camp
electric. Les linies de flux sén rectes que passen per l'origen, com veurem més facilment en el
proper apartat.

3. En la figura 5.4, veiem les linies de flux pels camps electrics generats per dues carregues
puntuals de modul igual, segons si tenen o no el mateix signe.

5.2 Camps gradients

En el context d’aquest capitol, les funcions f : U — R, definides en un obert U C R3,
s’anomenen camps escalars.
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e

Figura 5.4: Camps eléctrics generats per dues carregues iguals, d’igual o diferent signe

Donat un camp escalar pla, f(z,y), el podem representar a R?> mitjancant les corbes de nivell
f(z,y) =cnt. Aixo és el que s’acostuma a utilitzar en la representacié de mapes, marcant les
corbes de nivell de les algades respecte del nivell del mar (vegeu la figura 5.5). Podem estendre
aquesta idea als camps escalars de ’espai.

5.2.1 Definicié Donat un camp escalar f(z,y, z) es defineizen les superficies de nivell de f com
les superficies
f(z,y,2) = ent.

Per tal que les superficies de nivell d’'un camp escalar siguin veritables superficies, en el sentit
del capitol anterior, sera suficient que es tingui que V f # 0 en tots els punts de la superficie.

5.2.2 Exemple Si r = /22 + y2 + 22, les superficies de nivell del camp escalar f = ar sén
les esferes centrades a l'origen, llevat del cas en que la constant és zero. Analogament, les
superficies de nivell del camp f = 1/r sén també esferes centrades a l’origen.

Com en el cas dels mapes, les superficies de nivell ens permeten fer-nos una imatge grafica
de la variacié del camp escalar f. Alla on sén més properes dues superficies de nivell és on
es produeix el maxim desnivell, és a dir, on la variacié del camp escalar f és més gran. Per
formalitzar aquesta idea recordem la definicié de derivada direccional d’una funcié.

5.2.3 Definicié Sigui v un vector unitari de R®. La derivada direccional respecte del vector v
d’una funcid f en el punt p es defineixz com el limit segiient (en cas d’existir)

;i_{)(p) g J ) — )

t—0 t
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S :

Figura 5.5: Corbes de nivell

Recordem que si f és diferenciable en p, aleshores existeixen les derivades direccionals respecte
de qualsevol direccid v, i se satisfa que
df

%(p) =< Vf(p),v > on  Vf=(

af of of
%78_?!7&)'

Aixi, en resulta immediatament el resultat seglient:

5.2.4 Proposicié La derivada direccional maxima d'un camp escalar f en un punt p es déna
en la direccid del vector Vf /| Vf . [ |

Quan varia el punt p en 'obert U de definicié del camp escalar f, els vectors gradients V f
formen un camp vectorial, que anomenarem el camp gradient associat a f:

_ (91 of of

Usarem també la notacié grad f per referir-nos al camp gradient. Aquest camp esta caracte-
ritzat per la proposicié 5.2.4: té la direccié en qu‘q la derivada direccional és maxima i el seu
modul atansa aquest maxim.

D’entre les propietats dels camps gradients, en destacarem la segiient:
5.2.5 Proposicié Fls camps gradients son perpendiculars a les superficies de nivell.

Demostracié. En efecte, si o(t) és una trajectoria que estd continguda en una superficie de
nivell, f(x,y,z) = ¢, amb ¢ una constant, aleshores se satisfa que f(o(t)) = ¢. Aixi, si derivem
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5.2. Camps gradients 123

aquesta expressié i tenim present la regla de la cadena trobem que
< Vf(o(t),o'(t) >=0,

és a dir, que Vf és ortogonal al vector o'(t), que és tangent a la trajectoria o i a la superficie
de nivell que la conté. Com que tot els vectors tangents a una superficie de nivell s’obtenen
com a vectors tangents d’una trajectoria inclosa a la superficie, aixo acaba la demostracié. B

5.2.6 Definicié Es div que un camp vectorial F deriva de potencial en un obert U C R® si és
el camp gradient d’un camp escalar f, és a dir, si existeix una funcid f, diferenciable en U,
tal que F' =V f. La funcié f I’anomenarem la funcié potencial, o simplement el potencial, del
camp F.

5.2.7 Exemples

1. El camp gravitatori i el camp eléctric sén camps gradients. De fet, llevat de constants, sén
iguals al gradient de la funcié 1/r, ja que es té que

o1 x x
Oxr (22 +y2+22)32 rd

)
i analogament per a les altres components. Es a dir, si r = /22 + y2 + 22, es té que
1
V- =—.
roor
Com hem vist anteriorment, les superficies de nivell de f = 1/r sén esferes concentriques i, per
tant, les linies de flux del camp i /T3 s6n les semirectes que surten de I’origen.

En el cas d’una distribucié continua de massa, p, el potencial del camp gravitatori és la funcié

B p(z,y, z)dedy dz
fl@nyrz) = /v Ve —2)2+ (1 —y)? + (21 — 2)2 ,

que ja haviem considerat en el capitol 3.

2. No tot camp vectorial deriva de potencial. En efecte, si F' = (P, @, R) és un camp que deriva
de potencial, aleshores existeix una funcié f tal que

I

P = = =
ox’ oy’ 0z’

Q

i, en particular, les components del camp F han de satisfer les equacions de compatibilitat

oP _9Q  9Q OR QR _oP

oy oz’ 0z Oy’ dr 0z’

que corresponen al fet que les derivades creuades d’ordre dos de f sén iguals independentment
de ’ordre amb el qual les hem calculat.

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



124 Capitol 5. Camps escalars i camps vectorials

Per exemple, el camp F = (z,zy, z) no deriva de potencial, ja que

2—1) =0#y= oe.

Y ox

En canvi, el camp F(z,y,2) = (y,= + 2yz,y?), que satisfa les equacions de compatibilitat,
admet el potencial f(z,y,z) = zy + y%z. Hem de remarcar que les equacions de compatibilitat
donen condicions necessaries per a l'existencia del potencial, perd que, en general, no sén
suficients. Amb l’ajut dels teoremes integrals del proper capitol, estudiarem situacions on
aquestes condicions (que s’expressen dient que el rotacional del camp és nul) sén suficients, és
a dir, en que asseguren l’existéncia del potencial.

5.3 Divergeéncia i rotacional d’un camp vectorial

En Papartat anterior hem vist com, a partir d’'un camp escalar f, se’'n deriva un camp vec-
torial Vf. En aquest apartat anem a introduir, de forma purament operativa, els operadors
diferencials que actuen sobre un camp vectorial: la divergencia i el rotacional.

En tot aquest apartat, F' = (P,Q, R) sera un camp vectorial definit en un obert U de R?, on
és C*™.

5.3.1 Definicié FEs defineiz la divergencia de F' com el camp escalar

9P 0Q OR

Com veurem en el proper capitol, la divergéncia d’un camp vectorial mesura ’expansié o con-
traccié d’aquest per unitat de volum i de temps. Fem ara una aproximacié heuristica a aquesta
interpretacié: suposem que F' és la velocitat d’un fluid i calculem, aproximadament, el volum
de fluid que surt, per unitat de volum i de temps, a través de les parets d’un parallelepipede
elemental, d’eixos parallels als eixos de coordenades, centrat en un punt p, i de dimensions
Az, Ay, Az, (vegeu la figura 5.6).

El volum del parallelepipede esta limitat per sis parets rectangulars. Calculem el volum que
surt, per unitat de temps, per les cares laterals AFED i GHCB: en aquest cas és suficient
considerar la component de la velocitat, F', en la direccié de ’eix z, P. En el punt p, la velocitat
considerada és P(p), que per comoditat denotarem simplement per P. A partir d’aquest valor,
podem calcular la velocitat del fluid en el centre del rectangle AFED: en efecte, pel teorema
del valor mig, aquesta velocitat és

Analogament, la velocitat en el centre del rectangle GHCB és igual a

10P
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z
D E
C : H A
| Y y
v Xp
TR R
) Az
T B Ay G

Figura 5.6: Parallelepipede elemental

Aixi, el volum de fluid que travessa els rectangles AFED i GHCB, per unitat de temps, és
igual a

19P
(P - §%A$)AyAz,

19P
(P+ §%AJJ)AyAz ,

respectivament. En definitiva, el volum per unitat de temps que surt d’aquestes dues cares del
parallelepipede és igual a

10P 10P oP
P+ -—Az)AyAz — (P — =—Ax)AyAz = — AzAyAz.
( +26$ n)AyAz — 2 Or ) AyAz ox rayas
Tenint present la contribucié de les altres quatre cares del parallelepipede, trobem que el volum

total, per unitat de temps i de volum, que surt d’aquest és igual a

(8—P + 9Q + B—R)Aa:AyAz
oxr Oy 0z —divF
AzAyAz N '

De fet, ’exactitud del resultat anterior es déna en el limit quan les longituds dels costats del
parallelepipede tendeixen a zero.

5.3.2 Exemples

1. La divergencia del camp F = (z,y,2) és div F' = 3. Aquest valor positiu és congruent amb
el fet que, intuitivament, el camp és un camp expansiu (vegeu la figura 5.7).

2. El camp G = (y,—z) té divergencia 0. Hem vist a I’exemple 5.1.5que les linies de flux
d’aquest camp son circumferéncies centrades a l'origen. Observeu que el modul del camp
vectorial sobre cadascuna d’aquestes circumferencies és constant, cosa que es correspon amb el
fet que la divergencia és zero.
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N / IR

NS
/\ ~ ]
P\ ¢

Figura 5.7: Un camp expansiu, F, i un de divergencia nulla, G

3. Si E és el camp eléctric creat per una carrega puntual ¢, situada a l'origen, aleshores la
divergencia de E és zero en qualsevol punt diferent de l'origen, ja que es comprova facilment
que se satisfa que

-
r
El mateix resultat és cert per al camp eléctric creat per una distribucié continua de carrega p.

5.3.3 Definicié FEs defineiz el rotacional del camp vectorial F' com el camp vectorial

i j ok

ot F— (OB _0Q 0P OR 0Q 0P\ _\| 0 0 0
\dy 02’0z O0x’0x Oy) | Ox Oy Oz

P Q@ R

5.3.4 Exemples

1. Un exemple paradigmatic del significat del rotacional d’un camp vectorial el déna el rotaci-
onal del camp de velocitats d’un solid rigid. Suposem que F' és el camp de velocitats d’un solid
rigid que gira amb velocitat angular constant, w, al voltant d’una semirecta £, (vegeu la figura
5.8). Si @ és el vector unitari en la direccié del semiradi £, el camp vectorial F' esta donat per

I’equacid
F=weéAT.

Si €= (e1,€2,€e3), aleshores el camp F' és igual a
F = w(ei,ea,e3)A(z,y,2)
= (zeq —yes, ez — zey,ye; — xea),
i, per tant, el seu rotacional és igual a

w(a(yel — zes) B O(zes — zey) O(zea — yes) B O(ye; — xey) O(xes — zey) B O(zes — yes)
Oy 0z ’ 0z Oz ’ Oz Oy

)5
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®y

=y

Figura 5.8: Velocitat d'un solid rigid

per la qual cosa
rot F = 2we .

Es a dir, el rotacional és constant, té la direccié de D’eix de gir i el seu modul és el doble de la
velocitat angular.

2. Si F = (P(z,y),Q(z,y)) és un camp pla, es defineix el rotacional de F' com el rotacional del
0Q OP
tF = (0,0, =% — —).
ro ( oy 83:)
Aixi, si el rotacional d’un camp pla és diferent de zero, és un vector ortogonal al pla on esta
definit el camp vectorial.

5.3.5 Observacié Les definicions que hem donat del rotacional i de la divergencia d’un camp
vectorial depenen, de forma essencial, del sistema de coordenades que estem utilitzant, les
coordenades cartesianes, i el seu significat fisic, que ha de ser independent del sistema escollit,
no és evident. En el proper capitol donarem expressions per a aquests operadors que sén
independents dels sistemes de coordenades i que, per exemple, ens permetran donar les férmules
per calcular-los en coordenades cilindriques o esferiques.

Si introduim formalment 'operador nabla

0 0 0

v:(%aa_yaa)a

aleshores la divergencia i el rotacional d’un camp F' s’interpreten com el producte escalar i
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vectorial, respectivament, de V per F":

divF = V.F,
rotFF = VAEF.

Aquesta notacié i les propietats del producte vectorial suggereixen que, en general, se satisfan
les igualtats

V- (VAF)=0,
VA(V-F)=0.

Aquestes igualtats sén, efectivament, certes. Enunciem-ho en forma de teorema:

5.3.6 Teorema
1. Si F és un camp vectorial C%, se satisfa que
divrot F =0.
2. Si f és un camp escalar C2, se satisfa que
rot grad f =0. ]
El resultat se segueix de que les derivades creuades d’ordre dos d’una funcié no depenen de

I’ordre amb el qual han estat calculades. Observem que la condicié rot grad f = 0 no és altra
cosa que l’equacié de compatibilitat que hem imposat als camps gradients en ’exemple 5.2.7.

La proposicié segiient resumeix les principals propietats del gradient, la divergencia i el rotaci-
onal, i les seves relacions. La comprovacié d’aquestes propietats és elemental, i es deixa com a
exercici.

5.3.7 Proposicid
(a) Propietats del gradient:

1.V(f+9)=Vf+Vg.
2. V(ef) =cVf.
8. V(fg)=gVf+[fVg.

1
4. V(2) = g—2(gi - fVg).
(b) Linealitat de la divergéncia i del rotacional:

5. div(F+G) =divF +divG.
6. rot (F+ @) =rot F +rotG.
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(¢) Férmules de derivacid de productes:

7. div(fF)=Vf-F + fdivF.

8 div(FAG)=rotF-G—F -rotQG.
9. rot (fF)=VfAF+ frot F.

10. rot (FAG) =rot FAG — F ArotG. |

A partir de les férmules recollides en aquest resultat es poden derivar altres igualtats entre els
operadors diferencials. A titol d’exemple, provem que donades dues funcions f, g es té que

div(VfAVg)=0.
En efecte, segons la férmula nimero 8 i el teorema 5.3.6, podem escriure
div(VfAVg)=rotVfAVg—VfArotVg=0.

Encara hi ha una altra combinacié possible entre els operadors gradient i divergencia que déna
lloc a un operador fonamental de la fisica-matematica: la laplaciana.

5.3.8 Definicié Sigui f un camp escalar. Es defineix la laplaciana de f com el camp escalar

o _f  o*f  &f
Af—dlvgmdf—w—l-a—y2 52 -

Les solucions de ’equacié diferencial A f = 0 tenen un paper essencial en la teoria del potencial.
S’anomenen funcions harmoniques. Per exemple, la funcié f(z,y) = e*siny és una funcié
harmonica, ja que es té:

A(e"siny) = e”siny — e"siny = 0.

Per a un camp vectorial F' es defineix la laplaciana per ’expressié

‘ AF = grad div F — rotrot F'.

Aquest operador de camps vectorials s’anomena laplaciana ja que si expressem F' en el sistema
cartesia de coordenades, F' = (P, @, R), se satisfa que

AF = (AP,AQ,AR).

Les propietats operacionals de la laplaciana es deriven facilment de les propietats fonamentals
establertes a 5.3.7. A titol d’exemple, n’establirem dues que utilitzarem més endavant.

5.3.9 CoroHari
1. A(fg) = fAg+gAf+2Vf-Vg.
2. div (fVg —gVf)=fAg—gAf. [ ]
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5.4 Integrals sobre corbes: circulacio

La nocié de treball ens ajudara a donar sentit a la definicié d’integral de linia o circulacié d’un
camp vectorial. Comencem per una cas elemental: si en cada punt del pla tenim un camp de
forces constant F'(z,y) = Fp, el treball efectuat quan un punt es mou sobre un segment rectilini
que uneix els punts A i B des de A fins a B, és

treball =< Fy, AB >=|| Fy ||| AB || cosa,

on « és angle que formen Fy i AB (vegeu la figura 5.9).

L

Figura 5.9: Treball d'un camp de forces constant

En general, si volem calcular el treball efectuat quan un punt es mou al llarg d’una trajectoria
o : 1 =la,b] — R3 sota un camp variable F', aproximarem ¢ per una trajectoria poligonal
i suposarem que F' és constant sobre cada segment de la corba: prenem una particié de [a, b],
a=1ty <ty <--<tp 1 <t,=">b Suposant, com a primera aproximacid, que F' és constant
sobre els segments rectilinis o(t;—1), o(t;), el treball per moure un punt de l'origen a 'extrem
en cadascun d’aquests segments sera

< F(xi,yi,21),0(ti-1)o(t:) >,

sent (z;,yi,2;) un punt qualsevol sobre el segment de o(t;—1) a o(t;). Si, com és habitual,
escrivim Ax; = x; —x; 1 1 Ay; = y; —yi—1 1 Az; = z; — z;_1, el treball total desenvolupat al
desplacar-nos al llarg del segment entre o(t;—1) i o(¢;) és igual a

< F(w,ys, Zi):a(ti—l)g(ti;) >= P(x,yi, 2i) Az + Q(xi,yi, 2:) Ay + R(wi, yi, 2i) Az .

Per tant, el treball al moure’s al llarg de tota la poligonal sera

n

Z (P(zi,yi, zi) Awi + Q(4, ¥i, 2i) Ay + R(wi, yi, 20) Az;)

i=1
Prenent la separacié entre els punts (z;,y;,2;) cada cop més petita, sembla natural definir el
treball al llarg de o del camp F' com el limit:

n

lim > (P(xi,yi, z) Ami + Q(xi,yi, 2) Ays + R(wi,yi, 21) Az;) - (5.1)

i=1
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Si la trajectoria o és diferenciable, podem utilitzar el teorema del valor mig per a les funcions
z(t), y(t) 1 z(t), de forma analoga a com ho hem fet en diversos moments del capitol anterior
per igualar el limit (5.1) a la integral

b
/ (P(z(t),y(1), 2(t)"(t) + Q(=(1), y(t), 2(1))y' (t) + R(x(t), y(t)z(1))2'(t)) dt , (5.2)

que escriurem abreujadament de la forma
b
/ (Pz' + Qy' + R2')dt.
a

Observem que l'integrant és el producte escalar < F(o(t)),o'(t) >. Per tant, el treball fet per
moure una particula al llarg de o sota 'accié del camp F' és la integral

/b < F(o(t),0'(t) > dt.

En general, per a un camp vectorial F' qualsevol (no necessariament un camp de forces) prenem
aquesta expressié com a definicié d’integral vectorial:

5.4.1 Definicié Sigui o una trajectoria i F' un camp continu definit sobre o. Anomenarem
circulacié o integral de linia de F' al llarg de o la integral:

b
/ < F(o(t)),o'(t) > dt. (5.3)
a
Hi ha diverses notacions ttils per a la circulacié d’un camp al llarg d’una trajectoria. Una és

/ < F,dl >= /b < F(o(t)),o'(t) > dt,
o a
i una altra és
/ < F,dl >= / P(z,y,z)dz + Q(z,y,2)dy + R(x,y, z)dz .
En aquest segon cas, l'expressié
P(z,y,z)dz + Q(z,y,2)dy + R(z,y, z)dz
s’anomena la 1-forma diferencial associada al camp vectorial F'. La raé d’aquesta escriptura és

clara si observem que per als punts de la trajectoria o, les regles habituals de derivacié permeten
escriure, formalment, dz = x'(¢)dt, dy = y'(t)dt i dz = 2'(t)dt, i, per tant, que

b b
/ Pdz + Qdy + Rdz = / Px'(t)dt + Qy'(t)dt + R2'(t)dt = / < (P,Q,R),0' > dt.
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5.4.2 Exemples
1. Calculem la integral de F'(z,y) = (y,0) al llarg de 1’elipse

parametritzada per o(t) = (acost,bsint), quan t € [0, 27]. Segons la definicié es té:

2w 2m
/ < F,dt >= / < (bsint,0), (—asint,bcost) > dt = —ab/ sin? tdt = —mab.
o 0 0

El signe negatiu d’aquesta integral es deu al fet que la parametritzacié o recorre 1’ellipse en
sentit antihorari, mentre que el camp vectorial F' “gira” en sentit horari (vegeu la figura 5.10).

Figura 5.10: El camp F' sobre |'elipse

2. Calculem la integral del camp vectorial F' = (x,y, z) al llarg de la primera volta de I’helice
o(t) = (cost,sint,t), 0 <t < 2w. Es té:
27 27 2 27
/ < (cost,sint,t), (—sint,cost, 1) > dt:/ (—costsint+sintcost+t) dt = ) =272,
0 0 0

En aquest cas el valor de la integral és positiu, cosa que esta d’acord amb el fet que el camp
vectorial F' té el mateix sentit que la trajectoria sobre la qual hem integrat.

5.4.3 Exemple El camp magnétic. Es conegut que dos circuits recorreguts per corrents electrics

exerceixen una forca entre si. Més concretament, si C, i C sén dos circuits pels que hi ha
corrents d’intensitat I, i Ij, respectivament, la forca que exerceix C, sobre (Y és

— =
Lo dly A (dly A7)
F==—I,1, —_— )
47T c, J oy T3

on g és la constant de permeabilitat magnetica en el buit, 7 és el vector de posicié des de C,
a Cp ir el seu modul, és a dir, la distancia entre els punts dels circuits (vegeu la figura 5.11).
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I

Vﬁb

Figura 5.11: Circuits recorreguts per corrents eléctrics I, I

Podem escriure aquesta forca de la forma

_)
e [ aa(teg, [ T2T).
I 4 c, T

que podem interpretar com 1’accié del camp
—
7 dl, N\ 7
B=—-—-1I, —_—
dr " Jo 3

creat pel circuit C, sobre el circuit Cp. A B ’anomenem el camp d’induccié magnetic creat per
C,. Aquesta definicié de B és el que es coneix com a llei de Biot-Savart.

Si el corrent I esta distribuit a ’espai amb densitat de corrent J, aleshores I es converteix en
J-dS ilIdl = JdSdl pot escriure’s com Jdzdydz. Es a dir, en aquest cas definim el camp

d’induccié magnetica per "
B:@/ TN edyds .
47 w

r3

La circulacié d’una camp vectorial admet la interpretacié geometrica segiient: si la trajectoria
o és regular, és a dir, que satisfa que o’ (t) # 0, per a tot t € [a, b], aleshores podem considerar

el vector tangent unitari
o' (1)
T(t) = ———
EdON

i podem escriure la circulacié d’un camp de la forma

b b
/ < F(o(t)),0'(t) >dt:/ < F(o(t),T(t) > o' (t) || dt:/ <Foo,T>dl,

a a

on df és l'element de longitud de la trajectoria. Es a dir, la circulacié de F al llarg de o és la
integral de trajectoria de la funcié escalar

t—< F(o(t),T(t) > .
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Aquesta funcié és la component tangencial de F sobre la corba o en cada punt, és a dir, la
projecci6 ortogonal de F'(o(t)) sobre la recta tangent a o en el punt o(t). Per tant, sols la
component tangencial del camp F sobre la corba o intervé en el treball realitzat (vegeu la
figura 5.12).

Figura 5.12: Projeccié del camp F sobre la recta tangent

Les integrals de linia satisfan les propietats habituals de linealitat, homogeneitat, etc., com es
comprova facilment. Aixi per exemple, es té que

/<F+G,d€>:/<F,d€>+/<G,d€>,

a

/<)\F,d€>:)\/<F,dK>.

Una d’aquestes propietats és l’additivitat de la integral. D’acord amb aquesta propietat, podem
estendre la definicié d’integral de linia per a corbes que siguin de tipus C' a trossos:

/<F,d€>:/ <F,d€>+---+/ < F,dl >,

ono; =0 i o és C! en els subintervals [t; _1,t;], que determinen una particié de [a, b],

[ti—1.t:]’
a=tg <ty < -<th_1 <tp=h

5.4.4 Exemple Calculem [ 3z?ydz + (z° 4 1)dy sent o el cami

17
(lat_l)a [ ’2]7

representat en la figura 5.13. Aleshores es té:

1 2
/ 3x?ydzr + (2 + 1)dy = / [3t%0 - 1 + (3 + 1)0]at +/ [3-1(t —1)0+ (1° + 1)1]dt
o 0 1

2
/ 2dt =2(2—1)=2.
1
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Y

Figura 5.13: Un camf diferenciable a trossos

Ja hem esmentat la independéncia de la integral de la funcié escalar < F,T > respecte de
la parametritzacié de la corba. Observem que la funcié escalar < F,T > depen del sentit de
recorregut de la corba, ja que si anem en sentit contrari el vector unitari tangent corresponent
sera —T', i la funcié escalar que integrarem serda — < F,T >. De forma més precisa: siguin
o :[a,b] — C i~ :][c,d] — C dues parametritzacions regulars d’'una mateixa corba, C, i sigui
p = o(a), ¢ = o(b). Direm que les dues parametritzacions indueixen la mateixa orientacid de
la corba C' si ambdues comencen i acaben en el mateix punt, és a dir, si

ambdues van des de p fins a ¢. En cas contrari, direm que sén parametritzacions oposades.

Si h: [a,b] — [c,d] és la funcié de canvi de parametre, h = vy~ ', segons si h és mondtona
creixent o decreixent estarem mantenint o canviant el sentit amb queé recorrem la corba. Direm
que h preserva l’orientacio o que inverteir [’orientacid, respectivament. Equivalentment, com

que h és bijectiva

h  preserva lorientacié <= h'(t)

h inverteix lorientacié <= h'(t)

Efectivament, com que
o'(t) = (yo h)'(t) = b (t)y'(h(t)),

si h preserva l'orientacid, o' (t) i v'(h(t)) tindran el mateix sentit i, si h la inverteix, tindran
sentits oposats.

Per tant, una orientacid d’una corba (I’eleccié d’un sentit de recorregut) és equivalent a triar
un vector tangent unitari en cada punt, T'(¢). Si escollim el sentit de recorregut d’una parame-
tritzacié o(t), aquest vector tangent unitari sera

e
O =TT
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i dues parametritzacions equivalents, o i v = o o h, tindran la mateixa orientacié si

_ ()
ECIECOIE

per a tot t.

5.4.5 Exemple Donada una trajectoria o : [a,b] — R? la corba
Oop tla,b] — TR3
t — o,=0cla+b-—1t),
és una reparametritzacié de o que n’inverteix ’orientacié. Correspon a la funcié
h:la,b] — Ja,b]
t — h(t)=a+b—t.
L’anomenarem la trajectoria oposada de o. La trajectoria oposada de

o:[0,21] — R?
0 +— o(f) = (cosb,sinb),

és la trajectoria
0.,(0) = o227 —6) = (cos(2m — 0),sin(2w — 6))
= (cosf,—sin®).
De la discussié anterior, se segueix immediatament que se satisfa el resultat segiient:

5.4.6 Teorema Sigui F' un camp vectorial continu sobre la corba, C' a trossos, o : [c,d] — R3
i sigui v : [a,b] — R una reparametritzacié de o. Aleshores,

(1) fv < F,dl >= fg < F,dl >, si~y i o tenen la mateiza orientacid.

(2) fv <F,dl >=— [ <F,dl >, siv io tenen orientacions oposades. [ |

5.4.7 Observacio Per aquest fet, es diu que la integral de linia és una integral orientada. Aixo
la distingeix de la integral de trajectoria, que és independent de la reparametritzacié i també
de l'orientacié. Es diu que la integral de trajectoria és no orientada.

En definitiva, donada una corba C' podem parlar de la circulacié d’un camp vectorial al llarg
de C, sense especificar-ne una parametritzacié, sempre que haguem prefixat una orientacié
sobre C. En aquest cas, per remarcar la importancia de I’orientacié escriurem C*, i la integral
corresponent la denotarem per
/ < F,T>dl.
c+
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5.5 Camps conservatius i potencials escalars

Comencem aquest apartat amb dos exemples que mostren la importancia del cami d’integracid
per a la circulacié d’'un camp vectorial al llarg d’una trajectoria.

5.5.1 Exemple Calculem | x?dx + zydy per als camins

o(t) = (1—t,t), t€[0,1],
v(t) = (cost,sint), te0,m/2].

Ambdéds camins van des del punt (1,0) del pla al punt (0, 1), (vegeu la figura 5.14).

Figura 5.14: Els camins o i ~y

La integral de la forma diferencial z2dz + zydy al llarg de o és:
1
/ I - / (1= )%(=1) + (1 — t)t1])dt
o 0

1
= / (=142t — 12+t —t*)dt
0

1
/ (=14 3t — 2t*)dt
0

32 23

2 3

.3 21
o 2 6

Mentre que la integral al llarg de v és igual a
w/2
/ i dx + zydy = / [cos® t(—sint) + costsintcost]dt = 0.
P 0

Veiem en aquest exemple que, en general, la integral d’'un camp vectorial depen del cami
d’integracié escollit.
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5.5.2 Exemple Calculem ara la integral de la forma diferencial 3z%ydx + (2* + 1)dy sobre els
camins

o(t) = (t,1), te[0,1],

y(t) = (¢,t?), tel0,1].
Com en I'exemple anterior, els camins o i 7 tenen els mateixos extrems, ambdds comencen en
el punt (0,0) i acaben en (1,1). Ara, pero, la integral de 3z%ydx + (2 + 1)dy és la mateixa per
als dos camins. En efecte, es té que

1
/ 32%ydr + (2 + 1)dy = / 3t%tdt + (t* + 1)dt = t* + t|(1) =2,
o 0

i, de forma analoga, es comprova que

/3x2yd$ + (2% + 1)dy = 2.
.

En el primer exemple hem vist un camp, F(z,y) = (22,zy), per al qual la circulacié entre
dos punts depen del cami que seguim, mentre que a ’exemple segiient, en canvi, la circulacié
del camp G(z,y) = (32%y,2> + 1) és la mateixa per als dos camins d’integracié. De fet, com
veurem tot seguit, per al camp G aix0 passa sempre: la circulacié de (0,0) fins a (1,1) serd
sempre la mateixa, independentment del cami 7 que seguim: fT < G,dl >= 2. Els camps com
G s’anomenen conservatius.

Figura 5.15: Dos camins diferents entre dos punts

5.5.3 Definicié Fs diu que un camp vectorial F és conservatiu, si la circulacié de F' al llarg
d’una corba o depén tan sols dels punts inicial i final de o.

Els camps conservatius sén importants a causa de la llei de la conservacié de l’energia: si F'
és un camp de forces, el treball fet per moure una particula de p a ¢ sota la seva accid és
fa < F,dl >, on o és una corba d’origen p i extrem . Si 7y és una altra corba amb el mateix
origen i extrem (vegeu la figura 5.13), el treball per anar de p a ¢ seguint o i de ¢ a p invertint
el sentit de ~y és

/<F,d€>+/ <F,d€>:/<F,dZ>—/<F,d€>,
g Yop o ¥
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segons el teorema 5.4.6. Segons la llei de la conservacié de I’energia, aquest treball ha de ser

zero i, per tant,
/<F,d€>:/ < F,dl > .
o ¥

Es a dir, la llei de conservaci6 de I'energia requereix camps de forces conservatius.

Anem a donar una caracteritzacié matematica dels camps conservatius. Abans, pero, introdui-
rem un resultat que es pot interpretar com una mena de regla de Barrow (i el potencial escalar
com una mena de “primitiva” del camp).

5.5.4 Teorema [Newton-Leibniz]. Sigui f una funcié de classe C* i ¢ una corba de classe C*
a trossos. Aleshores,

/ <Vf,dl>= (o) — f(o(a)).

Demostracio. Si apliquem la regla de la cadena a la composicié g(t) = f(o(t)), obtenim que

g9'(t) = (foo) (t) =< Vf(a(t),o'(t) > .

Integrem separadament cadascun dels costats d’aquesta igualtat. Per la regla de Barrow,

b
/ g (t)dt = g(b) — g(a) = F(o (b)) — Flo(a)).,

mentre que, d’altra banda, es té que
b

/<Vf,d£ >:/ <Vf(o(t),o'(t) > dt.

@

Tgualant aquestes dues expressions en resulta la férmula de I’enunciat. [ |

El teorema de Newton-Leibniz implica facilment una part de la caracteritzacié dels camps
conservatius que cerquem:

5.5.5 CoroHari Tot camp que deriva d’un potencial escalar és conservatiu. [ |

5.5.6 Exemples

1. El camp G(z,y) = (32%y,2® + 1) deriva del potencial escalar f(z,y) = 23y + y, com es
comprova immediatament:
of of

Vf(a:,y) = (%76_y

Per tant, és conservatiu, com haviem avancat.

) = (32%y,2* + 1) = G(z,y) .

2. Hem comprovat en un exemple anterior que el camp gravitatori o el camp electric deriven
del potencial escalar (llevat de constants i del signe)

Fay) =, (5.4)

on, r =|| 7 ||= /2% + y2 + 22. Per tant, sén camps conservatius.
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Veiem com també és cert el reciproc del corolari anterior i, per tant, camps conservatius i
camps que deriven d’un potencial escalar sén el mateix:

5.5.7 Proposicié Tot camp conservatiu deriva d’un potencial escalar.

Demostracié. De forma més precisa, anem a provar que si F' és un camp conservatiu definit en
un obert connex U, aleshores F' deriva de potencial escalar en U. Sigui pg un punt de U. Com
que U és un obert connex, donat un punt p € U existeix algun cami C), tot contingut a U, que
uneix po i p. A més, com que F' és un camp conservatiu, la integral

/ < F,dt >,
c

P

és independent del cami escollit, només depen dels extrems inicial, pg, i final, p. Es defineix
aix{ una funcié

f(p):/c <Fdl> .

P

Comprovem ara que f és un potencial escalar de F, és a dir, que se satisfa que F = V f.

Hem de veure que

of af af

Oz ’ Oy @ 0z
Provarem la primera igualtat, ja que les altres dues es raonen de forma analoga. Per definici6
de derivada parcial,

g(l.,y,z): lim f($+A$,y,z)—f(x,y,z)

or Az—0 Az

El numerador d’aquest limit és

f(a?-l-Aa?,y,z)—f(a:,y,z):/ <F,d€>—/ < F,dt >,
Cpr c

P

on (), és una corba que uneix pp amb p = (x,y, z) i Cpy uneix pg amb p’ = (z+ Az, y, z), (vegeu
la figura 5.16).

Com que F és conservatiu, la circulacié de F' al llarg d’una trajectoria depen unicament dels
extrems d’aquesta. Aixo ens déna llibertat a I’hora d’escollir el cami C}: podem prendre com
C)p la uni6 de Cp amb el segment rectilini parallel a I'eix x, C', que uneix p amb p'. Llavors,
per 'additivitat de la integral,

[ <maes-
Cp c

i aquesta darrera integral és igual a

1

<F,d£>:/ < Fdl >,

P

z+Ax
/ P(t,y,z)dt,
z
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Po

Figura 5.16: El cami C}, entre po i p

la qual, pel teorema del valor mig, és igual a
P(t()a Y, Z)A'T )
per a algun ¢y € [z,z + Azx]. Tot plegat, resulta que

gz Y T Aahe Az

ja que, quan Az — 0, es té que ty — x. [ ]

= P(z,y,2),

Donada la seva importancia, recollim els dos resultats anteriors en forma de teorema:
5.5.8 Teorema Sigui F' un camp vectorial definit en un obert U C R3. Son equivalents:

i) F deriva de potencial en U, F =V f.

i) F és un camp conservatiu en U. ]

5.5.9 Observacié Si f és un potencial d’un camp vectorial F', també ho és la funcié resultant
de sumar a f una constant qualsevol, f +¢, ¢ € R. Es a dir, el potencial d’'un camp conservatiu
esta determinat llevat de constants.

La demostracié anterior déna, de fet, una férmula per calcular potencials escalars de camps
conservatius:

f(p):/c <Fdl> .

p
Per tal d’aplicar-la hem d’escollir un punt, pg, de 'obert U des d’on calcular les integrals.
Observem que si canviem ’eleccié d’aquest punt, escollint un punt p;, aleshores el potencial
que en resulta difereix de I’anterior per la constant

Po
/ < F,dl > .

p1
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En el cas que F(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y,z)) estigui definit a tot R3, podem
prendre po = (0,0,0) i com a corba C, unint py amb p = (z,y, 2) la formada pels segments
rectilinis parallels als eixos coordenats definits per (vegeu la figura 5.17):

Ul(t) = (t,0,0), te [0,1‘],
o2(t) = (z,t,0), te0,y],
o3(t) = (z,y,1t), teo,z].

 (7,y,2)

o
1 o3 Y

Figura 5.17: Cami des de I'origen fins a un punt

Fent-ho aixi, resulta

J.

i, com que es tenen les igualtats

< F,dl >:/

g1

<F,d€>+/

g2

<F,d€>+/ < F,dl >,

P a3

/ <F,d€>:/ <F(al(t)),a;(t)>dt:/ P(t,0,0)dt,
o1 0 0
Yy
/ <F,d£>:/ Q(z,t,0)dt,
o2 0

/ <F,d€>:/ R(z,y,t)dt,
o3 0

trobem la féormula

F(0.2) :/Ox P(t,O,O)dt+/OyQ(x,t,O)dt+/Oz Rz, y, t)dt .

Per a camps plans, de dues variables, la férmula corresponent és

faw = [ Pe.0d+ [ QG ot
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5.5.10 Exemples

1. Un potencial escalar del camp conservatiu G(z,y) = (32%y, 2 + 1) és
x y y
flz,y) = / 3t20dt+/ (2 + 1)dt = (23t + t) .= y+y.
0 0

2. Logicament, si el camp F' no és conservatiu, les férmules que hem trobat no donen un
potencial escalar. Aixi, per al camp F(x,y) = (22, zy), la funcié

3

T y 9
f(w,y)z/ t2dt+/ wtdt = 2 + 24
0 0 3 2

no és un potencial escalar:

2

Vi) = (2 + Gooy) # Pl

5.6 Integrals de camps sobre superficies: flux

Suposem que en una regié de l’espai tenim un liquid en moviment (un fluid) del qual coneixem
la velocitat en cada punt: F(z,y,z). Volem mesurar la quantitat de fluid per unitat de temps
que passa a través d’una superficie S. Per exemple, la superficie pot ser una seccié d’un canal
i estem interessats en el cabal d’aquest canal.

Suposem, per comencar, que la superficie és una regié d’un pla, que la velocitat del fluid és
constant F'(z,y,z) = Fy i que F és perpendicular a S. Aleshores la quantitat de fluid (flux)
que passara a través de S per unitat de temps sera justament el volum del “cilindre” de tapes
SiS+ Fyialgada || Fy ||, és a dir,

Flux =|| Fy || Area (S).

Si la direcci6é de F' no és necessariament perpendicular a S, aleshores tindrem (vegeu la figura
5.18)

Flux =|| 7n(Fp) || Area (S) =< Fp, ——— > Area (S).

| N |
Anem ara al cas general: si S = ¢(D) és una superficie qualsevol, procedim per un procés
d’aproximacié com hem fet en el calcul de area. Es a dir, prenem una particié de S en regions
K;;, que alhora aproximem per les regions corresponents dels plans tangents (i que seguirem
denotant per K;;, vegeu la figura 5.19). Tindrem que el flux a través de la superficie S sera
aproximadament igual a

A N
Z < F(pij), _Pu Py (us,v5) > Area (K ).
ig=1 || Ou N oy ||
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Figura 5.18: Flux d'un camp constant

Com que 'element d’area de K;; s’aproxima per || ¢, A ¢y ||, aquesta suma és igual a

3" < F(pij), (pu A o) (ui,vj) > AugAuy

4,j=1

on hem escrit p;; = p(u;, v;).

Figura 5.19: Aproximacid de I'area d’una superficie

Refinant la particié, i passant al limit quan les longituds dels costats Au i Av tendeixen a zero,
tindrem el flux desitjat:

i .Zl < Flp(ui, 7)), (pu A o) (ui, v5) > AuiAvy,
i,j=

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



5.6. Integrals de camps sobre superficies: flux 145

que no és altra cosa que la integral

/D < F(p(u,v)), (@u A py)(u,v) > dudv .

En general, per a un camp qualsevol (no necessariament de velocitat d’un fluid) prenem aquesta
integral com a definicié de flux:

5.6.1 Definicié Sigui S la superficie corresponent a la parametritzacid ¢ : D — (D) =S C
R3 § F un camp vectorial definit sobre S. Anomenarem integral de superficie de F sobre S o
flux de F a través de S

/<F,dS>:/ < Fow,ou Ny > dudv.
s D

Sip:D — S = (D) CR3 és una parametritzacié regular, és a dir, tal que @, A @, # 0
en tots els seus punts, podem calcular en cada punt el vector normal unitari corresponent a la
parametritzacio ¢,
N(u) — —£ul:0) Agu(u,)
[l pu(u,v) Ay (u,0) ||
Aixi, substituint aquest vector en la definicié del flux, tenim que

/<F,dS> = /<F0<p,N>||<pu/\<pv||dudv
s D

/<Focp,N>dS.
S

Es a dir, la integral de superficie del camp F' coincideix amb la integral de superficie de la funcié
escalar
(u,v) =< F(p(u,v)), N(u,v) >,

que és la component normal de F' sobre S.

5.6.2 Observacié Una notacié alternativa per al flux de F' a través de S és
/ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy .
s

En aquest cas, es diu que
Pdydz + Qdzdx + Rdxdy

és la 2-forma diferencial associada al camp F'.

Veiem el perque d’aquesta notacié: considerem l’expressié aproximada

Z < F(p”),N(p”) > Area (K”) s (55)
ig=1
o (niy ) A oo (i, v5)
Pul\Ui, V4 /\501) Ui, Uy
N(pij) = ’ ’

Il puui, v;) A gy (uiyvi) I
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Si escrivim
F(wayaz) = (P(mayvZ)aQ(wayaz)aR(mayvz)) i N= (n15n27n3) ’
aleshores qualsevol dels sumands anteriors és

< F,N > Area (K) = (Pny+ Qny+ Rns)Area (K) (5.6)
= PnjArea (K) 4+ QnoyArea (K) + RnsArea (K). (5.7)

Recordem que, com hem vist al capitol 3, podem obtenir ’area del parallelogram K a partir
de les seves projeccions, K¥*, K** i K™Y sobre els plans coordenats yz, zz i xy, mitjancant les
igualtats
Area (K) = Area (Kv?) _ Area (K=7) _ Area (K*v) ,
cos 6y cos 65 cos 03
on 01,605, 1 03 sén els angles de N amb els eixos coordenats:

Figura 5.20: Projeccions sobre els plans coordenats

ny = cosfy, ne =cosfy, mn3 =cosbs.
Substituint en (5.6), en resulta la igualtat
< F,N > Area (K) = PArea (KY?) + QArea (K*") + RArea (K"Y).

Les arees de les projeccions sobre els plans coordenats sén AyAz, AzAz, 1 AzAy. Sumant ara
la contribucié de cadascuna de les regions K;;, obtenim

n

Z [P(pij)Area (Ksz) + Q(pij)Area (K + R(pij)Area (Kf]y)]
i,j=1

= Y [Ppij)AyAz + Q(pij)AzAz + R(pij) AzAy]

ij=1
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que per pas al limit déna ’expressié de la 2-forma corresponent.
5.6.3 Exemples
1. Considerem la parametritzacié de ’esfera unitaria

D=[0,2n] x [0,7] % R
0,0) — @(0,6) = (cosfsin ¢, sinfsin ¢, cos ¢).

Calculem el flux a través de ¢(D) del camp F(z,y,z) = (z,y,2). Els vectors tangents a les
corbes coordenades sén

pg = (—sinfsing,cosfsing,0),
vg = (cosBcos@,sinfcosg,0),

i, per tant, el vector normal a la parametritzacié és igual a

i i K
wg ANy =| —sinfsing cos@sin ¢ 0 = (= cos@sin® ¢, — sinf sin? ¢, — sin ¢ cos @) .
cosfcos¢p sinflcos¢ —sing

Aixi, per calcular el flux de F per ¢(D) hem d’integrar la funcié

—cosfsin? ¢
< F(p(8,0),00 ANpg > = (cosfsing,sinfsing,cosp) | —sinfsin®¢
— sin ¢ cos ¢

= —cos’fsin® ¢ — sin? B sin® ¢ — sin ¢ cos® ¢

= —sin®¢p—sinpcos>¢p = —sing.

Calculem, finalment, la integral:
=2r(—-1-1) = —4r.
0

/<F,ds >:/D—sin¢d0d¢:/OW/O%(—sinqb)d&d(ﬁ:chosqb
o

Observem que el valor d’aquesta integral és negatiu, quina interpretacié té aquest fet? Si
calculem el vector normal en un punt, per exemple, en el punt (%, %) € [0, 27] %[0, 7], ¢ (%, %) =
(0,1,0), veiem que

o (55 o (35) =010,

que és un vector que apunta cap endins de ’esfera, mentre que el camp F del qual estavem
calculant el flux apunta cap enfora. Aixi, si F' hagués estat la velocitat d’un fluid, el que estavem
calculant era la quantitat de fluid per unitat de temps que entra dins 'esfera. Logicament, hem
trobat una quantitat negatival

2. Si S és una superficie, s’anomena angle solid d’'un casquet ¥ de S, i el denotarem per Q(X),
Parea de la superficie de 'esfera unitat tallada pel con que projecte 3 des de l'origen (vegeu la
figura 5.21).
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Figura 5.21: Angle solid determinat per una superficie

Si 6 és 'angle format per la normal a la superficie S, NV, i la normal a ’esfera, 7/7‘, aleshores
r?AQ = cosAY,

i, per tant,

AQ =

1 7
b=l o Nsas,
r2 r2 r

d’on resulta que 'angle solid Q(X) és igual a
?
Q(E):/ < —,N>dS,
» r
és a dir, que I'angle solid és el flux del camp vectorial ?/r3.

En el primer exemple hem vist com és d’important 1’orientacid de la superficie. Abans de
fer altres exemples, anem a introduir els conceptes fonamentals al voltant de l'orientacié de
superficies.

5.6.4 Definicio Una superficie S es diu que és orientable si a sobre hi ha definit un camp
vectorial unitari continu que sigui ortogonal a la superficie en cada punt

N:S — R
p N(p)

5.6.5 Exemples

1. Les superficies que poden cobrir-se amb una sola parametritzacié regular, que és injectiva,
sén orientables. En efecte, si S = ¢(D) és una parametritzacié regular, podem orientar S
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mitjangant el camp normal

_ puw) Apy(u,v)
(o) Apu(uo) [

N(u,v)

En particular, els grafics de funcions, z = f(x,y), sén superficies orientables. En aquest cas, si
la parametritzem per ¢(z,y) = (z,y, f(z,y)), la podem orientar pel camp normal

A 1
Nle,y) = 2o =

- - —Jxy 71'
Teeres i~ ixpep = Y

Per exemple, la superficie d’un paraboloide z = 2 + y? és orientable.

2. Les superficies definides implicitament per una equacié f(z,y,z) = 0 també sén orientables,
ja que el camp vectorial V f és normal i, si es donen les condicions per aplicar el teorema de la
funcié implicita, és no nul, per la qual cosa podem orientar-les pel camp normal unitari

__Vf
RAZAN

Per exemple, una esfera, 22 + y? + 22 = R2, és una superficie orientable.

3. A diferéncia del que succeeix per a les corbes, hi ha superficies no orientables, és a dir,
per a les quals no és possible I’eleccié d’'un vector normal unitari en cada punt variant amb
continuitat. Un exemple és la cinta de Moebius (vegeu la figura 5.22).

X
Figura 5.22: Cinta de Moebius

Com en el cas de corbes, en les quals podem anar en un sentit o en el sentit contrari, per a
les superficies orientables hi ha dues maneres de travessar-les: si S és orientable i N és un
camp vectorial unitari continu i ortogonal, aleshores el camp oposat, —N, també compleix les
mateixes propietats. Escollir un o altre camp ortogonal unitari (N o —N) s’anomena una
orientacio de la superficie. Una superficie per a la qual hem escollit una orientacié s’anomena,
una superficie orientada. Aixi, les superficies orientables sén aquelles que tenen dues cares; la
superior (exterior, positiva) és aquella on es troba el vector normal unitari. La contraria és la
inferior (interior, negativa). La cinta de Moebius té, doncs, una sola cara.

L’eleccié d’un vector unitari ortogonal que varil continuament equival a elegir una base (p.e.,
ortonormal) en cada espai tangent T,S, també que varii continuament. Exactament, una base
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Figura 5.23: Orientacié del pla tangent

{v1,v2} tal que N = vy A vy. Per tant, I’eleccié d’una orientacié equival a I’eleccié d’un sentit
de gir en cada espai tangent (o en ’entorn de cada punt): el sentit que porta del primer vector
de la base al segon.

Donada una superficie orientada, que podem denotar per (S, N), es diu que una parametritzacié
¢ : D — R de S preserva 'orientacid si el vector normal corresponent a la parametritzacié

P,
Pu N\ Py

| ou Apu |7
coincideix amb el vector N en tot punt. En cas contrari, es té que N = —p, A @y /|| ou A @y ||, 1
es diu que @ inverteix ’orientacid. Donades dues parametritzacions equivalents d’una superficie
S,0:D—R¥i¢: D — R3, es diu que tenen la mateiza orientacid si

Pu N Py _ hu Nty
leunooll  [TuAdyll’
en tot punt de S. Si vy A @y /|| Yu A @y || = —u Ahy/]] Yy Aty || en tot els punts, es diu que

tenen orientacions oposades.

5.6.6 Exemple Si orientem lesfera S? = {(z,y,z) € R® |z% + y? + 22 = 1} escollint en cada
punt el vector normal unitari que apunta cap enfora

N(l‘7 y7 Z) = (l‘7 y7 Z) )
aleshores la parametritzacié ¢(6, ¢) = (cos 8 sin ¢, sin f sin ¢, cos ¢) inverteix 'orientacio.

5.6.7 Observacié Donada una parametritzacio

0:D — R
(w,0) — o(u,v)

aleshores ¥ (v,u) = p(u,v) té 'orientacié oposada de la de ¢.
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Un cop aclarit aix0, podem enunciar que la integral de superficie de funcions vectorials és inde-
pendent de la parametritzacid, si aquesta preserva orientacié (compareu-ho amb la circulacié
i també amb la integral de funcions escalars sobre superficies).

5.6.8 Teorema Sigui S una superficie orientable i F un camp vectorial continu definit sobre
S. Siguin ¢ i ¢ dues parametritzacions equivalents de S. Aleshores,

(a) fw < F,dS >= fw < F,dS >, si ¢ i1 tenen la mateiza orientacid.
(b) fw < F,dS >=— f¢ < F,dS >, si ¢ i1 tenen orientacions oposades. [ |

Per tant, si S és una superficie orientada té sentit parlar de la integral sobre S i no pas sobre
una parametritzacié particular:

/<R%>
S

/<F,dS>
s

Algunes vegades, per tal de remarcar que hem escollit una orientacié de la superficie S, la
denotarem per St.

/ < F,dS >, si @ preserva l'orientaci6 de S,
%)

— / < F,dS >, sip inverteix 'orientacié de S'.
©

5.6.9 Exemples

1. Calculem el flux del camp F(z,y,2) = (0,1,0) a través de ’esfera unitaria orientada per la
normal exterior.

Si @ és la parametritzacié per coordenades esferiques considerada en ’exemple 5.6.3, aleshores
P(9,0) = p(0, ) n’és una parametritzacié que preserva ’orientacié. Es té que

Vo Abg = 0y A pg = —(pa A py) = (cosfsin? ¢, sin f sin” ¢, sin ¢ cos @),
i, per tant, hem d’integrar la funcié

cos fsin? ¢
< Fyaby Apg >=(0,1,0) | sinfsin®¢ | =sinfsin® ¢.
sin ¢ cos ¢

Ara tenim tots els ingredients per a realitzar el calcul desitjat:

27 ™ 27 T
/ < FdS >= / / sin 0 sin? ¢pdodd = / sin fdf / sin? ¢dp = 0.
S 0 0 0 0

La interpretacié fisica d’aquest resultat és evident: entra tant de fluid com en surt.

2. Calculem el flux del camp constant F' = (9, —6, 3) per la superficie del pla 2z + 3y + 6z = 12
continguda en el primer octant, segons la direccié del vector normal (2,3,6). En aquest cas
efectuem el producte escalar de F' amb el vector normal unitari, NV:

236 _ 18

< F,N >=< (9,_6;3)7(?7?7?) > 7 .
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El flux de F és

18 18 18 12
Fdss>= | 2a5=2 45 =212 _36,
/S< 45 > /57 T A8 =75

=2

Figura 5.24: Pla 2z + 3y + 62 = 12

3. Com succeeix per a les integrals de funcions sobre una superficie, podem calcular el flux d’un
camp vectorial a través d’una superficie diferenciable a trossos, sempre que aquesta estigui
orientada. Vegem-ne un exemple.

Sigui S la superficie que envolta el solid definit per les equacions
x2+y2§1, 0<2z<5.
Calculem el flux sortint per S del camp vectorial F' = (zz,x, —3y?z).

La superficie S es compon de la superficie cilindrica lateral, 2 + y?> = 1,0 < z < 5, que
denotarem per Si, el disc inferior, z = 0,22 + y? < 1, que denotarem per Sy, i el disc superior,
z =5,22 + y? < 1, que denotarem per So, (vegeu la figura 5.25).

Els vectors unitaris normals corresponents sén N; = (z,y,0), No = (0,0,—1) i Ny = (0,0,1).

Aixi, el flux de F' per la superficie S és igual a la suma dels fluxos de F' per Sy, Sy i So:

/<F,d5> = / <F,d5>+/ <F,d5>+/ < F,dS >
S So S1 So

/<F,(0,0,—1)>d5+/ <F,(a:,y,0)>d5+/ < F,(0,0,1) > dS
So S1 Sa

= —/ 3y2zdS+/ (ar2z+a7y)d5+/ 3y%2dS .
So S

Sa

La primera integral és igual a zero ja que z = 0 sobre la superficie Sy. Per a la segona, pa-
rametritzem la superficie del cilindre amb les coordenades habituals, ¢(u,v) = (cosu,sinu,v);
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Figura 5.25: Superficie que envolta un cilindre

observem que, en aquest cas, no cal que comprovem si la parametritzacié preserva o no 'o-
rientacid, ja que ja hem utilitzat ’orientacié del vector normal sortint quan hem calculat el
producte escalar < F, N >= 2%z + zy, i ara hem d’integrar aquesta funcid, la qual cosa es fa
independentment de la parametritzacié utilitzada. La variacié dels parametres és 0 < u < 27 i
0 <wv <5, per la qual cosa el calcul a efectuar és:

27 5 27
25 25
/ (222 + 2y)dS = / du/ (vcos® u + cosusinu) = — / cos? udu = ==
S1 0 0 2 Jo 2

Calculem ara la tercera integral usant coordenades polars,

2 1 15 27 15
/ 3y2-5dS:15/ dt‘)/ T‘-T‘QSiHQHdT‘:—/ sin®0dh = —r .
Ss 0 0 4 Jo 4

En definitiva, el flux total del camp F' a través de la superficie que envolta el cilindre és igual a

25 15 115
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Els teoremes integrals i aplicacions

El teorema fonamental del Calcul estableix la igualtat

b
/ f(@)de = f(B) — f(a).

és a dir, que quan s’integra la derivada d’una funcié, f'(z), en un interval, [a, b], el resultat que
s’obté és la diferéncia de valors de la funcié f(z) en els extrems de l'interval. En aquest capitol
presentem els coneguts com els teoremes integrals del calcul vectorial que relacionen les integrals
de linia, de superficie i de volum amb els operadors diferencials que actuen sobre els camps
escalars i vectorials, el gradient, el rotacional i la divergencia. Interpretats adequadament,
aquests resultats generalitzen el teorema fonamental del calcul abans esmentat en cadascuna
de les situacions que es donen en la integracié vectorial. Sén els teoremes de Green, de Stokes
i de de la divergencia de Gauss.

Els resultats d’aquest capitol van tenir 'origen en la fisica matematica del XIX. Al llarg de
I’exposicié presentem, a titol indicatiu, alguns exemples que reflecteixen aquesta vinculacid
amb les aplicacions a la fisica matematica, tot i que per a un estudi més complet és convenient
consultar la bibliografia especialitzada corresponent.

6.1 El teorema de Green

En aquest apartat establim I’anomenada férmula de Green que expressa la relacié entre una
integral de linia del pla

/ Pdz + Qdy,
c
calculada al llarg del contorn C' d’un domini del pla D i una integral doble en aquest domini.

Per tal d’enunciar el teorema de Green és convenient fixar una terminologia adequada: per una
corba tancada simple del pla entendrem una corba tancada sense autointerseccions, (vegeu la
figura 6.1).

Una regié D del pla direm que és simplement conneza si és connexa i la regié tancada per tota
corba tancada simple de D esta tota continguda a D. Per exemple, a la figura 6.2 veiem dues
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(_J

(a)

—
=

-
o

Figura 6.1: Corbes tancades del pla

regions simplement connexes, la (a) i la (b), mentre que no ho sén les altres dues. De fet, en la
figura (c) una circumferencia centrada a l’origen com la dibuixada és una corba tancada simple
de D, pero el disc que encercla aquesta circumferéncia no esta tot a D, ja que la regié D no

conté ’origen.
/ / %
/
1Y 7

+" e

(b) (¢) (d)
Intuitivament, una regié plana és simplement connexa si és d’una sola peca (aix0 és la connexid)
i no té forats.

Figura 6.2: Regions del pla

Podem ara enunciar el teorema de Green.

6.1.1 Teorema de Green Sigui D una regié elemental del pla, simplement connezxa i sigui C =
0D la corba que lenvolta. Sigui F' = (P,Q) un camp vectorial, derivable amb continuitat a D.
Aleshores se satisfa que

/ Pdx 4+ Qdy =
c+

S—

0oQ OP

D

on Ct indica que recorrem la corba C (que és una corba tancada) en sentit antihorari.

Demostracié. Provarem el resultat per a un tipus especial de regié D i indicarem com es
tractaria el cas general, de desenvolupament molt més tecnic.

Suposarem que D és una regié tal que tota recta vertical i tota recta horitzontal tallen la seva
frontera com a maxim en dos punts, (vegeu la figura 6.3).
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6.1. El teorema de Green 157

a b T

Figura 6.3: Regid pel teorema de Green

Aleshores la corba C' que I’envolta esta formada pels grafics de dues funcions, f(z) i g(z), de
manera que la regié es pot descriure per les desigualtats

a<z<b, flx) <y <g(x).

/ Pdw:—/ a—Pdmdy.
c+ p Oy

D’una banda, podem aplicar el teorema de Fubini de la forma segiient:

b g9(z)
a—Pdgrdy = /da?/ a—de
D ay a f(z) ay
b

- / (P(, 9(x)) — P(z, f(x)))d.

Provem que se satisfa la igualtat

De l’altra, utilitzant la definicié d’integral de linia al llarg de C, el fet que al llarg dels segments
z = a iz = blaforma diferencial Pdz és zero, i que el sentit de recorregut és antihorari trobem
que

/dex: 3 de+/cz Pda::/abP(a:,f(a:))da:—/:Q(:n,g(w)),

i, per tant, trobem justament el valor oposat al calcul anterior.

Tal com hem escollit D, la situacié és simetrica respecte de les variables z i y, per la qual cosa
es prova analogament que

0
Qdy = [ SLazay,
c+ p Oz
i aix0 acaba la demostracié en aquest cas.

El cas general se segueix de descompondre una regié D en un nombre finit de regions com
les del cas particular que hem provat, (vegeu la figura 6.4), i aplicar el resultat a cadascuna
d’aquestes regions, aprofitant el teorema d’additivitat de les integrals i el fet que les integrals
que apareguin al llarg dels talls practicats per obtenir la descomposicié es cancellaran dos a
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Figura 6.4: Descomposicié d'una regid en regions simples

dos. En els exemples i situacions que es presenten a la practica sera clar com obtenir una
descomposicié com I’esmentada, tot i que provar-ne ’existencia en general resulta un afer molt
tecnic, que no tractarem. [ |

6.1.2 Exemple En aquest exemple verifiquem el teorema de Green en una regié determinada:
signi D el semicercle definit per 22 +y?> < 1iy > 0, i considerem el camp vectorial F =
(z +y,zy). Calculem la circulacié de F al llarg de la corba que envolta D: aquesta corba esta
formada pel segment C, definit per —1 <z <1, y = 0, i la semicircumferencia de radi 1, Cs,
recorreguda des del punt (1,0) fins al punt (—1,0), (vegeu la figura 6.5).

>

Cy
Figura 6.5: Regid de I'exemple 6.1.2

Aixi, les parametritzacions de C; i Cy donades per

oi(t) = (t,0), -1<
t

<1
o2(t) = (cost,sint), 0< i

)
)

t
<

respectivament, sén positives. La circulacié de F' és, per tant,

1 ™
/ (z + y)dx + zydy / tdt + / (cost + sint)d(cost) + costsin td(sin t)
c ~1 0

1

t? i
+/ (—costsint — sin® t + cos® t sin t)dt
-1 Jo

2

cos?t t sin2t cos?t|"
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D’altra banda, si integrem ’altre terme de la férmula de Green trobem:

oQ 8P> /
— — — | dxd — 1)dxd
/D<8w o9 y D(y )dzdy
1 Vi—z2 -
= /dm/ ydy — =
-1 0 2
L1 g2 s
= de — —
/_1 2 2
1

i ™
3 =l-3) 3=

[SCI N
ol

resultat que coincideix, com era d’esperar, amb el calcul anterior.

6.1.3 Observacié Hem enunciat el teorema de Green per a regions simplement connexes, pero
de fet pot aplicar-se a regions molt més generals, com per exemple a una corona circular, (que
no és simplement connexa). En aquests casos, la regié pot estar envoltada per més d’una
corba, dues circumferéncies en el cas d’una corona circular, cadascuna de les quals contribuira
a la férmula de Green amb la integral de linia corresponent, essent molt important recérrer
cadascuna de les corbes en el sentit adequat. Anem a concretar aquest comentari veient com
deduir la férmula de Green per a una corona circular, (vegeu la figura 6.6).

Cy

Figura 6.6: Descomposicié d'una corona circular

Utilitzant les notacions de la figura, descomponem la corona en dues regions, D = D; U Do,
cadascuna de les quals és simplement connexa. Per 'additivitat de la integral es té que

0Q oP [ (0 oP 0Q oP
/D<6x a;;)dwdy‘/m(ax 6y>d“’dy+/pg(ax ay>dmd‘”’

i, aplicant el teorema de Green a cadascuna d’aquestes regions, deduim la igualtat:

/ (@_B_P>dxdy:/ Pda:+Qdy+/ Pdz + Qdy,
p\ 0z Oy o by

on C i C5 s6n les corbes que envolten Dy i D5, respectivament, recorregudes en sentit antihorari.
Observem que els segments verticals de C i C estan recorreguts en sentits oposats, segons
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es recorrin formant part de C; o de Cs, per la qual cosa les integrals corresponents a aquests
segments en la darrera igualtat es cancellen. Aixi, si C. i Cr sén les circumferencies de radis r
i R, r < R, que delimiten la corona, trobem que

p\dx Oy o O

on ara, Cr estd recorreguda en sentit antihorari, mentre que C, ho esta en sentit horari.

El fet de canviar el sentit de recorregut per a la circumferencia interna pot induir a confusié.
De fet, el sentit de recorregut de la vora d’un domini del pla esta determinat per la segiient
regla general: el sentit de recorregut de cadascuna de les corbes és tal que el parell de vectors
format pel vector normal sortint de la corona i el que déna el sentit de recorregut formen una
base directa. Més endavant, quan parlem del teorema de Stokes, tornarem a aquest punt.

Ara és senzill deduir com aplicar el teorema de Green a una regié com la de la figura 6.7. En

aquest cas sera:
- P
Z/ Pd:n—l—Qdy:/(a—Q—a—)dxdy,
im0 /CF p\0r 0y

on el signe + en cadascuna de les corbes indica que esta recorreguda en el sentit marcat a la
figura 6.7.

Figura 6.7: Orientacié d'una regié multiplement connexa

L’exemple segiient és una verificacié de la versié més general del teorema de Green que acabem
d’establir.

6.1.4 Exemple Sigui D la corona definida per 1 < 22 4+ y? < 4, i considerem el camp vectorial
F = (2%y,z). La vora de D esta formada per les circumferéncies centrades a I'origen de radis
11 2, que parametritzarem, d’acord amb el criteri de ’observaci6 6.1.3, per

o1(t) = (sint,cost),
o2(t) = (2cost,2sint),
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respectivament. Aixi, la integral de linia de F' al llarg de la vora de D es calcula de la forma:

2w
/ 2?ydr + zdy + / r ydr + xzdy / sin? t cos td(sin t) + sin td(cost)
o o 0
1 2 o
+ / (4cos?t - 2sintd(2cost)) + 2 costd(2sin t)
0

2w
= / (cos® tsin® t — sin® ¢ — 16 cos® t sin® t 4 4 cos” t)dt
0

2m
= / (3cos?t — 15 cos® tsin” t)dt
0

w/2
= 2-2/ (3cos®t — 15 cos® tsin” t)dt
0
31 33
157 3
= STy

D’altra banda, hem de calcular la integral a D de

0Q oP

A S

or Oy

Per fer-ho, usem coordenades polars:

2T 2
/ (1 —2¥)dxdy = / d0/ (1 — 7% cos® B)rdr
D 0 1

2

4
5y T 31
= ——9B(2. =
™= 7BG R
= 47r—47r—7r+17r
_ 3
o 4

Tal com era d’esperar, els dos calculs coincideixen.

Aplicacié: Area d’una regié plana com una integral curvilinia

Una primera aplicacié del teorema de Green és el calcul de ’area de regions planes mitjancant
una integral de linia al llarg de la seva vora: sigui D una regi6 elemental del pla que té per vora
una corba C'; aleshores, I'area de D esta donada per

2

A(D) == /c+ —ydx + zdy.
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En efecte, si apliquem el teorema de Green al camp vectorial (—y, ) en la regié D trobem la

férmula enunciada:
/ —ydz +zdy = / <% — M) dzxdy
c+ p \ Oz Y

= 2/ dzdy
D
2A(D

Posem dos exemples per ilustrar I'interés de la férmula obtinguda.

6.1.5 Exemples

1. Sabem que ’area tancada per ’ellipse definida per

2 2
x
S+m=1
a b
és igual a mab. Calculem aquesta area mitjancant la férmula anterior: hem de recérrer ’ellipse
en sentit antihorari, per la qual cosa la parametritzem segons: o(t) = (acost,bsint), amb

0 <t < 2x. Aixi, trobem que

A(D) %/C—yda? + zdy

1 2m
= 5/ —bsintd(acost) + acostd(bsint)
0
1 27
= 3 / (absin® t + abcos® t)dt
0
b 2m
2 Jo

2. Aquesta manera de calcular ’area d’una regié plana resulta imprescindible quan només
coneixem la corba que envolta la regié D per una parametritzacié: si o(t) = (z(t),y(t)), amb
a <t <b, aleshores la férmula anterior es transforma en

1
AD) = 5/—yda¢+a¢dy

1 b
= 5/ —yz'dt + xy'dt
a
1 b
= 5/ (xy' —ya')dt.
a

Per exemple, calculem I’area tancada per una volta de la cicloide i ’eix z, (vegeu la figura 6.8).

La corba que envolta D esta formada pel segment 0 < z < 27, y = 0, de ’eix z, recorregut en
sentit creixent, i I’arc de cicloide determinat per

o(t) = (t —sint, 1 — cost), 0<t<2m,
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Figura 6.8: Una volta de cicloide

que haurem de recérrer en sentit invers, des del punt (27, 0) fins al punt (0, 0).
Sobre el segment de l'eix z es té que
—ydx + xdy =0,

ja que y és constant i igual a zero. Aixi doncs, només caldrd integrar la forma diferencial
—ydx + zdy sobre 'arc de cicloide per tal de calcular ’area de D. Tenint present que o(t)
recorre la corba en el sentit contrari del que hem de calcular, en resulta:

1 27
AD) = —5/0 (vy' — ya')dt

1 2m

- _5/ ((t —sint)sint — (1 — cost)(1 — cost)) dt

0

1 27

= ——/ (tsint — 2 + 2cost)dt
2 Jo

1 x 1
= —= —tcost+sint—2t+2sint2 = ——(—4w) = 27.
2 0 2

Camps conservatius plans

Una altra aplicacié del teorema de Green és la caracteritzacié dels camps vectorials plans que
sén conservatius, és a dir, que provenen de potencial:

6.1.6 Teorema Sigui D una regid elemental del pla simplement connexa. Un camp vectorial
F = (P,Q) és conservatiu si i només si

0q _op

oxr Oy’

En efecte, sabem que la condici6é és necessaria. També és suficient: si es déna la condicié de
I’enunciat, la circulacié de F' per qualsevol corba tancada de D sera zero, com es dedueix per
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aplicacié de la féormula de Green. Perd aquesta és una condicié equivalent al fet que F' sigui
conservatiu. [ |

La hipotesi que D sigui un domini simplement connex (és a dir, sense forats) és fonamental,
com mostra ’exemple segiient.

6.1.7 Exemple Considerem el camp vectorial definit per

y T
F=(--%_ = ).
< w2+y2’w2+y2>

Aquest camp vectorial esta definit, i és derivable amb continuitat, a tots els punts del pla llevat
de Porigen. Aixi, el teorema de Green li és aplicable en tota regié que no encercli 'origen, pero
no el podem aplicar, per exemple, al disc unitat.

El camp F satisfa (alld on estd definit):
0@ _op _ 0 ( = \ 0 -y
or dy  Ox \a2+y? Oy \ 22 + y?
2 _ 2 2 _ 2

y-—x yo -z
(@2 +y%)?2 (22 +y?)?

De tota manera, el camp no és conservatiu en el disc unitat menys l'origen. En efecte, si ho fos,
la circulacié de F' al llarg de qualsevol corba tancada hauria de ser zero, mentre que el calcul
directe que segueix mostra que no és aixi: la integral de F' al llarg de la circumferéencia centrada
a ’origen i de radi 1, recorreguda en sentit antihorari, és

27T .
Y x sint cost .
— dz + dy = / - d(cost) + ———————d(sint
/C x? + y? z2 + 32 Y 0 cos?t + sin®t ( ) cos2t +sin®t (sin)
27
= / (sin? t 4 cos® t)dt
0
= 2w #0.

6.2 EIl teorema de Stokes. Camps conservatius

En aquest apartat establirem el teorema de Stokes, també conegut com a teorema del rota-
cional, que és un resultat que expressa la relacié entre les integrals de linia i les integrals de
superficie. El teorema de Stokes conté, com a cas particular, el teorema de Green que ja hem
establert. A més, del teorema de Stokes deduirem una interpretacié fisica del rotacional d’un
camp vectorial, independent del sistema de coordenades que emprem, i caracteritzarem (amb
les hipotesis adequades) els camps conservatius com aquells que sén irrotacionals.
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Comencarem reescrivint la férmula de Green, que a l’apartat anterior hem establert com la

igualtat
/ Pda:-{—Qdyz/ (8_Q_B_P> dxdy ,
c+ p\0z Oy

de manera que no faci referencia explicita a les coordenades cartesianes x,y: la integral de linia
de la forma diferencial Pdx + Qdy és la circulacié del camp vectorial F' = (P,@Q,0) al llarg de
la corba C'. D’altra banda, el rotacional d’aquest camp és igual a

i j k

o o 0 0Q OP
rot F' = % a—y & —(0,0,%—8—&’),

P Q 0

i, per tant,
0Q OP
== F k
oz oy <rotF k >,

essent k = (0,0, 1) el vector normal al pla z = 0. Aixi, podem expressar la férmula de Green
de la forma

/ <F,T>d€:/<rotF,k>dS.
ct D

Podria semblar que en aquesta expressié queda encara una remora de les coordenades cartesia-
nes, ja que el signe + de C* indica que recorrem la corba en sentit antihorari, és a dir, de 1’eix
z a l'eix y. Observem que podem descriure aquest sentit de gir directament a partir del vector
normal al pla escollit, k. En efecte, el sentit antihorari és aquell que fa que, caminant sobre 0D
en la posici6 de k, la regié D quedi a I’esquerra, (vegeu la figura 6.9).

z

T /
Figura 6.9: Sentit antihorari de recorregut

El teorema de Stokes estableix la validesa d’una férmula com l’anterior sobre superficies no
necessariament planes limitades per una corba simple. Abans d’enunciar-lo, analitzem amb
una mica més de detall com sén aquestes superficies i com s’orienten les corbes que les limiten.

Superficies amb vora

La idea intuitiva de que és una superficie limitada per una corba és clara. Per exemple, un
disc esta limitat per una circumferéncia, com també ho estd un casquet esferic obtingut pel
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tall d’una esfera amb un pla, i la superficie del paraboloide z = 2 + y2, amb z + y < 2, esta
limitada per una ellipse (vegeu la figura ?7).

En lloc de donar una definicié general i abstracta de superficie amb vora, ens limitarem a
considerar dues situacions en les quals es presenten aquestes superficies, i que sén suficients per
a les necessitats d’aquest llibre.

1. Superficies amb vora paramétriques. Donada una parametritzacié d’una superficie, ¢ : U —
S CR%, on U és un obert del pla, la imatge d’una regié elemental D C U per ¢, ¢(D), és una
superficie amb vora, limitada per la corba ¢(0D).

Per exemple, si parametritzem el paraboloide z = 22 + y? segons
o(u,v) = (ucosv,usinv,u?), 0<u<oo, 0<v<2r,

i prenem D = {(u,v)/1 < u < 2,7/2 < v < 7}, aleshores ¢(D) és la regié del paraboloide
compresa entre els meridians u = 1,2, i els parallels v = 7/2, 7, (vegeu la figura 6.10).

Figura 6.10: Regié elemental d'un paraboloide

2. Superficies amb vora definides implicitament. Sigui ara S una superficie definida implicitament
per una equacio,

flz,y,2) =0,

i sigui g(z,y, z) una funcié. Aleshores, el sistema
flz,y,2) = 0,
g(@,y,z) < 0,

defineix una superficie amb vora sempre que les equacions
flz,y,2) = 0,
g(z,y,z) = 0,

defineixin una corba (recordem que, per tal que aix0 passi, és suficient que Vf A Vg # 0, en els
punts solucié del sistema), que és la corba que limita la superficie.

Per exemple, el sistema

x2+y2+z2 = 1,
r <y,
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defineix un casquet esferic, limitat per la corba 22 + 32> + 22 =1,z = y.

Orientacié de la vora

Sigui S una superficie limitada per una corba C. Suposem que S estd orientada per un camp
normal N. Anomenarem orientacid compatible de C amb N, i la notarem C7T, aquella que
correspon a recérrer C' de manera que, situant-nos segons el vector normal N sobre C, la
superficie S queda a l'esquerra. Equivalentment, el sentit de recorregut esta determinat per N
i la regla de la mé dreta (vegeu la figura 6.11).

NN
N A\
Figura 6.11: Orientacié de la vora

6.2.1 Exemples

1. Sigui S el casquet esferic definit per 22 + y? + 22 = 1i z > 0, orientat pel camp normal
exterior, és a dir, per N = (z,y,2). Aleshores, el sentit de recorregut de la circumferéncia
22+ 9?4+ 22 =1, 2 =0, és el sentit “antihorari”, (vegeu la figura 6.12).

N

G

Figura 6.12: Diferents orientacions d'un casquet esféeric

Observem que si prenem com a camp normal el camp (—z, —y, —z), que és el camp que assenyala
cap a l'interior de ’esfera, aleshores el sentit de recorregut de C' compatible amb aquesta eleccié
és el sentit “horari”.
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2. En general, si la superficie S esta definida per

flz,y,2) = 0,
g(z,y,z) < 0,
i orientada pel camp normal N = V f, aleshores I'orientacié compatible de la vora C = 9D esta

determinada pel camp tangent
VfAVg.

Comprovem-ho en I’exemple anterior: en aquest cas f(z,y,z) = 22 +y>+22 -1, g(z,y,2) = —2,
i la superficie esta orientada pel camp N = %V f- Aixi, el camp vectorial

vf X Vg = Q(CU:yaZ) X (0507_1) = 2(_y,$,0),

ha de donar ’orientacié correcta de C', com ho és en efecte ja que en resulta el sentit antihorari
de recorregut, (vegeu la figura 6.12).

Estem ara en condicions d’enunciar el teorema principal d’aquesta seccié. En tot el que segueix
suposarem que els camps vectorials que apareixen sén derivables amb continuitat.

6.2.2 Teorema de Stokes Sigui S una superficie amb vora i C = 9S la corba que la limita.
Suposem que S esta orientada pel camp normal N i sigui F un camp vectorial definit a S.
Aleshores,

/<rotF,N>dS: < F, T >de,
s c+

on CT indica que orientem la corba C de manera compatible amb N.

Demostracié. Provarem el resultat en un cas particular, el que correspon a una superficie S
definida pel grafic d’una funcid, z = f(x,y), sobre una regié elemental del pla, D. El camp
normal amb el qual orientem S sera:

(_Zma_zyal)
\J1+22+ 22

on, com és habitual, els subindexs indiquen derivades parcials respecte de les variables corres-
ponents.

N =

Si F = (P,Q, R), la circulaci6 de F per C és la integral de la forma diferencial Pdx+ Qdy+ Rdz.
Pero, en els punts de C es té que z = f(z,y), per la qual cosa podem aplicar la regla de la
cadena per escriure

dz = zpdx + zydy .

Aixi, la circulaci6 de F' és igual a la integral

/ (P + Rzp)dz + (Q + Rzy)dy,
c
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i, aplicant el teorema de Green a la regié D, podem calcular aquesta integral de la forma
segilient:

0 0
/C(P + Rzp)dz + (Q+ Rzy)dy = /D {%(Q + Rzy) — B_y(P + Rzm)} dxdy

0Q 0Q OR oP 0P OR

LG -5 e (F -5 mae (32 5 ) e

que és, precisament, el flux per S de rot F', és a dir, la integral

Zy — Rzzy} dxdy

/ <rot F,N >dS.
s

El cas general pot reduir-se al cas que hem provat si es pot descompondre S en una unié
finita de regions, cadascuna de les quals és el grafic d’una funcié, cosa que podrem fer en els
diferents exemples que apareguin al llarg del text, i per aixo no detallarem la demostracié del
cas general. [ ]

6.2.3 Exemples

1. En aquest exemple anem a comprovar que se satisfa el teorema de Stokes en la situacid
segiient: considerem la superficie 22 + y? + 22 = 1, y < 0, orientada pel camp normal (z,y, 2),
i F el camp vectorial (z,2y,z22). S és un casquet esferic i lorientacié que indueix el vector
normal sobre la circumferencia y = 0 de 'esfera correspon al sentit antihorari del pla z, z.

El rotacional de F' és el camp vectorial

rot F' =

0

Qo

b
= (07 _Z270) )
2

“ gl
<
V]

iel seu flux per S és la integral

/ <rot F,N > dS / < (0,-2%0), (z,y,2) > dS
s s

—/yz2d5.
s

Si utilitzem ara coordenades esferiques, aquesta integral és igual a

2 w/2
—/ du/ sin? v sin u cos? vdv
™ —m/2

9 w/2

™ .

= —cosu|7r 2/ sin? v cos? vdv
0
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Calculem ara la circulacié de F' al llarg de la corba C. El recorregut de la circumferencia
2% 4+ 22 = 1, y = 0, compatible amb N és el donat per la parametritzacié

o(t) = (cost,0,sint), 0<t<2m.

Aixi, la circulacié és:
2w
/ <FT>dl = / < (cost,0,costsin® t), (—sint,0,cost) > dt
ct 0

2T
= / (—costsint + cos® tsin” t)dt
0

2
cos?t

2

27T
+ 2 / cos? tsin® tdt
0

0
T

1

2. En la secci6 anterior hem vist que el teorema de Green s’aplica a regions limitades per més

d’una corba simple. Analogament, el teorema de Stokes s’aplica també a superficies limitades
per més d’una corba. La férmula corresponent s’escriu

/<rotF,N>dS: 2/ <FT>dl,
s ccas’CTt

on la suma s’estén a totes les corbes C' que limiten S, orientades compatiblement amb Ila
superficie S.

Per exemple, considerem la superficie cilindrica definida per
4y =1, 0<2<1,
que esta limitada per les circumferencies
Co: 2?4yt =1, z=0,
Cy: 4y’ =1, z=1
Orientem S pel camp normal exterior (z,y,0). Aleshores, per a tot camp vectorial F' definit a
S, el teorema de Stokes generalitzat a aquesta situacié estableix la igualtat
/ <rotF,N>dS:/ <F,T>d£+/ <FT>dl,
s oF of
on les orientacions compatibles de Cy i C sén les indicades a la figura 6.13.

Per exemple, si F' = (—zy, zz, ), aleshores rot F' = (z,y,2z). Aixi, el flux de rot F' pel cilindre
S és:

/<I‘OtF,N>dS /<(—ay,—y,2z),(a?,y,0)>d5
S S

—/(m2+y2)dS:—/dS:—27r.
S S
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(&

Co

Figura 6.13: Orientacié de les vores d'un cilindre

Integrem ara el camp F' sobre cadascuna de les circumferencies Cy i C utilitzant les parame-

tritzacions
Co: oo(t) = (cost,sint,0), 0<t<2r,
Cy: o1(t) = (—cost,sint, 1), 0<t<2m,

que s6n compatibles amb les orientacions induides per S. La circulacié al llarg de Cy és

27
/ <F,T>d€:/ < (0,0,0),(—sint,cost,0) > dt =0,
Co 0

i la circulacié al llarg de C} és:

27
/ <FET>dl / < (—sint,— cost, 1), (sint,cost,0) > dt
1 0

2m
= / (—sin?t — cos® t)dt = —2r.
0

Per tant,

/ <F,T0>d£+/ <FT, >dl=0-2r =27,
Cg Cl

i, en definitiva, hem comprovat en aquest exemple que la suma de les circulacions de F' al llarg
de totes les corbes que limiten la superficie és igual al flux de rot F' per S.

Interpretacié fisica del rotacional
El teorema de Stokes permet donar una interpretacié del rotacional d’un camp vectorial de la
qual es deriva gran part del seu interes en les aplicacions.

Sigui F' un camp vectorial definit en un entorn d’un punt p i rot F' el camp rotacional associat.
Sigui NV un vector unitari en p i considerem D un disc centrat en p que esta sobre el pla ortogonal
a N, (vegeu la figura 6.14).

Pel teorema de Stokes, el flux de rot F' per D és igual a la circulacié de F' al llarg de la
circumferencia C' = 0D. D’altra banda, pel teorema del valor mig (vegeu el capitol 1), hi ha
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X

Figura 6.14: Disc ortogonal al vector NV

un punt ¢ € D tal que el flux de rot F' és igual a
<rotF(q),N > A(D),

on A(D) és 'area de D. Aixi, es té que
<rotF(q),N > A(D) = / < F,T >d¢,
c

i, per tant, que
1
<rotF(q),N >= —/ < F,T>dl.
AD) Je

Si fem ara tendir a zero el radi del disc D, el punt ¢ tendira a p i, per tant, trobem:

6.2.4 Proposicio Amb les notacions anteriors, se satisfa que

/ <FT>dl
F(p),N >= lim ¢ ————
<rotF(p), N >= Mm-S

Es a dir, la component de rot F' en la direccic N és igual a la circulacio de F per unitat d’area
en p, en una superficie ortogonal a N .

Observem que en el raonament anterior, el fet que D sigui un disc, no és essencial i que, per
tant, podem prendre com a D qualsevol regié simplement connexa que envolti p i sigui ortogonal
aN.

Per interpretar fisicament la férmula que hem obtingut, suposem que F' és el camp de velocitats
d’un fluid. Aleshores, < rot F, N > expressa la turbuléncia de F en la direccié N. En efecte,
suposem, per simplificar, que F = (P, Q,0) és un camp pla, de manera que
0Q 0P
rot F' = (0,0, — — —
( ) ) aw ay )7

i prenem N = k. Colloquem una petita circumferencia C' en un punt del fluid i analitzem com
es desplaca al llarg de la linia de corrent, (vegeu la figura 6.15).
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Figura 6.15: Interpretacié del rotacional

Si F' té component tangencial no nulla, és a dir, la circulacié de F' per C és diferent de zero,
aleshores de 6.2.4 se segueix que < rot F;, N ># 0. Es a dir, si al desplagar-nos per una linia
de corrent el camp de velocitats F' fa girar la corba C, i provoca una turbuléncia, aleshores
rot F' # 0.

La direccio
rot F'

|| rot F ||

és la direccié en la qual la turbuléncia és maxima. A aquest vector se I’anomena el vector
vorticitat de F'.
6.2.5 Exemples

1. Es important assenyalar que la turbuléencia a la qual ens referim al considerar el rotacional
d’un camp vectorial és infinitesimal. Es a dir, el rotacional d’'un camp mesura la rotacié
infinitesimal a I’entorn d’un punt. Els dos exemples segiients precisen aquest comentari.

Considerem els camps vectorials plans

—y T
F= 9 ) G = 5, 9% o5 , 9/
( y'rI‘.) (CUQ-FZ/Q .’L'2+y2)

el segon dels quals no esta definit a 'origen. Ambdds camps vectorials tenen linies de flux
formades per circumferéncies centrades a l'origen, (vegeu la figura 6.16).

Es a dir, en ambdds casos les trajectories giren al voltant de l'origen. Ara bé, es té que
rot FF = (0,0,2), i rotG =(0,0,0),

és a dir, mentre que F' és un camp amb turbuléncia, no ho és G. Aquesta turbuléncia es pot
illustrar collocant una petita turbina en un punt del pla, (vegeu la figura 6.17). Seguint les
linies de flux de F' la turbina girara sobre si mateixa (hi ha turbuléncia), mentre que no ho fara
sota 'accié de G.

2. Observem que la férmula de la proposicié anterior expressa rot F', en la direccié N, com a
limit d’un quocient en el qual no hi ha cap tipus de coordenades prefixat. De fet, es pot usar
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%
%
<—]

1

111 — [14

—>
—>
—
F

Figura 6.16: Camps amb rotacional nul i no nul

aquesta interpretacié del rotacional per calcular rot F' en sistemes de coordenades diferents al
de les coordenades cartesianes. Aixo ho farem a la secci6 6.4.

Avancant-nos a 6.4, comprovem com es pot deduir la férmula amb que hem definit rot F' a
partir de 6.2.4. Calcularem la tercera component de rot F, les altres dues es calculen de forma
similar.

Figura 6.17: Turbina per detectar el rotacional

Prenem N = (0,0,1) i D un rectangle ortogonal a aquest vector centrat en un punt p i de
costats Az, Ay, (vegeu la figura 6.18).

La vora de D estd formada per quatre segments, ab, be, cd, ad, per la qual cosa la circulacié d’un
camp vectorial F' = (P, @, R) al llarg d’aquesta vora és igual a

/7<F,T>d£+/7<F,T>d£+/7<F,T>d£+/ < FT>dl.

ab be cd ad

Podem calcular, de forma aproximada, cadascuna d’aquestes integrals usant el teorema del valor
mig: en efecte, si p = (z,y, 2), el segment ab és el segment donat per

A A A
U(t):($+7$7y+taz)7 _TyStSTya
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k
d W\Ay ¢

p‘ Azr

Figura 6.18: Rectangle ortogonal a k

i, per tant,

Ay/? Ax
/)<ET>M / Qz + ==,y +t,2)dt
ab —Ay/2 2

A
= Qe+ 5y +t0,2)Ay

oQ

—— Az)Ay.
+3 o (z,y + to, 2)Az)Ay
En la darrera igualtat hem utilitzat el teorema del valor mig del calcul diferencial.

= (Qx,y +to,2)

Raonant analogament amb els altres segments que formen la vora de D trobariem les igualtats
segilients:

10P
.é<RT>M__—@+5%AwMg
100Q
FT - —0-=-ZLana
/R< T > dl (Q 3 Oz gn) v,
10P
/%<F,T>d£ = (P—§—ayAy)Aa?,

on cadascuna de les funcions que apareixen estan avaluades en un punt indeterminat del segment
corresponent. Sumant ara la contribucié dels quatre segments del perimetre de D en resulta

/ <F,T>dl = 8_@_8_P AzAy.
oD Oz Oy

Aixi, la tercera component de rot F' en p és igual a

/ <FT>dl
li oD
A(D) S50 A(D)

<% — 6—P> AzAy
= lim Oz Oy
Az,Ay—0 ACUAy
0Q 0P
dr By’

<rot k> =
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on aquestes derivades estan avaluades a p.

Camps conservatius

Una de les aplicacions més importants del teorema de Stokes és la caracteritzacié dels camps
conservatius com aquells camps vectorials que son irrotacionals, sempre que se satisfacin certes
condicions sobre la geometria de les regions on estan definits.

Sigui U C R? un obert de I’espai. Direm que U és simplement connez si tota corba tancada C
de U és la vora d’una superficie S C U, tota inclosa també a U. Per exemple, una bola, un cub
de R?, o tot ’espai, sén oberts simplement connexos, com també ho sén els conjunts obtinguts
a partir d’aquests traient un nombre finit de punts. Podem ara enunciar la caracteritzacié dels
camps conservatius que busquem.

6.2.6 Teorema Sigui F un camp vectorial definit a un obert U C R® que és simplement connex.
Aleshores F' és conservatiu a U si i només sirot FF =0 a U.

Demostracié. Si F és conservatiu, aleshores F' prové de potencial, FF = Vf, i, per tant,
rot F =rot Vf =0.

Reciprocament, suposem que rot F' = 0 i provem que F' és un camp conservatiu, és a dir, que la
circulacié de F per tota trajectoria tancada de U és zero. Com que U és simplement connex,
si C' és una corba tancada de U, hi ha una superficie S C U tal que C és la seva vora. Aixi,
pel teorema de Stokes i la hipotesi efectuada sobre F', rot F' = 0, resulta que

/<F,T>d£:/<rotF,N>dS:0,
c S

com voliem provar. [ |

Aquest resultat completa la caracteritzacié dels camps conservatius iniciada a 5.5.8. En defini-
tiva, resumint 5.5.8 i 6.2.6, s’obté la caracteritzacié segiient:

6.2.7 Teorema Sigui U un domini obert simplement connex de R® i F' un camp vectorial definit
a U. Son equivalents:

1. F és conservatiu.
2. La circulacié de F' per una corba tancada qualsevol de U és zero.
3. F prové de potencial, F =V f.

4. rot F = 0. [ |
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6.2.8 Exemples

1. El camp vectorial F' = (22,2yz,y?) és conservatiu a R® ja que

1
0
rot F=| —

;
22 2yz

o

Una funcié potencial estd donada per

f(z,y,2)

z y z
/P(t,0,0)dt+/ Q(m,t,())dt-l-/ Riz,y,t)dt
0 0 0

T Y z
= /t2dt—/ 2ztdt+0+/ y2dt
0 0 0

3
z 2
= - +y=z
3 Y

2. El camp vectorial

F= (—%,%,@ )
vty vty
esta definit a tot I'espai llevat de leix z, és a dir, a R® — {(x,y,2)/z = y = 0}. Aquesta regi6
no és simplement connexa ja que, per exemple, no pot contenir cap superficie limitada per la
circumferencia 22 4+ y? = 1,z = 0. Aixi, tot i que F és un camp irrotacional, rot F = 0, no
podem aplicar el resultat anterior i deduir que F' és conservatiu a U. De fet, F' no és conservatiu
en aquest obert: en efecte, si calculem la circulacié de F per la circumferencia

o(t) = (cost,sint,0), 0<t< 2m,

trobem:

27
/ < FT>dl / < (—sint,cost,0), (—sint,cost,0) > dt
s 0

27
/ dt = 2m,
0

que és diferent de zero, per la qual cosa F' no és conservatiu, 6.2.7.

3. Considerem ara el camp vectorial

x
G = 77 L) 0 )
1'2 + y2 1'2 + y2
que esta definit en el mateix recinte que el camp vectorial anterior, és a dir, a tot arreu llevat

de l'eix z. Es comprova facilment que rot G = 0 i es planteja, com abans, la qlestié de si G és
0 no és conservatiu.

Integrant G al llarg de la circumferencia o trobem que

27
/ <G,T>dl= / < (cost,sint,0), (—sint,cost,0) > dt =0,
o 0
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cosa que és compatible amb que G sigui conservatiu, pero ho és realment? El teorema de Stokes
ens permet completar el raonament de la forma segiient: sigui v una altra trajectoria tancada
de U. Si 7 no envolta ’eix z, aleshores sera la vora d’una superficie S C U i, per aplicacié del
teorema de Stokes, la circulacié de G al llarg de 7y sera zero. Si, en canvi, v envolta una vegada
Peix z, podem considerar una superficie cilindrica S que connecti o amb 7, (vegeu la figura
6.19), i aplicant el teorema de Stokes a aquesta superficie es té que

/<G,T>d€—/<G,T>d€:/<rotG,N>dS:0,
o 0% S

Figura 6.19: Connexié de o i 7 a través d'un cilindre

és a dir, que la circulacié de G per 7y és la mateixa que la circulacié per o, que és zero.

En definitiva, la circulacié de G per qualsevol corba tancada de U és zero i, per tant, G és un
camp conservatiu a U. De fet, és immediat comprovar que G és el gradient de la funcié

9(z,y,2) = In(z* +y?),

definida a U.

6.2.9 Observaciéo A l'exemple 2 hem vist un camp vectorial que no és conservatiu a U, tot i
que és irrotacional. Si W és una subregi6é simplement connexa de U, per exemple, si W és el
semiespai y > 0, aleshores com que rot F' =0 a W, i d’acord amb el teorema 6.2.7, el camp F
és conservatiu a W, és a dir, hi ha una funcié f definida en aquesta regié W tal que F = Vf.
De fet, per a y > 0 es té que

F = Varctg E,
Y

on arctg és una determinacié de I'arctangent entre 0 i . Observeu, pero, que aquesta funcié
no esta ben definida a tot I'obert U i que, per tant, la igualtat anterior no és certa a tot U.
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6.3 El teorema de la divergéencia de Gauss. Camps
solenoidals

En aquesta seccidé presentem el darrer dels teoremes integrals del calcul vectorial, 'anomenat
teorema de Gauss, de Gauss-Ostrogradsky o de la divergencia, que relaciona una integral de
volum amb una integral de superficie.

6.3.1 Teorema de la divergéncia Sigui W wuna regid elemental de ’espai i S = OW la su-
perficie tancada que Uenvolta. Sigui F' un camp vectorial definit a W. Aleshores,

/didea:dydz:/ < F,N >dS,
w S+

on S esta orientada pel camp normal sortint.

Demostracio. Com hem fet en els altres teoremes integrals, demostrarem el teorema en una
situacié particular, que ilustra suficientment els elements que intervenen en la seva prova.
Notem F' = (P,Q, R). El resultat és cert si ho és cadascuna de les tres igualtats seglients:

a—Pdmdydz = / < Pi,N >dS,
w Oz S
/ @dxdydz = / < Qj,N >dS,
w 0y s

/@dxdydz = /<Rk,N>dS.
w 0z s

Suposem que W admet una presentacié de la forma,

W: (x,y) €D, ¢(x,y) <z<¢(z,y),

on D C R? és una regi6 elemental del pla i ¢ i 1 sén dues funcions definides a D, (vegeu la
figura 6.20). Provem, en aquesta situacid, la tercera de les igualtats anteriors.

z

Figura 6.20: Una regi6 de la demostracié del teorema de Gauss
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La superficie que envolta W és un cilindre sobre D que esta format per les tres superficies
segiients: S, la cara inferior, d’equaci6 z = p(z,y); Ss, la cara superior, d’equacié z = ¥ (=, y);
i la superficie cilindrica lateral Ss.

Pel teorema, de Fubini es té que

OR
| Gpdadydz = [ (R, 0(0.0)) ~ Bley.ole,)dsdy
w 0% D
D’altra banda, els camps normals exteriors a S; i Sz sén, respectivament,

Nw = _(_Qﬁza_@yyl),
N¢ = (_¢x:_¢ya1):

mentre que el vector normal a S3 és parallel al pla z,y i, per tant, ortogonal a k. Aixi, es té
que

/ < Rk,N >dS = /<Rk,N>dS+/ < Rk,N > dS
151%%4 S1 Sa

+

/ < Rk,N > dS
S3

—/Ruww@wmmw+/R@%¢wwmm%
D D

que coincideix amb el calcul anterior.

Les altres dues férmules es raonen de forma similar per a regions compreses entre grafics de
funcions de y, z i de x, z, respectivament. Aquests casos sén suficients ja que, en els exemples
que trobarem a la practica, sempre és possible subdividir una regié en un nombre finit de
subregions en les quals podem aplicar el raonament anterior. [ |

6.3.2 Exemples

1. Comprovem el teorema de la divergencia en un exemple. Sigui W la bola de radi R centrada
a Porigen i S lesfera del mateix radi. Prenem F = (z, —y, z). Aleshores podem calcular el flux
sortint de F' a través de S utilitzant coordenades esferiques:

1
/<F,N>d5 = /<(a¢,—y,z),—(m,y,z)>d$
s s R

= %/(m2—y2+22)d5
s

1 2
= — dS
R/SZ
1 27 w/2 AT R3
= —/ du/ R cosvsin® vdv = il .
R 0 —m/2 3

D’altra banda, integrant la divergencia de F' sobre W trobem el mateix valor:

4
/ div Fdzdydz = / dzdydz = vol(W) = —7R?.
w w 3
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2. Calcul d’un flux per una superficie oberta. De vegades és convenient utilitzar el teorema de
Gauss per calcular integrals de camps vectorials sobre superficies obertes. Ilustrem-ho amb
un exemple: ens proposem calcular el flux sortint del camp F' = (x,0, 2%) a través del cilindre
22 +y?>=1,0< z <1, que denotarem per S.

La superficie cilindrica S que estem considerant no tanca cap volum, pero si afegim les tapes
So, (el disc 2 =0, 22 +y? < 1)1 Sy, (el disc z = 1, 2% +y? < 1), aleshores la superficie formada
per S, Sp i Sy tanca el volum W definit per

?4+y2<1, 0<z<1.

Denotem per N, Ny i N; els vectors normals a S, Sy i Sy, respectivament. El teorema de la
divergencia déna la igualtat

/ didea:dydz:/<F,N>dS+/ <F,N0>dS+/ < F,N, > dS,
w S So S1

i, per tant, el flux que hem de calcular és:

/<F,N>d5:/ didea:dydz—/ < F,Ny > dS — < F,N; >dS.
S w So S1

Calculem cadascuna d’aquestes integrals per separat. El terme subintegral de la integral de
volum és div F' = 1 4 2z i, per tant, calculant amb coordenades cilindriques trobem:

27 1 1
/ div Fdzdydz = / (1 + 22)dzdydz = / d9/ rdr/ (14+22)dz=n+7=2m.
w w 0 0 0

El vector normal exterior a Sp és el vector Ny = (0,0, —1) i, per tant,

/ <F,N0>dS:—/ 2%dS =0,
SO SO

ja que z =0 a Sp. Finalment, el flux sortint per S; és:
/ <F,N1>dS:+/ 22dS =,
S1 Sl

jaque z =1 a S;. En definitiva, el flux per S és igual a 2r — 0 — 7 = 7.

Observem que aquest valor coincideix, logicament, amb el que resulta del calcul directe del flux
de F per S: parametritzem S segons p(6,u) = (cosf,sin6,u), i en resulta:

27 1
/<F,N>dS:/:U2dS:/ cos20d0/ du =T.
S S 0 0

3. El teorema de la divergencia s’aplica, també, a volums limitats per més d’una superficie,
com per exemple una corona esferica, a? < z2 + y? + 22 < b>.

En aquest cas, si denotem per S, i Sy les esferes de radis a i b, respectivament, i per N,, N els
vectors normals sortint de W, el teorema estableix la igualtat

/dide:Udydz:/ <F,Na>d5+/ < F,Ny > dS.
w Sa Sy
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Observem que N, assenyala cap al centre de ’esfera S,.

4. Les superficies que envolten el volum W al qual apliquem el teorema de la divergéncia poden
estar formades per diverses superficies articulades al llarg de diferents corbes, com ha estat el
cas de ’exemple 2. Hi ha situacions que apareixen a la practica i que no estan cobertes per
aquests casos, com per exemple, el volum limitat per la superficie d’un con, que és una superficie
singular, ja que en el vertex no hi ha definit ’espai tangent. Ens limitarem a assenyalar que el
teorema de la divergencia s’aplica, també, en aquesta situacié. Comprovem-ho en un exemple:
considerem el volum conic donat per

P +y? <zt 0<2<1,

i el camp vectorial F' = (z,yz, z). La divergencia de F és 2 + z, per la qual cosa, calculant amb
coordenades cilindriques, la integral de volum és:

2m
/(2+z)dmdydz = / d9/ rdr/ 2+ 2)d
w
= 27r/ {22-{- ]
1

52 1
= or(SZ_ =
(43 8)
_u
= 1271'

La superficie que envolta W estd formada pel disc S’ d’equacions z = 1, 22 + y2 < 1, i per
la, superficie conica S, d’equacions z2 + % = 22, 0 < z < 1, amb camps normals exteriors
=(0,0,1)i N = (z,y, —z), respectivament. Si parametritzem S per

o(u,v) = (ucosv,usinv,u), 0<u<l, 0<v<2m,

de manera que
Yu A py = (—ucosv, —usinwv,u),

i tenim present que aquest camp normal és entrant al con, el flux sortint de F' és:

/ <F,N'>dS+/<F,N>dS /zdS /<Fgou/\g0v>dudv
' s

2m
/dS / dv/ —u? cos® v — u® sin® u + u?)dudv

1 1
= 71'—/0 (—§COS2U—ZSIH v+3)d
= 7r+ﬁ7r—§7r
on
BRTH
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Volum d’una regié com una integral de superficie

De forma analoga a com el teorema de Green ens ha permes expressar ’area d’una regié del
pla a través d’una integral de linia, el teorema de Gauss permet expressar el volum d’una regié
acotada a través d’un flux. En efecte, si W és una regié de I’espai limitada per una superficie
S, el seu volum és

vol(W) = %/ < (x,y,2), N >dS.
s

En efecte, aix0 és conseqiiencia immediata del teorema de la divergencia:
/ <(z,y,z),N >dS = / div (z,y, z)dzdydz
s w

= 3/ dxdydz = 3vol(W).
w

Interpretacié fisica de la divergéncia

El teorema de Gauss permet donar una interpretacié fisica de la divergencia d’un camp vectorial
que resulta de gran interés: sigui F un camp vectorial definit en un obert U C R® i p € U, un
punt d’aquest obert. Notem B.(p) la bola de radi £ centrada a p, que per a £ prou petit esta
inclosa a U, i sigui S. = 0B:(p) 'esfera que 'envolta.

6.3.3 Proposicio Amb les notacions anteriors se satisfa que

/ < F,N >dS
iv 7 = lim 25
v E = =By

on N és el vector normal exterior a S..

Es a dir, la divergéncia de F en p és igual al flux sortint de F' en p per unitat de volum.

Aquesta expressio de la divergencia és conseqiiencia del teorema de la divergencia de Gauss i
del teorema del valor mig integral. En efecte, pel teorema de Gauss es té que

/ didea?dydz:/ <F,N>dS,
B (P) Se

mentre que, pel teorema del valor mig, hi ha un punt ¢ € B.(p) tal que
/ div Fdzdydz = div F(q)vol(B:(p)) .
B.(p)
Aixi, es té que
/ div Fdxdydz
B:(p)

div F(q) = vol(B.(p))
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Quan ¢ tendeix a zero, el punt ¢ tendira necessariament a p, i, com que suposem que div F' és
continua, trobem la igualtat de ’enunciat. ]

Hem establert la férmula anterior envoltant el punt p per una petita bola de radi €. Es clar que
podriem haver utilitzat una altra mena de volums, com per exemple un cub de costat ¢ centrat
a p, o, fins i tot, altres volums més irregulars.

Observem que segons 6.3.3 el signe de la divergéncia d’'un camp F' en un punt p és el mateix
que el del flux sortint a través d’una petita superficie que envolti p. Si div F'(p) > 0, aleshores
el flux sortint és positiu, mentre que si div F/(p) < 0, aleshores el flux sortint és negatiu, és a
dir, és positiu el flux entrant. Es per aix0 que en el primer cas, div F/(p) > 0, es diu que p és
una font del camp F', i en el segon, div F((p) < 0, es diu que p és un pou del camp vectorial
F. A la figura 6.21 veiem una representacié dels camps plans F' = (z,y) i G = (—z, —y), que
presenten una font i un pou a l’origen, respectivament.

NS Ny
7N /N

Figura 6.21: Els camps F' i G

Els termes font i pou descriuen molt graficament la situacié que es té per als camps F i G
anteriors. No sempre és tan evident la presencia de fonts i pous. Considerem, per exemple, el
camp vectorial pla

F= Z J
\/xz +y2, \/xz +y2 )
Aquest és un camp unitari definit a R? —0, les linies de corrent del qual sén hipérboles zy = cnt,
(en efecte, observeu que si o(t) = (01(t),02(t)) és una linia de flux, aleshores

(zy) = (o1(t)o2(t)) = o105+ 0109

—02 o1
= 01 + 0o =0

2
2 2 2 2
Vo1 + 05 Vo1 + 05

és a dir, que se satisfa que o109 = cnt).

Un senzill calcul mostra que es té

gvr=0 (= Y o( v |_ v-o
o\ ry) w\Very) @+
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Aixi, div F' és positiva per als punts amb |y| > |z| i negativa per als que |y| < |z|. Es a dir, F
té fonts en tots els punts en els quals |y| > || i pous en tots els punts en els quals |y| < |z|.

6.3.4 Exemple Analogament a com succeia amb la interpretacio fisica del rotacional, un avan-
tatge important de D'expressié de la divergencia que hem trobat respecte de la definicié que
haviem donat en el capitol anterior, és que la nova férmula expressa la divergencia com un
quocient d’un flux per un volum, sense fer referéncia explicita a un sistema de coordenades
determinat. Aix0 ens permetra, en la propera seccid, trobar la divergencia d’un camp vectorial
en coordenades cilindriques i esferiques.

Com a mostra immediata de l'interes d’aquesta observacié, anem a veure com 6.3.3 permet
recuperar la definicié de la divergéncia en termes de les coordenades cartesianes.

Donat un camp vectorial F' definit a p = (z,y, z), prenem un petit cub centrat a p de costats
Az, Ay, Az, (vegeu la figura 6.22).

Figura 6.22: Un cub al voltant de p

Si emprem el teorema del valor mig, el flux de F per les cares © + Az/2 i x — Ax/2 és,
aproximadament, igual a

A A
P('T + Twayaz)AyAz - P('T - Tw,y,Z)AyAZ,

i, per tant, la primera component de F', Pi, té divergencia:

/<F,N>dS
>

Az, Ay,Az—0  AzAyAz
Pz + %,y,z)AyAz — P(z — %,y,z)AyAz

divF =

= li
Am,AfiHo AxAyAz
— lim P(a?-l-%,y,z)—P(a?—%,y,z)
Az—0 Ax
oP
i D20, 0P 9P
T A0 Az Az—o0dr Oz
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Raonant de forma similar amb les altres dues components, recuperem la férmula amb la qual
hem definit la divergencia,

. oP 0@ OR

Camps solenoidals

Si F' és un camp vectorial tal que hi ha un altre camp, G, amb F = rot G es diu que F prové
de potencial vector. En aquest cas, es té que

divF =divrotG =0.

Es a dir, un camp vectorial que admet un potencial vector té divergencia nulla. El teorema de
la divergencia ens permetra ara establir condicions suficients per tal que sigui cert el reciproc,
i respondre aix{ a la pregunta: donat un camp vectorial F' tal que div F' = 0, admet potencial
vector?

Direm que F' és un camp solenoidal a U C R® si divF = 0 en tots els punts de U. El terme
solenoidal deriva de la paraula grega cwAnv, (tub), i s’aplica a aquesta situacié perque aquests
camps satisfan el que s’anomena la llei de conservacio de la intensitat d’un tub, que tot seguit
deduim.

Considerem un tub d’un camp solenoidal F' format per dues seccions arbitraries, Sy i Sa, entre
les linies de corrent de F', (vegeu la figura 6.23).

S,

S

Figura 6.23: Tub de linies de flux

Com que F és solenoidal resulta, del teorema de Gauss, que el flux sortint d’aquest tub de F
és nul. Ara bé, la superficie cilindrica lateral segueix les linies de corrent i, per tant, el flux que
hi passa a través és zero. Aixi, en resulta que

/ < F,Ni1 >dS = < F,Ny > dS,
S1 Sa

on N1 i N5 s6n els vectors normals a S; i Sy, respectivament, en la direccié del flux. Es a dir,
se satisfa:
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6.3.5 Proposicié Sigui F' un camp solenoidal. El flux de F per una seccid qualsevol d’un tub
de corrent és constant. [ |

Aixi, si interpretem F' com el camp de velocitats d’un fluid, aquest resultat estableix que la
quantitat de fluid que travessa una seccié del tub de flux és la mateixa per a totes les seccions
del tub.

Per tal de relacionar els camps solenoidals i els que admeten potencial vector hem d’introduir la
nocié de conjunt estrellat. Sigui U C R? un obert de ’espai ordinari i p un punt de U. Direm
que U és estrellat respecte de p si per a qualsevol punt ¢ € U el segment de ’espai que uneix p
iq, pq, esta tot inclos a U. Per exemple, una bola o tot ’espai sén conjunts estrellats respecte
de lorigen i, de fet, respecte de qualsevol punt, (a la figura 6.24 es poden veure alguns conjunts
estrellats).

AR,

Figura 6.24: Conjunts estrellats

6.3.6 Teorema Sigui U un obert estrellat respecte de p i F' un camp vectorial definit a U. Sdén
equivalents:

1. F admet un potencial vector, F' = rotG.

2. El fluz de F per a tota superficie tancada de U és nul.

3. Donada una corba tancada C a U, el flux de F' pera qualsevol superficie S de U limitada
per C' és independent de la superficie, només depén de C'.

4. F és solenoidal, div F' = 0.

Demostracié. 1) = 2). Si F =rotG i S és una superficie tancada de U, com que el volum
tancat per S també esta inclos a U, podem aplicar el teorema de la divergencia i deduir

/<F,N>dS:/ didewdydz:/ divrot G dzdydz = 0.
s v v

2) <= 3). Siguin S; i Sz dues superficies de U amb la mateixa vora, C, (vegeu la figura 6.25).

La uni6 S = S; U Sy és una superficie tancada i, per hipotesi, el flux sortint de F per S és nul.
Es a dir, si denotem per N; i —Ns els vectors normals sortints de Sy i S, respectivament, es
té que

/ <F,N1>dS+/ <F,—Ny>dS =0,
S1 Sa
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0, equivalentment,

/ < F,Ni >dS = < F,Ny > dS.
51 S2

Observem que els vectors N1 i N, indueixen la mateixa orientacié a C.
Aquest raonament és reversible i prova, també, que 3) = 2).

S

S2

Figura 6.25: Dues superficies amb la mateixa vora C

2) <= 4). Si la divergencia de F' és zero, aleshores F' satisfa 2), per aplicacié directa del
teorema de Gauss.

D’altra banda, si el flux per una superficie tancada és sempre nul, aleshores
) ) )

/ < F,N >dS
div F = lim 22

vl

és a dir, se satisfa 4).

Finalment queda per veure que 4) = 1), és a dir, que si divF = 0, aleshores F' admet un
potencial vector, F' = rot G. Ho farem construint explicitament el camp G. Es aqui on intervé
la hipotesi que U és un obert estrellat i, per tal de simplificar les notacions, suposarem que U
és un conjunt estrellat respecte de l'origen de coordenades. Sigui F' = (P, @, R); com que el
segment entre 0 i un punt (z,y,2) de U, (és a dir, els punts de la forma (tz,ty,tz), 0 <t < 1),
esta inclos a U, el camp vectorial

1

1 1
G= (/ tP(ta:,ty,ta:)dt,/ tQ(ta?,ty,ta:)dt,/ tR(tx,ty,tx)dt) A (z,y,2),
0 0 0

esta ben definit per a tots els punts de U. Aquest és el potencial vector buscat, és a
dir, rot G = F. No farem la comprovacié d’aquest fet en general. A més, en I'observacié que
segueix veurem altres formes de calcular el potencial vector per a camps vectorials definits a
tot I’espai. [ |
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6.3.7 Observacié

1. Sigui F un camp vectorial que prové de potencial vector i G un d’aquests potencials,
rot G = F. Donada una funcié qualsevol f, el camp G 4+ V f també és un potencial vector de
F:

rot (G+ Vf) =rotG+rotVf=F.

Es a dir, el potencial vector d’un camp estd determinat llevat de camps gradients.

Podem aprofitar aquest fet per calcular un potencial vector G = (X,Y, Z) de forma simple: en
efecte, el calcul de G a partir de F' correspon a resoldre el sistema d’equacions diferencials

0z 0Y
0.~ D
oX 07
2 T - 9@
oY 0X
g_a_y —_ R.

Com que G esta determinat llevat de gradients, podem suposar que X = 0. Les dues darreres
equacions del sistema es transformen, aleshores, en les equacions

07
_% - Qa
Yy
9 R.

Si (20, Y0, 20) és un punt de U, integrant des d’aquest punt trobem que
x
zZ = _/ le.'l-(p(yaz)a
zo

y = /Rdww(y,z),

on ¢ i son funcions que haurem de determinar. Per fer-ho imposem que les funcions Y i Z
satisfacin la primera equacié del sistema:

0z oY _ o _[T0Q, [TOR, 0Y

oy 0z Oy 2o OV 2o 0% 0z
_ % o [*(0Q  OR
9y 0z I0<8y+8z>d$

dp OY [T OP
a—y - a + v %dm
Op _ 0¥

= ay—5+P(l‘,y,2)—P(l‘0,y,2):P(.’L',y,Z).

(En la tercera igualtat hem utilitzat que la divergencia de F' és zero.) Aixi, la primera equacié
del sistema es redueix a
Op 0y _

a_y_g —P(l‘o,y,Z).
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Imposem ara que ¢ = 0 i, aleshores, trobem que

Yy
<p(y,z) :/ P(moava)dy
Y

0

En definitiva, un potencial vector de F' esta donat per

X=0, Y:/ R(z,y,z)dz,
zo
y

Z = _/ Q(wayaz)dm+/ P(moayaz)dy
Zo Yo

En aquesta expressié del potencial vector, les integrals es fan al llarg de camins parallels als
eixos, des de z( fins a z o des de yo fins a y, per la qual cosa la regié U on esta definit el camp
vectorial ha de contenir aquests camins. Aix{ s’aplicard, per exemple, a un cub o a tot I’espai.

2. Hem enunciat el teorema anterior per a regions estrellades de I’espai, tot i que el resultat és
cert per a regions més generals, les regions simplement connezxes i sense forats. Ja hem esmentat
anteriorment que significa que un obert U sigui simplement connex (donada una corba tancada
C de U hi ha una superficie S de U limitada per C'). Direm que U és sense forats si donada una
superficie tancada S de U, I'obert U conté també tot el volum limitat per S. Per exemple, si U
és tot I’espai, una bola o un cub, aleshores és una regié sense forats, mentre que si U = R —0,
aleshores U té un forat a 'origen: ’esfera unitat S és una superficie tancada continguda a U
pero el volum tancat per S conté l'origen i, per tant, no esta contingut a U.

6.3.8 Exemple El camp F = (222, 2,y — 22) és solenoidal, ja que
divF =224+0—-22=0,

i com que esta definit a tot I’espai, F' és un camp que prové de potencial vector. Prenent
(0,40, 20) = (0,0,0), i utilitzant la formulacié anterior, trobem un potencial vector:

X = 0,
Yy = /Rdm:/(y—z2)d$:ya:—z2a:,
0 0
T y z
Z = —/ Qda?-l-/ P(O,y,z)dy:—/ zdx = —xz.
0 0 0

Es a dir, trobem el camp G = (0, zy — z22, —zz). Si utilitzem la férmula que hem donat en la
demostracié del teorema trobem:

1 1 1
G = (/ t-2t2a?zdt,/ t-tzdt,/ t-(ty — t22°)dt) A (2,9, 2)
0 0 0

2
- (EEZY_Z
- (27373 4>A(l',y,2)
22 2 2
3

y?  y2? xy  3xz2® zyz arz)
3

+

z
47’ 4 7 2 3
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Observem que, tal com és d’esperar, la diferéncia G' — G és un camp conservatiu. De fet, es
comprova immediatament que G' — G = Vg, on g és la funcié

6.3.9 Exemple Considerem el camp vectorial

_ T y z
- <(a:2 Fy2 + 22327 (22 + 42+ 22)3/2 (22 + 2 + 22)3/2> :

El camp F esta definit a tot ’espai llevat de 1'origen i en aquesta regié F' és solenoidal:

e = 2 ’ + 2 z + 2 é
0z \ (22 4 y2 + 22)3/2 Oy \ (22 + y2 + 22)3/2 0z \ (22 + y2 + 22)3/2

(@2 +y% + 2232 32222 + % + 222 (22 +y% + 22)3/2 — 32(22 + 42 + 22)1/2
(1-2 + y2 + 22)3 + (1'2 + y2 + 22)3
(@2 + y? + 22)3/2 — 322(22 4 o2 + 22)1/2
(22 +y% + 22)3
(22 +y? +2%) - 322 (22 +9y2+2%) -3y (22 +y?+22) 322
((1'/'2 + yQ + 22)5/2 ((1'/'2 + yQ + 22)5/2 ((1'/'2 + y2 + Z2)5/2
= 0.

Ara bé, com que la regié de definicié de F no és un obert estrellat (ni sense forats), no podem
aplicar el teorema anterior i assegurar que aquest camp admet un potencial vector. De fet, F’
no admet un potencial vector a tota la regié ja que, si aquest fos el cas, el flux per qualsevol
superficie tancada seria nul, mentre que si calculem el flux de F' per 'esfera unitat trobem que

x Yy z
F,N>dS =
/S < AN > /S < ((a:2+y2+z2)3/2’ (22 +1y2+22)3/2" (22 +12+22)3/2

B x2+y2+z2 is
- s (xQ +y2+z2)3/2

/dS:47r7é0.
S

), (z,y,2) > dS

Aqui podriem fer una observacié analoga a la que hem fet a 6.2.9 quan hem caracteritzat els
camps conservatius amb l’ajut del rotacional: el camp F d’aquest exemple és solenoidal i,
per tant, prové de potencial vector en qualsevol regié simplement connexa i sense forats. Per
exemple, F' prové de potencial vector en el semiespai z > 0. Aquest potencial vector no pot,
pero, estar ben definit a tot l’espai llevat de ’origen, ja que en aquest cas la integral anterior
hauria de ser igual a zero.

6.3.10 Exemple EI potencial magnétic. Si J és el camp de densitat de corrent en un volum W,
hem definit el camp d’induccié magnetica a través de la integral vectorial

B(z1,y1,21) = Z—i /W JA ;dwdydz,
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on?:(ml — T,y — Y, 21 — Z).

Com que el camp 7 /r? és conservatiu, el camp B és solenoidal:
-
divB = &/ div (J A —)dzdydz
47 W r

-
= —&/ J A rot —dzdydz
a7 Jw 3

= 0.

(En el calcul anterior hem de tenir present que derivem respecte de les variables x1,y1, 21, per
la qual cosa la derivada de J, que depen de les variables z,y, z del volum W, és zero.)

L’equacié div B = 0, que algunes vegades s’anomena la llei de Gauss del camp magnétic, indica
que el camp magnetic no té fonts ni pous, és a dir, que no hi ha carregues magnetiques. El
camp B prové de potencial vector; en efecte, si definim

A:@/ ida?dydz,
A Jw T

aleshores es té que
rot A =B.

6.4 Els operadors diferencials en coordenades ortogonals

En diverses aplicacions del calcul vectorial és convenient disposar de les expressions dels ope-
radors diferencials, gradient, rotacional i divergencia, no solament en coordenades cartesianes
sind, també, en sistemes de coordenades adaptats al problema que s’estudia. Aixi, per exemple,
si treballem amb un camp escalar que depen tnicament de la distancia a l'origen és clar que I'tis
de les coordenades esferiques resultara molt convenient i, en particular, ens interessara calcular
el gradient usant aquestes coordenades. Els sistemes de coordenades més importants sén el de
les coordenades cilindriques i el de les coordenades esferiques. Ambdéds sistemes comparteixen
el fet de ser sistemes de coordenades ortogonals, és a dir, tals que les corbes coordenades sén
ortogonals entre si. En aquesta seccié presentem el calcul dels operadors diferencials en sistemes
de coordenades ortogonals.

Sistemes de coordenades ortogonals

Recordem que un sistema de coordenades en un obert U C R? és una aplicacié bijectiva
p:W — U, on W C R3 és també un obert, que és C' i amb inversa C'. Es a dir, per a tot
(u,v,w) € W hi ha un dnic (z,y,2) € U tal que

x = pi(u,v,w),
Yy = <p2(uavaw)a
= @3(“,’1},’[1}),

i aquesta correspondencia és derivable amb continuitat.
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6.4.1 Definici6 Amb les notacions anteriors, direm que el sistema p és un sistema ortogonal
de coordenades si les corbes coordenades son ortogonals dos a dos, és a dir, si se satisfan les

igualtats
< QuyPo > = 07
< Qu,pw > = 0,
< @y, Pw > =

Un sistema de coordenades p(u, v, w) associa a cada punt de I’espai, de forma natural, un triedre
de vectors que formen base. En efecte, els vectors ¢, ¢, @w, que son els vectors tangents a les
corbes coordenades, sén linealment independents. En general, aquests vectors no sén unitaris.
Escriurem

h1:|<pu|7 h2:|50v|7 h3:|50w|7
i els anomenarem coeficients de dilatacid. Denotarem el triedre unitari corresponent per

1 1 1
€y = wy Cuv = vy €Ew= w
it hat hs?

Quan expressem un camp vectorial en el sistema de coordenades (u,v,w) ho farem a través de
les seves components en la base ey, €, €,:

F = F.e,+ Fyey + Fyey,

(on ara el subindex no representa derivar respecte de la variable, siné que és la component
corresponent a aquesta variable).

6.4.2 Exemples
1. Considerem les coordenades cilindriques
o(r,0,2z) = (rcosf,rsiné, z) .

Es un sistema ortogonal amb

¢, = (cosf,sinh,0),
wp = (—rsinb,rcosb,0),
@Z = (0707 1)7

i, per tant, hy = 1, ho = r i hg = 1, amb la qual cosa el triedre unitari associat és

er = @ =(cosh,sinb,0),

1
e = 5= (—sinf,cos6,0),
€ = Y= (0707 1) :

Aixi, per exemple, el camp vectorial F = (z(z? +y?), y(2® + y?), 22) s’expressa, en el triedre de
coordenades cilindriques, per F = r3e, + 22e..
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2. Les coordenades esferiques formen també un sistema ortogonal: el sistema estad determinat
per
p(r,0,0) = (r cosf cos @, rsinf cos ¢, r sin @) ,

i, per tant,
or = (cosBcosd,sinfcosd,sin @),
ps = (—rsinfcosg,rcosfcosd,0),
vy = (—rcos@sing,—rsinfsing,rcos),

amb la qual cosa els coeficients de dilatacié resulten
hy =1, hy=rcos¢, hs=r,

i el triedre associat és:

er = @ = (cosfcosd,sinf cos,sin @),
1 .
eg = rcosgbw = (—sin#,cos6,0),
1
€ = _¥s= (— cosfsin ¢, — sin @ sin ¢, cos @) .

3. Tot i que les coordenades cilindriques i les esferiques formen els sistemes de coordenades
ortogonals més utilitzats (a més, logicament, de les coordenades cartesianes), hi ha molts altres
sistemes de coordenades ortogonals d’utilitat. A titol d’exemple, considerem el sistema de
coordenades cilindriques elliptiques, que és el sistema definit per les equacions

x = cosucoshwv,
= sinwusinhwv,
z = z,

amb 0 < u < 2w, v>0,i —00 < z < oo. Com que sén coordenades de tipus cilindric, (amb la
tercera variable, z, lliure), és suficient estudiar les corbes coordenades u = ent i v = ent en el
pla z = 0. Si u = ug, aleshores v descriu una hipéerbola, ja que es té que

x? y? cos? ugcosh? v sin® ug sinh? v 5 o
s — 5 — = 5 — — = cosh”v —sinh“v =1.
COS” Ug Sin” ug COS” Ug SN~ ug

D’altra banda, les corbes v = vy sén ellipses:

2 . 12
x? y? cos?ucosh®vy  sin® uwsinh? v

5 —— = 5 +—— =cos’u+sinu=1.
cosh”vg  sinh” vy cosh” vy sinh” vg

El sistema és ortogonal amb coeficients de dilatacio:

h1:h2:\/sinh21;+sin2u, hs3 =1.
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Figura 6.26: Coordenades cilindriques elliptiques

Gradient en coordenades ortogonals

Sigui f(u,v,w) un camp escalar. El gradient de f s’expressara, en les coordenades (u,v,w), de
la forma

Vf=F.e,+ F,e, + Fypey.
Ens proposem calcular les components F,,, Fy, i Fy,.

Com que el triedre ey, ey, €, és ortonormal, la component F,, de V f en e, es calcula projectant
V f sobre ey:

F, = <Vf,e, >
(0 0F 0F) 1 0 D O

0z’ 0y’ 8z hy Ou’ Ou’ Ou
_ L (ﬂ% 0f 02 %%)

hi \ Oz Ou Oy Ou 0z Ou
10f
i Bu”
on la darrera igualtat és conseqiiencia de la regla de la cadena. Analogament, per a les altres
variables trobem que | of | of
Fv_h:%’ Fw_h—Ba—w.

En definitiva, el gradient de f en coordenades ortogonals esta donat per:

Uof vor  10f -

VI = 3 o™ T T ow

En particular, per a les coordenades cilindriques trobem

_of 10f of
Vf = Eer + ;%69 + a@z,

i per a les coordenades esferiques,

_of 1 of  10f
vIi= arert T COS ¢ 26t r 960
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6.4.3 Exemple El camp escalar f(r,0,z) = 720 esta expressat en coordenades cilindriques. El

seu gradient és
Vf=2rfe,+rey.

Divergéncia en coordenades ortogonals

Sigui F' = Fye, + Fye, + Fye, un camp vectorial expressat en un sistema ortogonal de coor-
denades (u,v,w). Per calcular la divergencia de F' utilitzarem la proposicié 6.3.3 de manera
analoga a com ho hem fet a la secci6 5.3 per a les coordenades cartesianes.

Donat un punt p = ¢(u,v,w), considerem un volum coordenat centrat en aquest punt i de
costats Au, Av, Aw, (vegeu la figura 6.27), que és el volum imatge per ¢ del cub centrat a
(u,v,w) i de costats Au, Av, Aw.

Figura 6.27: Cub curvilini al voltant de p

Com que el sistema de coordenades és ortogonal, les cares d’aquest cub curvilini sén ortogonals
entre si i ’area de cadascuna és, simplement, el producte de les seves longituds. Aixi, area de
la cara corresponent a u + Au/2 sera

hQA'U . thw = thgAUAw -

El vector normal a aquesta mateixa cara és el vector e, i, per tant, el flux de F' per aquesta
cara és aproximadament igual a

A
< Fye, > hohsAvAw = F,(u + TU,U,UJ)h2h3A’UA’U}.

Raonant analogament per la cara u — Au/2 i tenint present que en aquest cas el vector normal
corresponent és —e,,, obtenim que el flux corresponent és

A

2
Aixi, tenint present el teorema del valor mig, podem calcular el flux sortint per aquestes dues
cares de la forma:

—Fy(u— —u,v,w)h2h3AvAw .

Fu(’LL+%,U,W)th?,A’UA’U}—Fu(U— & %
u

5 , U, W)hohg AvAw = (

) AuAvAw,
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on la derivada estd calculada en un cert punt del segment. La contribucié d’aquest flux a la
divergencia de F' és, per tant,

M AuAvAw
lim Ou B AT
vol—o h1h2h3AUAUAw h h1h2h3 Oou ult2s )

on ara la derivada esta avaluada a p. Raonant de forma analoga per a les altres variables
trobem, finalment, la férmula de la divergencia en coordenades ortogonals:

1
divF = <

Oou ov ow

O(Fyhahs)  8(Fyhihs) — 8(Fyuhihs)
+ + :
hihahs

En particular, en coordenades cilindriques trobem que

wor = 1(20E) 0 O0R))

r or o0 0z
19(rF,)  10F, OF,
r Or r 00 0z’

i, en coordenades esferiques,

divF =

1 d(r?cos pF,)  O(rFp)  O(rcosdFy,)
2 cos ¢ ( or + 00 + 0¢ >
1 9(r°F,) 1 OFy 1 9(cosFy)

r2  Or rcosqbw-i_rcomﬁ O¢

6.4.4 Exemple Considerem el camp vectorial donat en coordenades esferiques per F' = re,.
Aleshores F' té divergencia:

2-
1000 g

P =
div " 5

Observem que, logicament, el resultat d’aquest calcul és el mateix que el que en resulta usant
coordenades cartesianes. Comprovem-ho: en coordenades cartesianes, F' esta donat per

F = re, = r(cosf cos @, sin b cos ¢, sin ¢) = (z,y,z2),

i, per tant,
divF=1+1+1=23.

El rotacional en coordenades ortogonals

Partim un cop més d’un camp vectorial F' = Fye,+ Fye,+ Fyeq 1 volem calcular-ne el rotacional
utilitzant la férmula

/ <FT>dl
tFEN >= i 20
SrovEAN == Bhe AD)
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establerta a la proposici6 6.2.4.

Com que rot F' és un camp vectorial hem de trobar les seves components en una base de ’espai,
en aquest cas en el triedre ey, ey, e,. Calculem la primera d’aquestes components, ja que les
altres dues es fan de la mateixa forma. Escollim, per tant, la direcci6 N = e, i, com a superficie
D, escollim un rectangle curvilini centrat en el punt p, de costats Av, Aw, ortogonal a e,,, (vegeu
la figura 6.28).

A'U Aw

Figura 6.28: Rectangle curvilini ortogonal a e,

La circulaci6 de F' per la vora d’aquesta regié consta de quatre parts:

/ <F,T>dZ:/_<F,T>d€+/_<F,T>d€+/_<F,T>d€+/ <F,T>dl.
oD

ab be cd da

Calculem la circulacié de F per ab i per cd: pel teorema del valor mig, aquesta integral és,
aproximadament:

/_ <FT>dl = /_ < F,ey, > dl = Fy(q)h2Av
ab ab

on ¢ és un punt del segment ab, i analogament es té que
/7 < F,T>dl =-F,(q)hAv.
Aixi, la contribucié d’aquests dos segments curvilinis a la circulacié de F per 0D és:
(Fula) = Fuld oo = 2 (Fyha) A,

on la derivada parcial estd calculada en un punt intermig, l’existéncia del qual es déna pel
teorema del valor mig diferencial.

La contribucié dels segments bc i da es calcula analogament i resulta ser

(Fu(q) = Fu(q')hsAw = %(thgmmw.

En definitiva, la circulacié de F' per 0D és

0 0
%(thv)AvAw - %(thw)AvAw ,
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i dividint per ’area hohsAvAw i passant al limit, trobem que

1 0 1 0
< I'OtF, ey >= % (a(fme)) — % <a—w(h2Fv)> .

Tenint presents els valors de les altres coordenades, veiem que, en general, la formula del
rotacional en coordenades ortogonals es déna pel segiient determinant:

hleu hQCU h36w

1 0 0 0
hihohs | du  dv  Ow
hiF1  hoF> h3F3

rot F' =

En particular, per a les coordenades cilindriques trobem que

€p rep €y
- 1 8 8 8 - 1 8F3 8(7°F2) 8F1 8F3 1 8(7“F2) 8F1
rOtF_r or 00 0z | r < o0 0z " ot or 20 )
Fl TF2 F3

0z or

i, per a les coordenades esferiques, trobem que

er TCOSPey Teg
1 e 0 9
r2cos¢ | Or 00 1))
F1 T COS ¢F2 ’I"F3
_ 1 <8F3 8(F2 COS ¢)> e+ l <8F1 8(rF3)> eo

rot i =

rcos¢ \ 06 0¢ r \ 0¢ or
1 I(rcospFy) OF
r COoS ¢ or a6 )

6.4.5 Exemple En coordenades cilindriques, el rotacional del camp vectorial F' = fe, +rze, és
rot F' = —zey.

Laplaciana en coordenades ortogonals

Un cop calculats el gradient i la divergencia en coordenades ortogonals és facil calcular 1’ex-
pressié de la laplacianas:

Af = divVf
e (LS, 105 10f
= div <h1 aueu + h2 avev —+ h3 awew>
1 (90 10f 0, 10f o 10f
hihshs <8U hy 3uh2h3)+ Bv(hQ 8vh1h3)+ 8w(h3 ow 1h2)> '

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



200 Capitol 6. Els teoremes integrals i aplicacions

En definitiva, trobem:

fo L (0 (MhOfy, 0 (lhaOfy, 0 (hihsof
B h1h2h3 ou hl ou ov hg ov ow h3 ow )
En particular, per a les coordenades cilindriques trobem que
10, 0f 10%f  0%*f
ror o) Y ae o
i per a les coordenades esferiques trobem que

10, ,0f 1 8% 1 9 of
A =255 Y e 98T T s g 99 \ %95 ) -

Af =

6.4.6 Exemples

1. El calcul de la laplaciana en coordenades esfériques permet trobar facilment totes les funcions
f(r) que només depenen de r i que satisfan Af = 0. En efecte, la laplaciana de f és igual a

_ 19 ,0f
Af_rzar(r 67“)’
i imposant que Af = 0 trobem:
100,00 ) 9 .00
r28r(r 87“)_0 = Br(r 87“)_0
of
2—:
= r ar cnt
of cnt
= o r?

a
—= f(T‘) = ; + ba
on aib sén constants. Es a dir, llevat de constants, la funcié 1/r és I'inica funcié que satisfa
els requeriments imposats.

2. Analogament, si utilitzem coordenades cilindriques i cerquem les funcions amb laplaciana
zero i que només depenen del radi trobem

19 (o1

o r@r) =0= f(r) =alnr+5b.

A la funcié Inr se 'anomena el potencial logaritmic.

6.5 Camps newtonians

En aquesta seccié establim la llei de Gauss per als camps newtonians i derivem les equacions
de Laplace i de Poisson que satisfan els potencials newtonians.
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Anomenarem camp newtonida tot camp vectorial definit per una distribucié de massa de densitat
p segons la llei de gravitacié de Newton. Un camp newtonia pot estar definit per una massa
puntual o per una integral vectorial,

7
F(xi,y1,21) = _/pr_3d?’
?

on T = (r1 — 1,91 —y,21 — 2) i la integral s’estén a una regié “?” que pot ser una corba, una
superficie o un volum, i indica aleshores d? 1’element de linia, de superficie o de volum. Per
comoditat de ’exposicié ens limitarem a tractar el cas puntual i el d’un camp creat per una
distribucié de massa volumetrica.

Els camps newtonians sén conservatius. De fet, deriven de potencial, ja que és immediat
comprovar que V(1/r) = 7 /r% i que, en el cas volumetric, si definim

V:/ Bdwdydz,
wT

aleshores,
F=VV.

A V Panomenarem el potencial newtonid, (2.6).
La llei de Gauss

Si F' és un camp newtonia, aleshores rot FF = 0, ja que deriva de potencial. Respecte de la
divergencia de F' tenim:

6.5.1 Proposiciéo Sigui F' un camp newtonid, aleshores F és solenoidal fora de les masses, és
a dir, div F' = 0 en tot punt exterior a la massa.

Demostracié. En el cas puntual el resultat a provar és

divvi=al_o,
T T

resultat que ja hem comprovat a la seccié anterior.

En el cas d’'un volum W de densitat de massa p, el calcul és similar, ja que es té que
. 0 [z —=x 0 (y1—vy 0 (21 —2z
divF = — | — — — | —— ) | dzdyd
v /Wp <6$1 < r3 > + oy ( r3 + 0z r3 rayaz
/ p <—% + %) dzdydz
w T T

0. |

Per estudiar com és la divergencia de F' en els punts de W resulta fonamental el resultat segiient,
de gran interes en les aplicacions.
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6.5.2 Teorema [Llei de Gauss.] Sigui W una regid elemental de l’espai i S = OW la superficie
que ’envolta. Suposem que 0 € S i sigui 7= (z,y,z). Aleshores,

7 ir, si0eW,
/S<r_3’N>dSZ{ 0, si0¢W.

Demostracié. Com hem assenyalat en la proposicié anterior, el camp 7 /r® és solenoidal alla
on esta definit. Si 0 € W, el camp esta definit a tots els punts de W i, aplicant el teorema de
la divergencia, resulta que

/<i3,N>dS:/ divzdmdydzzo.
s T w r

D’altra banda, si 0 € W, no podem aplicar directament el teorema de Gauss. Tot i aix0, podem
utilitzar aquest resultat per reduir la prova del teorema al cas en que S és una esfera: en efecte,
sigui € > 0 un nombre real prou petit per tal que la bola de centre 0 i radi e, B., estigui tota
continguda a W. Fixem les notacions segiients: W, = W — B.; S. = 0B., 'esfera de radi ¢,
(vegeu la figura 6.29).

>

w

Figura 6.29: Seccié del volum W,

Per definicié de W, es té que 0 € W, i podem aplicar el teorema de la divergéncia per deduir
que

/ <i3,N>dS:/<i3,N>dS+/<i3,NE’>dS:0,
oW, r s T S. r

on N! és el vector normal a l'esfera que surt de We, és a dir, que entra a la bola B.. Aixi, si
N. = —N! és el vector normal exterior a l’esfera S, la igualtat anterior implica que

7 7
/<—,N>dS = —/ < —,N!>dS
s 7 S. rs

/ <i3,NE>dS.
S. r

Ara el calcul és elemental ja que sobre l'esfera de radi ¢ es té que N, = ?/s i se satisfa que

7 7

<__
r3’ e

r=e 84
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i, en definitiva, el flux és

/ <i3,NE>dS:/ %dS
S. r S. €
1

= 8—2Area(55)
1 2

= — -4dme” =A4m. ]
€

6.5.3 Observacié Hem enunciat la llei de Gauss en els casos en que 0 estd inclos a W o és
exterior a aquest volum i hem deixat de banda el cas en que 0 és un punt de la superficie W .
Es pot veure que, en aquest cas, el valor de la integral de la llei de Gauss és 27, tot i que no ho
provarem, ja que és un calcul que no utilitzarem en aquest text.

El resultat és cert, també, per a una distribucié de volum:

6.5.4 Proposiciéo Sigui p una funcid de densitat definida en un volum elemental W, M la massa
total de W i F' el camp newtonida associat. Sigui S una superficie tancada amb interseccio buida
amb W. Aleshores, el flux sortint de F' per S és igual a —4nwM, si S envolta W, i zero, en cas
contrari.

Demostracio. El resultat se segueix de la llei de Gauss establerta anteriorment i de la possibilitat
de canviar l'ordre d’integracié en una integral miltiple:

—
/<F,N>dS:—// < p N > dadydzdS
s sJw r

:—/ pdwdydz/<i3,]\7>d5
w s T

= —471'/ pdrdydz = —4n M . [ ]
w

6.5.5 Observacio La llei de Gauss s’aplica, també, al camp electric. En aquest cas diu: el fluz
per una superficie tancada S del camp eléctric creat per una distribucid de carrega p €s 4w per
la carrega total envoltada per S.

Com a conseqiiencia de la llei de Gauss, deduim ara 1’equacié de Poisson dels potencials new-
tonians volumetrics.

6.5.6 Teorema Sigui V' el potencial newtonid corresponent a una funcié de densitat p definida
en un volum W . Aleshores, en els punts interiors de W se satisfa:

AV = —4mp.

Demostracié. Sigui p un punt interior de W. Per a tot volum W’ contingut a W i que conté p
en el seu interior se satisfa, segons la llei de Gauss, la igualtat

/ < F,N >dS = —4rM',

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



204 Capitol 6. Els teoremes integrals i aplicacions

on M’ ésla massa de W' i S' = OW'. Aixi, pel teorema de la divergéncia, es té que

/ div Fdxdydz = —471'/ pdzdydz .

Pero, div F' = div VV = AV i, per tant, aquesta igualtat s’escriu de la forma
AVdzdydz = —471'/ pdxdydz .
wr wr

Com que el volum W' és arbitrari, podem concloure que se satisfa ’equaci6

AV = —4rmp. ]

6.5.7 Observacié La demostracié anterior no és correcta tal com s’ha presentat. En efecte, la
superficie S’ que envolta el volum W' esta tota continguda a W i, per tant, conté part de la dis-
tribucié de massa, cas que haviem exclos de la llei de Gauss. No obstant, hem presentat aquest
raonament perque, amb hipotesis adequades, es pot provar que la demostracio és essencialment
correcta.

Aixi doncs, un potencial newtonia creat per una funcié de densitat p satisfa les equacions

Laplace AV =0, a Pexterior de W
Poisson AV = —4mwp, a linterior de W

6.6 Les formules de Green. Teoria del potencial

En la seccié anterior hem vist que el potencial newtonia V' satisfa 'equacié de Laplace AV =0
fora de la massa que el defineix. En general, les funcions f(z,y,z) que sén C? i que satisfan
I’equacid , , ,
ap=2L 0L 0T,
ox2  0y? 02?2
s’anomenen funcions harmoniques. En aquesta seccié presentem les férmules de Green, que sén
conseqiiencia del teorema de la divergencia, i les apliquem a I’estudi de les funcions harmoniques

i els problemes de contorn associats.

Les férmules de Green
Les dues primeres formules de Green sén conseqiiencia immediata del teorema de la divergencia.

6.6.1 Teorema [la férmula de Green.] Siguin f,g dues funcions derivables amb continuitat en
un volum elemental W ; denotem per S la superficie que envolta W i per N el camp normal a
S sortint de W. Se satisfa que

/ (fAg+ < Vf,Vg >)dxdydz = / f@dS,
w s ON
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on 0g/ON =< Vg, N > és la derivada direccional de g respecte de N.

Demostracié. La férmula de I’enunciat és conseqiiencia d’aplicar el teorema de la divergencia
al camp vectorial fVg ja que, segons la regla de derivacié de Leibniz, es té que

div fVg =< Vf,Vg > +fdivVyg
=< V/f,Vg>+fAg. [ ]

En particular, si f és la funcié constant igual a 1 i g és una funcié harmonica, trobem:
6.6.2 CoroHari Si f és una funcié harmonica definida en un volum elemental W, aleshores
of

—=dS =0. [ |
aw ON

Un altre cas particular de la primera férmula de Green que ens sera d’utilitat més endavant és
aquell en el qual f =g.

6.6.3 CoroHari Si f és una funcié harmonica definida en un volum elemental W, aleshores
f dS / | VfI? dedydz . [ |

La segona férmula de Green s’obté simetritzant la primera, en el sentit que s’obté aplicant la
primera férmula al parell (f, g) i al parell (g, f) i restant les expressions corresponents.

6.6.4 Teorema [2a férmula de Green.] Amb les notacions de 6.6.1, es té que

_ 99  Of
/W(ng—gAf)dmdydz —/ < AN 6]\7) ds . [ ]

6.6.5 CoroHari Si f i g sén funcions harmoniques definides en un volum elemental W, aleshores
se satisfa que
[ r5mds = [ a5k .

Finalment, la tercera férmula de Green expressa el valor d’una funcié definida a W a partir
dels valors de f i de 8f/ON sobre S = 0W ide Af.

6.6.6 Teorema [3a férmula de Green.] Sigui po = (%o,¥0,20) € W — OW i f una funcié C?
definida a W . Aleshores,

1 10f o1
f(po) = o US (Fa_N_faN >d5+/ Afdmdydz],

onr=+/(x—20)2+ (y —yo)2 + (2 — 20)2.

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



206 Capitol 6. Els teoremes integrals i aplicacions

Demostracié. Per provar la férmula de I’enunciat integrarem la funcié Af/r sobre W. Com
que es tracta d’una integral impropia hem de realitzar un pas al limit,

1 1
/ —Afdzrdydz = lim —Afdrdydz,
wr =0 Jy, T

on W, =W — B, essent B, un bola de radi ¢ centrada a py, tota continguda a W. Analitzem
la integral sobre W;: la vora de W, esta formada per dues superficies, S i S, l’esfera de radi
€ que envolta B.. Si apliquem la segona férmula de Green a les funcions 1/r i f sobre W,, i
tenim present que la funcié 1/r és harmonica, trobem la igualtat

1 . 10f 01
WE;Afda:dydz = /W <r6N_ N r >dS

10f o 1
+ /S <;8NE _faN r> d3,

on N és el vector interior a S..

Analitzem la integral sobre S.: la derivada direccional de 1/r respecte de N, = —7 /e és
0 1 17
s = <Vo.-—>
BNE r 3 r=e
B 7
- 3 a £ r=e
1
= =

i, per tant, el primer terme de la integral sobre S. és, en el limit,

i [ oS = 131—/ fas
= 351(1)8—471'6 f(a@)
= 4nf(po)-

L’altre terme de la integral tendeix a zero ja que, com que 0 f/JON és continua sobre el compacte
Se, hi ha una constant K amb |0f/ON| < K a tots els punts de S; i, per tant, es té la desigualtat

/55 r ON.

que tendeix a zero amb ¢. ]

K K
< —/ dS = —4ne? = 41Ke,
g S. g

Especialitzant la tercera féormula de Green per a les funcions harmoniques, obtenim la repre-
sentacié integral de les funcions harmoniques:

6.6.7 CoroHari Sigui f una funcié harmonica definida en un volum elemental W. Aleshores, es

té que
1 10f o1
f(po) = 47r/ (;a—N‘ aTvF)dS’

per a qualsevol punt py de l'interior de W. ]
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Es a dir, els valors de la funcié (harmonica) f a linterior de W queden determinats pels
valors d’aquesta funcié i de 0f/ON sobre la frontera 0WW de W. Assenyalem que els valors
de la derivada direccional df/ON sobre S no poden ser arbitraris ja que, segons 6.6.2, s’ha de
satisfer la igualtat
ﬁdS =0.

6.6.8 Observacié La férmula de Green que hem establert a 6.6.7 per a funcions harmoniques
de tres variables és valida també, amb les modificacions oportunes, per a funcions de diverses
variables. Per a funcions harmoniques de dues variables la férmula de Green corresponent
utilitza el potencial logaritmic, Inr, en lloc de la funcié 1/r. Més concretament, si D és una
regi6 del pla de vora C, una corba tancada, i f(x,y) és una funcié harmonica a l'interior de D
i continua a D, aleshores es té que

1 of 0
f(Po)—%/COnr%—f%lnr) dr,

on n és el vector normal a C sortint de D.

L’estudi de les funcions harmoniques de dues variables esta estretament lligat a ’estudi de les
funcions de variable complexa, que no tractarem aqui.

Els problemes de contorn

Els resultats anteriors sén especialment tutils per establir teoremes d’unicitat per als problemes
de contorn classics associats a ’equacié de Laplace i a ’equacié de Poisson. Ens centrarem en
I’equacié de Laplace, ja que les solucions de ’equacié de Poisson s’obtenen com a suma d’una
solucié particular d’aquesta equacié i una solucié general de ’equacié de Laplace. En tot el que
segueix, W és un volum elemental de vora S = OW.

Problema de Dirichlet. Donada una funcid continua f sobre S, hi ha una funcid continua u
sobre tot el domini W tal que coincideizi amb f en els punts de S i sigui harmonica a linterior
de W ? En cas afirmatiu, quantes n’hi ha?.

Indiquem l’interés d’aquest problema amb un exemple: imaginem que W és una regi6 de l'espai
de la qual volem coneixer la distribucié de temperatura T. Suposem que hem mesurat la tem-
peratura a la superficie S, i n’ha resultat una funcié f. Si el procés és estacionari (és a dir,
que no varia amb el temps) la temperatura a W ha de satisfer ’equacié de Laplace a 'interior
de la regi6 (vegeu la seccié 6.8) i, per tant, ha de ser soluci6 del problema de Dirichlet associat
a la mesura f. En un cas com aquest, ’existéncia de la solucié esta determinada per la fisica
del problema, (alguna distribucié de temperatures hi haurd a W), i la part que esdevé més
important és saber si la mesura f efectuada a S determina univocament la solucié, és a dir,
la qiiesti6 és saber si hi ha una dnica solucié a I'equacié de Laplace tal que sobre S coincideix
amb f.

Com en ’exemple que hem assenyalat, sovint I’existéncia de solucions al problema de Dirichlet
esta assegurada per les condicions fisiques del problema, (des del punt de vista matematic, els
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teoremes d’existéncia estan fora de l’abast d’aquest curs). La unicitat resulta de les férmules
de Green, com tot seguit comprovem.

6.6.9 Teorema Sigui W un volum elemental connez i f una funcié continua a S. Si el problema
de Dirichlet per a f a W té solucio, aleshores la solucio €s unica.

Demostracié. Suposem que hi ha dues solucions « i v al problema de Dirichlet per a f a W.
Aixo vol dir que se satisfa

U|S = f = U|S )
i que les dues funcions s6n harmoniques a l'interior de W. Aixi, la diferencia w = u — v satisfa
les igualtats
Aw=Au—Av =0,
wls =uls —v|ls =f—-f=0,

és a dir, w és una solucié al problema de Dirichlet per a la funcié constant igual a 0. Com que
w és harmonica, se satisfa que

/ || Vw ||? dedydz =0,
w

segons 6.6.3 i, com que || Vw ||? és una funcié continua i positiva, en resulta que
| Vw =0,

Es a dir, com que W és connex, la funcié w és una funcié constant. Pero, sobre S és igual a
zero, per la qual cosa, en definitiva, w = 0, o, equivalentment, u = v. ]

6.6.10 Exemple Una aplicacié immediata de la unicitat de la soluci6 del problema de Dirichlet
és que el camp electric a 'interior d’una esfera buida S carregada uniformement és zero.

En efecte, com que a linterior de l’esfera no hi ha carrega, el potencial electric V' satisfa
I’equacié de Laplace en aquests punts, és a dir, és una funcié harmonica. Considerem una
esfera S’ conceéntrica amb S i de radi menor que el de S. Per simetria, el potencial V serd
constant sobre S’ i, per la unicitat de la solucié del problema de Dirichlet, V' serd constant a
Iinterior de S’. Fent tendir el radi de S’ al radi de S, deduim que V' és constant a l'interior de
l’esfera S, pero aleshores el camp electric corresponent és E = VV = 0.

Un altre problema de contorn associat a I’equacié de Laplace de gran interes en les aplicacions
és el problema de Neumann.

Problema de Neumann. Donada una funcié continua f sobre S, hi ha una funcié continua
u sobre tot el domini W tal que coincideizi amb Of /ON en els punts de S i sigui harmonica a

Uinterior de W 2 En cas afirmatiu, quantes n’hi ha?

Una vegada més, les formules de Green permeten establir un resultat d’unicitat de les solucions.
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6.6.11 Teorema Sigui W un volum elemental connex i f una funcié continua a S. Si el pro-
blema de Neumann per a f a W té solucid, aleshores la solucid és inica llevat de constants.

Demostracié. La deduccié d’aquest teorema d’unicitat és analoga a la de 6.6.9. En aquest cas,
pero, de l'equacié Vw = 0 (notacions de la demostracié de 6.6.9) no podem deduir que w = 0,
ja que ara no coneixem els valors de w sobre la vora OW i, per tant, només podem afirmar que
w és constant. [ |

A la practica sén importants, també, els anomenats problemes externs de Dirichlet i de Neu-
mann. Abans de presentar aquests problemes estudiem algunes propietats de les funcions
harmoniques, en particular el principi del maxim, que ens permetran establir els resultats d’u-
nicitat de solucions adequats.

Funcions harmoniques: el principi del maxim

El principi del maxim que volem establir per a les funcions harmoniques és conseqiiéncia dels
teoremes del valor mig per a aquestes funcions.

6.6.12 Teorema [ler teorema del valor mig.] Sigui f una funcid harmonica a la bola Br(p), i

sigui Sg = OBRr(p). Aleshores,
1
f(p)—W/SRde,

és a dir, el valor d’una funcié harmonica f en un punt p és el valor mig de f sobre una esfera,
Sr, centrada a p.

Demostracié. Per la tercera formula de Green, 6.6.7, es té que

1 10f .01
ﬂm—zgén@ﬁﬁ‘fmvﬂds

perd, com que f és harmonica, se satisfa que (6.6.2)

10f 1 [ of
/SRraNdS R /s, v =0

Conjugant aquestes dues igualtats deduim la férmula del valor mig:

f@zié 2 s

4 ON r

:—L f< %,% as
SRR

47rR2/Sde [ |
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6.6.13 CoroHari [2n teorema del valor mig.] Amb les notacions del teorema anterior, se satista

que
3

= — dxdydz .
S0 = g [, Sy

Demostracié. Pel primer teorema del valor mig, per a tot 0 < r < R se satisfa que

47r? = ds .
" £ (p) /Srf

Integrant entre 0 i R, respecte de r, s’obté que

47 R?
3

fp) = /B fdudydz,

d’on se segueix el resultat. [ ]

Podem ara establir el principi del maxim per a les funcions harmoniques.

6.6.14 Teorema [Principi del maxim.] Sigui f una funcid continua a W i harmonica en els
punts interiors de W i suposem que W és connex. Aleshores, f atansa els seus valors extrems
en punts de la frontera OW .

Demostracié. Si f té un maxim a la frontera no hi ha res per demostrar. Suposem que f té un
valor maxim en un punt p de l'interior de W. Anem a veure que, en aquest cas, la funci6 és
constant i que, per tant, atansa aquest valor maxim també en els punts de la frontera.

Com que p és un punt interior a W podem escollir un € > 0 prou petit per tal que B:(p) C W.
El teorema del valor mig i el fet que el valor de f(p) és maxim permeten establir la desigualtat

1 1
S0)= oz [ 145 < o [ 1025 = 1),

Com que en resulta una igualtat, els valors de f sobre S. no poden ser menors que f(p), és
a dir, f és constant en un petit entorn de p. Per la connexié de W i 'arbitrarietat del punt
interior p, f és constant, com voliem provar. [ |

Podem expressar el principi del maxim a través de la desigualtat

max gew |f(2)] < max seow|f(2)]-

Problemes de contorn externs

Enunciem tot seguit el problema de contorn extern de Dirichlet i provem un resultat d’unicitat
de les solucions.

Problema extern de Dirichlet. Sigui W un volum elemental i f una funcié continua sobre
S. Hi ha una funcidé continua a R® — W° que coincideizi amb f sobre S i que sigui harmonica
en els punts de R> — W ? En cas afirmatiu, quantes n’hi ha?
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En aquest cas, el teorema d’unicitat de les solucions no s’aplica de forma immediata ja que
R3? — W no és compacte, hipotesi que hem utilitzat per establir els teoremes d’unicitat en el
cas acotat. Per exemple, la funcié 1/r és harmonica a R® — By (0) i sobre lesfera de radi 1 és
constant i igual a 1, sense ser constant ella mateixa.

En el context dels problemes de contorn externs, s’han de fixar les condicions de creixement de
les funcions a 'infinit per tal d’obtenir resultats d’unicitat. El resultat segiient n’és un exemple.

6.6.15 Teorema [Unicitat Dirichlet exterior.] Sigui U C R® un obert no acotat amb frontera
S = 90U, i sigui g una funcié definida a R® — B,.(0), per a algun r > 0. Si u és solucié al
problema de Dirichlet exterior a U, amb ujs = f i satisfa que

lim |u(z) —g(z)| =0,
Tr—r00
aleshores u és unica.
Demostracié. Suposem que wu,v sén dues funcions continues a U, harmoniques a U i que

coincideixen amb f sobre la frontera S i suposem, a més, que ambdues funcions tenen el mateix
creixement a l'infinit que la funcié g. Volem veure que u = v.

El resultat és conseqiiencia del principi del maxim: en efecte, observem que provar la igualtat
u = v és equivalent a provar que per a qualsevol z € U i qualsevol £ > 0 se satisfa la desigualtat

lu(z) —v(z)] <e.
Fixem x € U i ¢ > 0. Per hipotesi es té que
Jm Juy) —g@)l = lim Jo(y) —9(y)| =0,

i, per tant, hi ha un radi prou gran R > 0 tal que |z| < R i tal que, per a tot |y| > R se satisfan
les desigualtats

lu(y) =gy < €/2,
lv(y) —gW)| < €/2,
amb la qual cosa, per a tot |y| > R es té que
lu(y) —v(W)| < fuly) — gW)| + l9(y) —v(y)| <e/2+e/2=¢. (6.1)

Sigui Bgr la bola centrada a l'origen i de radi R, que conté el punt = per l’eleccié de R, i
considerem el conjunt compacte K = U N Bg. La frontera de K és

0K = (0U N Bg) U (U NOBR),
i, com que u = v = f sobre S = OU i que se satisfa 6.1 sobre dBg, en resulta que
maxgi|u(y) —v(y)| < e.
Pero, pel principi del maxim,
lu(z) — v(z)| < maxox|u(y) —v(y)| <e,

fet que acaba la prova. [ |
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6.6.16 Observacié El teorema d’unicitat anterior admet diverses versions segons el tipus de
condicié de creixement a l'infinit que imposem. Un enunciat habitual correspon a aquell que
imposa la regularitat de la solucié: una funcié harmonica v en un obert U no acotat es diu que
és reqular a linfinit si hi ha una constant k£ i un radi ro tals que

k k
Tull<—, IVull<3,

per a tot » > rg. Es pot provar, per exemple, que una funcié harmonica definida a U i que
tendeix a zero uniformement a linfinit és una funcié harmonica regular (aquesta és la situacié
de la diferencia v — v de la demostracié anterior). El teorema 6.6.15 és una cas particular de
Ienunciat segiient: si u €s una funcid harmonica en un obert no acotat U que és reqular a
Uinfinit i satisfa ujs = 0, aleshores u = 0.

El problema exterior de Neumann s’enuncia de forma similar i, amb condicions de comportament
a 'infinit adequades, admet el teorema d’unicitat, llevat de constants, corresponent.

6.7 Descomposicié de Helmholtz

En aquest apartat apliquem algunes de les propietats establertes per als potencials newtonians
i per a les funcions harmoniques per descompondre un camp vectorial com a suma d’un camp
conservatiu i un camp solenoidal. Aquesta descomposicié apareix també quan s’intenta recupe-
rar un camp vectorial a partir de la seva divergencia i del seu rotacional, és a dir, de les seves
fonts i de la seva vorticitat.

En general, no podem esperar recuperar un camp vectorial inicament a partir de la divergencia
i del rotacional.

6.7.1 Exemple El camp vectorial F' = (z, —2y, z) té divergencia i rotacional nuls:

divF = 1-2+1=0,
i 0§k
0 0 0
F = —_ R —_— =
rot o ay Oz (07 07 O) )
r -2y z

pero no és el camp constant zero.

Comencem tractant el cas acotat: sigui W un domini elemental simplement connex i sense forats
amb frontera S = OW, i denotem per N el camp normal a S exterior a W. La divergencia
i el rotacional d’'un camp el determinen si fixem la component normal sobre S, com prova el
resultat segiient.

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



6.7. Descomposicié de Helmholtz 213

6.7.2 Proposicié Amb les hipotesis anteriors, siguin F,G dos camps vectorials definits a W
tals que

divF = divQG,
rot F = rotG,

i suposem que es té que < F,N >=< G, N >. Aleshores, F' = G.

Demostracié. Si H = F — @, aleshores H satisfa les igualtats

divH = divF —divG =0,
rot H = rotF —rotG =0,
<HN> = <FN>-<G,N>=0.

Hem de provar que H = 0. Com que H és irrotacional, rot H = 0, 1 W és simplement connex,
el camp H és conservatiu, per la qual cosa hi ha una funcié h € C2(W) amb H = Vh. Pero,
aleshores

Ah=divVh =divH =0,

és a dir, h és una funcié harmonica. Aixi, tenint present que la component normal de H és
nulla, < H, N >= 0, de 6.6.3 se segueix que

/ || Vh||? dedydz =0,
w

i, per tant, que H = Vh = 0. [ |

Analitzem ara el cas d’un domini no acotat. En aquest cas hem d’imposar condicions de
creixement a l'infinit si volem obtenir un resultat d’unicitat. Fixem les notacions segiients:
siguin F' i G dos camps vectorials definits a tot I’espai que tenen el mateix rotacional, rot F' =
rot G. Com que rot (F' — G) = 0, hi ha una funcié h tal que F — G = Vh.

6.7.3 Proposicié Siguin F' i G dos camps vectorials definits a tot l’espai amb la mateiza di-
vergencia i el mateix rotacional, i sigui h una funcid potencial de F — G. Si h és regular a
Uinfinit, aleshores F = G.

Demostracié. El potencial h és una funcié harmonica i per aixo, per 6.6.3, per a una bola B
centrada a ’origen de radi R es té que

oh
h——dS :/ Vh ||? dedydz .
| s = [ 1vnl

Pero si el radi R és prou gran, el terme hdh/ON és d’ordre 1/R3, i aixi h és regular, mentre que
larea de D’esfera és d’ordre R2. Per tant, la integral de I'esquerra tendeix a zero quan R — oo.
Aixd,
/ | Vh |12 dedydz = 0,
R3

i, com que es tracta de la integral d’una funcié positiva, en resulta que Vh = 0, és a dir,
F=q@G. [ ]
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6.7.4 Proposicié [Descomposicié de Helmholtz.] Sigui F' un camp vectorial C' amb divergéncia
acotada a tot l’espai. Aleshores, F' admet una descomposicio

F=G+H,
tal que G és conservatiu i H és solenoidal, és a dir, tals que

rotG =0, divH =0.

Demostracié. Suposem que F admet una descomposicié F' = G + H com la de ’enunciat i
vegem com aix0O ens permet trobar els camps G i H. Com que GG és un camp conservatiu hi
haura una funcié potencial g, G = Vg. Determinem aquest potencial: com que hem suposat
que div H = 0, la divergencia de F' és:

divF =Ag+divH = Ag.

Aixi, g és solucié de 'equacié de Poisson

Ag = 4r- leF-
47

Sabem que aquesta equacié té per solucié el potencial newtonia de densitat —div F'/4m, és a

dir, que es té que
div F
g= —/ Bdmdydz = —/ v drdydz .
wT W 4rr

Un cop determinat el camp vectorial G, el camp H és, simplement, H = F' — G, ja que aixi es
té
divH =divF —divG =divF — Ag =0,

amb la qual cosa H és solenoidal. [ |

Si el camp vectorial F' del teorema anterior esta definit a tot I’espai, el camp solenoidal H de
la descomposicié de Helmholtz provindra de potencial vector, H = rot I. Els potencials g i
no estan determinats univocament, ja que g ho esta llevat de constants i I ho esta llevat de
camps conservatius. En qualsevol cas, direm que ¢ és una funcié potencial de F' i que I és un
potencial vector de F'.

Sovint, per determinar el potencial vector I s’imposa, a més, que sigui un camp solenoidal, és
a dir, que satisfaci l’equacio
divlI =0.

Sempre podem aconseguir que I sigui solenoidal, ja que si I' és un potencial vector qualsevol i

prenem
1 div I’

T 4n

dxdydz ,
aleshores el camp vectorial I = I' + Vh és un potencial vector i té divergencia nulla:

divi=divI' + Ah=0.
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Aixi, segons la definici6é de la laplaciana d’un camp vectorial, si I és un potencial vector de F’
que és solenoidal, I satisfa una equacié de Poisson vectorial:

AT Vdiv I — rotrot [

= -—rotF,

Coneixem una solucié d’aquesta equacié utilitzant potencials newtonians,

I= / POUE dyds .
47r

En definitiva, suposant les integrals convergents, podem precisar la descomposicié de Helmholtz
segons:

—div ,F F
F=V, / 7(1“’ " dedrydz + rotp/ roty drdydz ,
47r 4mr

(els subindexs p i ¢ indiquen les variables respecte de les quals es calculen els operadors dife-
rencials corresponents, i les integrals estan definides a tot ’espai).

6.7.5 Exemple Considerem el camp vectorial
F= (aa?, —ay, b) )

on a,b sén constants. Es immediat comprovar que divF = 0 i rot FF = 0. Per qué no podem
aplicar la férmula anterior per recuperar F' a partir de la divergencia i el rotacional, ambdés
zero? Observem que F' prové de potencial, F = V¢ i aquest potencial és una funcié harmonica,
A¢ = 0; de fet, podem prendre ¢(z,y) = a(z® — y?)/2, perd aquesta funcié no és regular a
Iinfinit i, per tant, no s’aplica el resultat d’unicitat corresponent. L’Unic camp vectorial amb
divergencia i rotacional nuls i regular a l'infinit és el camp constant zero.

6.8 Camps que depenen del temps

Els camps vectorials que hem estudiat en els apartats anteriors depenen de les coordenades
espacials dels punts on estan definits. En diverses situacions de la fisica matematica es presenten
camps vectorials que depenen, a més, del temps. En aquest apartat presentem algunes qiliestions
relacionades amb la dependeéncia del temps, en particular I’equacié de continuitat. Basem la
presentacié en les equacions de la dinamica de fluids.

Derivades locals i derivades materials

Considerem un fluid en moviment amb camp de velocitats v que depen de les coordenades de
cada punt i del temps, v(z,y, z,t). Donada una magnitud del fluid ¢, escalar o vectorial, que es
vulgui estudiar, per exemple, la temperatura, la pressié o I’acceleracié, hi ha dos punts de vista
per analitzar-la: podem estudiar ¢ en un punt fix de 'espai (és a dir, fixem les coordenades
x,y,z 1 estudiem la variacié de ¢ respecte del temps en aquest punt), o podem analitzar els
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valors de ¢ per a una particula del fluid mentre es desplaga, amb coordenades variables, al llarg
del temps. Per exemple, si ¢ és la temperatura, la dicotomia anterior consisteix a mesurar-
la en un punt fix de 'espai o bé analitzar-ne la seva variacié al llarg de la trajectoria d’una
particula. Un simil senzill ajuda a entendre aquesta situacié: si volem analitzar el transit per
una autopista podem situar-nos en un quilometre determinat i estudiar el flux de vehicles per
aquell punt o podem seguir el comportament d’un vehicle particular en el seu trajecte al llarg
de la ruta.

La variaci6 d’una magnitud ¢(zx,y, z,t) respecte del temps esta caracteritzada per la derivada
parcial (també anomenada, en aquest context, derivada local) O¢/dt, mentre que la variacié de
¢ per a una particula generica al llarg de la seva trajectoria la déna la derivada total (també
coneguda per derivada material o substancial), dp/dt. Si v = (v1,v92,v3), la regla de la cadena
permet relacionar les derivades local i material per

d¢ dpdr Opdy Opd: 0

dt drdt ' dydt  dzdt ' Ot

0 0 0 0
- a_¢+a_j+a_¢+a_f
_ 99
= <V¢>,v>+at.

Si introduim la notacid
<o,V > 9 + 9 + 9
v =V — +Vy3— +U3—
9 1 8:5 2 ay 3 82’ )

escrivim aquesta equacié de la forma,

d¢
E_<U’V>¢+

9¢

ot

Al terme < v,V > ¢ se 'anomena terme convectiu. Es diu que un procés és estacionari si totes
les magnituds que el determinen sén independents del temps.

6.8.1 Exemples

1. Si v = (3t,zz,ty?), aleshores es té que

ov 9
E - (3707y )7

i el terme convectiu és

v Ov v
vigs + ’U28—y + vsg- = 3(0,2,0) + 22(0,0, 2yt) + ty*(0, x,0)

= (0,32 + taxy?,22yz — 1),
per la qual cosa la derivada material és:

d
d—: = (3,0,5%) + (0, 3tz + txy?, 2xyz — t) = (3, 3tz + txy?, 2xyz — t +y?).
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2. Considerem ’acceleracié de les particules d’un fluid. L’acceleracié és la derivada total de la
velocitat respecte del temps, és a dir,

a—d—v—<vV>v+@
a7 ot

Si escrivim aquesta equaci6 usant les coordenades cartesianes, en resulta el sistema d’equacions:

O % ov oy

TS U Ty T e
_ 81)2 8’1}2 81)2 81)2
G = Mgt Tt
B Ovs Ovs Ovs  Ous
@ = Vg, TR TSt o

L’equacio de continuitat

L’equacié de continuitat expressa, en forma d’equacié diferencial, la llei de conservacié de la
massa. Considerem un fluid amb camp de velocitats v(z,y, z,t) i funcié de densitat p(z,y, z, t),
(amb v i p derivables amb continuitat).

6.8.2 Teorema Amb les notacions anteriors, la llei de conservacid de la massa és equivalent a
lequacio

dp
ot

equacié que es coneir com a equacié de continuitat.

div (pv) + 0,

Demostracié. Fixem un volum W de l'espai. La llei de conservacié de la massa assegura que
Iincrement de fluid que omple W és igual a la massa que travessa la superficie S que envolta
W, S = 0W. L’increment de massa per unitat de temps és igual a la integral

d . ap
7 /W pdzdydz = /W Edmdydz.

D’altra banda, el volum que travessa S per unitat de temps és el flux del camp de velocitats v
i, per tant, la massa que flueix cap a Uinterior de W és igual a la integral

—/<pU,N>dS,
s

on N és el vector normal exterior a W i el signe indica que estem considerant la massa guanyada
per W. Pel teorema de la divergencia, aquesta integral és igual a

- / div (pv)dzdydz .
w
Aixi, la llei de conservacié de la massa s’expressa mitjancant la igualtat

%dwdydz = —/ div (pv)dzdydz ,
w Ot W
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és a dir,

/ (% + div (pv))dzdydz = 0.
' of

Com que aquesta equacié s’ha de satisfer per a tot volum W, deduim que

div(pv)+% =0,

que és 'equaci6é de continuitat. [ |

Calculant la divergencia de pv segons la regla del producte, I’equacié de continuitat la podem

escriure de la forma

0
pdivo+ < Vp,v > —I—a—': =0,

0, en termes de la derivada total:
6.8.3 CoroHari L’equaci6 de continuitat és equivalent a ’equacié

d
d—f-l—pdivv:O. ]

Un fluid es diu que és incompressible si la funcié de densitat p és constant al llarg de les
trajectories, és a dir,

_ dp_

fluid incompressible = i 0.

Segons el corollari anterior, i com que p > 0, es té que

un fluid és incompressible si i només si dive = 0.

Si el moviment d’un fluid incompressible és conservatiu, és a dir, si el camp de velocitats v
admet una funcié potencial V' amb v = VV, ’equacié de continuitat es redueix a I’equacié de
Laplace per a V:

AV =divVV =dive =0.

Hem provat, per tant:

6.8.4 CoroHari Sigui v el camp de velocitats d’un fluid incompressible i irrotacional en un
domini simplement connex. Aleshores, el potencial V' del camp de velocitats satisfa ’equacié
de Laplace,

AV =0. [ |

Aixi, pel teorema d’unicitat del problema de Dirichlet, el camp de velocitats d’un fluid incom-
pressible i irrotacional que circula per un canal queda determinat per les condicions de frontera
que imposa la geometria del canal.
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6.8.5 Observacié Hem derivat I’equacié de continuitat a partir de la llei de conservacié de la
massa. Sien el volum W hi ha un cabal de brollador donat per una funcié continua ¢ (positiva
per a les fonts i negativa per als pous), la llei de conservacié de la massa incorpora la variacié
que produeix aquest cabal i I’equacié de continuitat corresponent és

dp

di £ =
iv (pv) + 5 =,

com es comprova facilment.

6.8.6 Observacié L’equacié de continuitat que hem desenvolupat per als fluids es déna també
en altres contextos, com la conduccié de la calor o el camp eléctric. Analitzarem aquest darrer
en el proper apartat. Comentem breument ’equacié de la calor.

Si T és una distribucié de temperatures en un solid que ocupa el volum W amb funcié de
densitat p, augment de calor del solid el déna la integral

oT
pc—dzxdydz ,
J 7

on ¢ és la funcié de calor especifica. Aquesta variacié s’ha d’equilibrar amb el flux de calor per
S = 0W, que és igual a la integral

/<kVT,N>dS,
s

on k(z,y, z,t) és el coeficient de conductivitat calorifica. Utilitzant el teorema de la divergencia
per calcular aquest flux i raonant com ho hem fet a 6.8.2, trobem l’equacié de continuitat
corresponent

oT .
cp—— +div (kVT) =0.

ot
Veiem, en particular, que si k és constant i el régim de temperatures és estacionari (independent
del temps), 'equacié de continuitat es redueix a I’equacié de Laplace per a la funcié temperatura,

AT =0.

Equacions del moviment per a un fluid perfecte

La segona llei de Newton segons la qual la forca exercida sobre una massa és igual al producte de
la massa per 'acceleracié determina les equacions del moviment d’un fluid. Per trobar aquestes
equacions hem de coneixer les forces que actuen sobre el fluid i ’acceleracié d’aquest.

Sobre el fluid actuen dos tipus de forces: les externes, com ara la forca de la gravetat o la
produida per un camp magnetic, i les internes, originades per la pressié que exerceix la resta
del fluid sobre un element de volum. Direm que un fluid és perfecte (també anomenat ideal) si
hi ha una funcié p(z,y, z,t), que anomenarem pressi6, de manera que la forca interior exercida
sobre una superficie S és normal a S i igual a pIN, on N és el vector normal exterior a S,
(suposem que la superficie és tancada i envolta un volum W).
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Que un fluid sigui perfecte comporta que sobre una superficie del fluid no hi actuen for-
ces tangencials, cosa que podem interpretar, intuitivament, dient que el fluid no iniciara es-
pontaniament un moviment de rotacié o, en cas que el tingués, que no l'aturara de forma
espontania. Comporta, també, que els efectes tangencials de viscositat sén menyspreables.

6.8.7 Teorema Sigui v el camp de velocitats d’un fluid perfecte sobre el qual actua un camp de
forces (extern) F. Aleshores, se satisfa l'equacid diferencial

dv

— —F—
P Vp,

que s’anomena equacié del moviment d’Euler.

Demostracié. La forga total que actua sobre un volum determinat W és igual a la suma de la
forca externa i la forca interna exercides sobre W, és a dir, a la suma de les integrals vectorials

/ Fda:dydz—/deS,
w s

que, pel teorema de la divergencia, podem escriure de la forma

/ Fda:dydz—/ Vpdxdydz .
w w

Per la segona llei de Newton, aquesta forca és igual a la massa per ’acceleracid, és a dir, es té
la igualtat

d
/ (F — Vp)dzdydz = / p—vda:dydz,
i, com que aquesta igualtat és certa per a tot volum W, deduim que
dv
F—-Vp=p—,
p=p dt
que és 'equacié del moviment d’Euler. [ |

Aixi, el camp de velocitats d’un fluid perfecte satisfa ’equacié de continuitat i I’equacié d’Euler,
és a dir, el sistema d’equacions diferencials

d(pv1) N d(pv2) N d(pvs) Lo

ox oy 0z ot 0

U1%+U2%—?+U3% % = Fl—%,
Ul% U2%—?+U3%+% = F2—g—§,
Ul%+v2%—?+vg%+% = F3—%.

El coneixement de la dinamica del fluid comporta el coneixement de cinc parametres: p,p,v
(la velocitat té tres components), mentre que el sistema anterior esta format unicament per
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quatre equacions. Aix0 fa sospitar que per determinar la dindmica del fluid manca, a part de les
condicions de contorn adequades, una cinquena equacié. La conservacio6 de I’energia proporciona
aquesta cinquena equacid, tot i que no seguirem el desenvolupament complet d’aquest tema, i
ens limitarem a imposar una equacié d’estat, que és una relacié entre p i p. Més concretament,
acabem l'apartat analitzant el cas en que p és constant i les forces externes sén conservatives.

En els calculs que segueixen utilitzarem la igualtat
1
§V <v,v>=<v,V>v—rotvAv,

facilment comprovable a partir de les propietats dels operadors diferencials. Utilitzant la relacié
entre la derivada material i la derivada local i aquesta igualtat, ’equacié del moviment s’escriu

de la forma
@

(rotv Av+ oV <00 > +
rotv v — v,
p 2 ’ ot

)=F—Vp.
En el que segueix escriurem v =< v,v >.
6.8.8 Proposicio Sigui v el camp de velocitats d’un fluid perfecte, estacionari i amb funcid de

densitat p constant. Suposem que el fluid esta sotmés a un camp extern de forces F que és
conservatiu, F = VU. Aleshores, la quantitat

1
p§v2_U+p7

és constant al llarg de les trajectories.

Demostracié. Com que el flux és estacionari, dv/0t = 0, I’equacié d’Euler es redueix a
1
p(rotv A v+ §Vv2) =V({U —p).
Multiplicant aquesta igualtat escalarment per v i tenint present que < rotvAwv,v >= 0, trobem
que
1
< V(p§v2 —U+p),v>=0.

Es a dir, la derivada direccional de pv?/2 — U + p respecte de v és nulla o, altrament, aquesta
quantitat es manté constant al llarg de les trajectories. [ |

Observem que el primer terme, pv?/2, correspon a l'energia cinetica, mentre que U — p és
I’energia potencial deguda a les forces externes, U, i internes, p, de manera que la constancia de
la quantitat anterior correspon al fet que ’energia total és constant al llarg de les trajectories.

La constant que postula el resultat anterior pot variar d’una trajectoria a una altra. Si el fluid
és irrotacional, el valor d’aquesta constant és el mateix per a totes les trajectories:

6.8.9 Proposicié Sigui v el camp de velocitats d’un fluid perfecte, conservatiu (irrotacional),
estacionari i amb funcid de densitat p constant. Suposem que el fluid estd sotmés a un camp
extern de forces F que és conservatiu, FF = VU. Aleshores, la quantitat

1
p§U2_U+p7
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és constant.

Demostracié. Com que v prové de potencial, v és un camp irrotacional i com que dv/dt = 0,
I’equacié del moviment corresponent, és

1
p§w2 =VU - Vp,

és a dir,
V(%pv2 ~U+p)=0,

i, per tant,

% p? —U+p=k,
on k és una constant. ]
A Tequacié

%pv2 -U+ I_; =k,
se ’anomena equacié de Bernouilli.
Considerem dues situacions particulars:

a) Si F és la forga de gravetat, aleshores U = —pgh, on h és l'algada i ’equacié de

Bernouilli esdevé 1
>+ gh+ L=k
2 p

Per a un fluid en repos, trobem la coneguda equacié que relaciona la pressié amb ’algada:
p+pgh =po.

b) Si no hi ha forces exteriors, F' = 0, 'equaci6 de Bernouilli esdevé ’equacié

1 2
§p’l} +p=po,

on pg representa la pressié quan el fluid esta en repos, anomenada pressio hidroestatica.

6.9 Equacions de Maxwell

En aquest apartat presentem les equacions de Maxwell del camp electromagnétic. Comencem
per recollir i completar algunes de les propietats dels camps electroestatic i magnetoestatic
que hem anat presentant en diferents exemples al llarg del capitol. A la seccié 6.7 hem vist
que un camp vectorial estd determinat per la seva divergencia i el seu rotacional sempre que
imposem condicions de frontera o de creixement a l'infinit. En aquesta seccié determinem
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la divergencia i el rotacional dels camps electric i magnetic, i establim aixi les equacions de
Maxwell. No analitzarem, pero, situacions particulars amb diferents condicions de frontera,
tractades abastament en els llibres d’electromagnetisme citats a la bibliografia.

El camp electroestatic

Considerem una densitat de cirrega electrica p en un volum W C R2. Per la llei de Coulomb,
el camp electric creat per p és

1 7
E(Cﬂhyhzl) = Areq /W pr—3d33dyd2’,

on?:(ml —xy — Y,z —2)ir= |7|

El camp electroestatic E és conservatiu. De fet, si prenem

1
¢ / P dxdydz
w

- 4dmeg T
aleshores,
1 1
Vo = pV —dzdydz
dmey Sy T
1 i
= — —dxdyd
4meg /Wpr3 rayaz,
és a dir,

E=-V¢.
A ¢ Panomenarem el potencial electroestatic.

Com que F és conservatiu, es té que
rot B =0.

La divergencia de E es calcula a través de la llei de Gauss. En efecte, per la llei de Gauss 6.5.2,
el flux del camp FE per una superficie tancada que contingui W és

1
/<E,N>dS:47r- p="
S 471'80 €0

i raonant com ho hem fet per a un camp newtonia, en resulta

divE=2,
€0

i, en particular, el potencial ¢ ha de satisfer I’equacié de Poisson
p
A¢) =~

€0

en els punts de W i 'equacié de Laplace, A¢ = 0 a I’espai lliure.
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Resumint, el camp electroestatic £ prové de potencial, E = V¢, i es té que

rot E=0,
dvE=".
€0

El camp magnetoestatic

Si J és el vector de densitat de corrent en un volum W, el camp magnetic (magnetoestatic) que
defineix és

B(z1,y1,21) = @/ JA zda:dydz.
w r

47
Hem vist a 6.3.10 que aquest camp és solenoidal,
divB=0,
i que si definim el camp vectorial A per la integral vectorial
J
4=H —dzxdydz ,
A Jw T
aleshores es té que
rot A=B.

Per calcular el rotacional de B recordem que, per la definicié, de la laplaciana d’un camp

vectorial, es té que
AA =VdivA—rotrot A,

i, per tant,

rot B =rotrot A =VdivA4 — AA.

La divergencia de A és nulla. En efecte, si notem amb una ' les derivades respecte z, y, 2 per
distingir-les de les derivades respecte de z1, y; i 21, tenim:

diva = 2 [ div Lavdyaz
47 w r
1
= By videdydz
471' w r
1
= _@/ JV' —dzdydz
™ w r
1
_ _@/ <div'£ + —div'J) drdydz
i Jw r T

Per I’equacié de continuitat en el cas estacionari, vegeu 6.9.1, div’J = 0 i, per tant, aplicant el
teorema de la divergencia trobem que

div A

_ ko / div’ idwdydz
47 W r

= —@/<£,N>ds.
dm Jg \ T
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6.9. Equacions de Maxwell 225

Com que el corrent esta limitat al domini W, no travessa S i, per tant, la component normal
a S de J és zero, per la qual cosa la darrera integral s’anulla.

Observem que, si A’ designa la laplaciana calculada respecte de les variables (x,y, z), la simetria
de la funcié 1/r fa que A = A’, i que, per tant, la integral que correspon a —AA sigui igual a

_ ko JAlldCUdde i
dr Jw r
El calcul d’aquesta darrera integral no és immediat, ja que si (z1,y1,21) és un punt de W,
es tracta d’una integral singular. A més, no és una integral impropia en el sentit de la nocié
d’integral impropia introduida al capitol 2, ja que no es tracta d’una funcié continua fora de
Porigen que creix fins a infinit a lorigen, siné que A(1/r) = 0 en tots els punts diferents de
(z1,1,21), pero en aquest punt no esta definida. De fet, A(1/r) és igual la delta de Dirac. Per
tal de no allunyar-nos del tema principal, aplicarem els teoremes establerts en aquesta situacié
més general.

Prenent W prou petit, podem suposar que J és constant i escriure
1 1
Ho / JA' = dedydz = M0 / A'=dzdydz .
T r A Jw 1
Ara, aplicant el teorema de la divergencia a la integral (singular) resultant trobem

1
Kot / A~ dedydz
47T w T

1
@/ div V' —dzdydz
47 w r

1
- K <V’—,N>da:dydz
T

47T S
=
- ko <——3,N> dedyds |
4r )5 r

i, per la llei de Gauss, aquesta integral és igual a —4m, és a dir,

1
rot B = —@/ JA' =drdydz
™ Jw r
= —Z—;(—‘lﬂ)zuoj.

Resumint, el camp magnetoestatic admet un potencial vector, A, i satisfa les equacions

divB =0,
rot B = /,L()J

El calcul del rotacional de B és una expressié diferencial de la llei d’Ampére: en efecte, si C és
una corba tancada que limita una superficie S, podem aplicar el teorema de Stokes per calcular
la circulacié de B per C,

/<B,T>d€:/<rotB,N>dS:/<,u0J,N>dS:u0/<J,N>dS:uol.
C S S S
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226 Capitol 6. Els teoremes integrals i aplicacions

Aquesta igualtat és 'expressié matematica de la llei d’Ampere: la circulacid de B per una
corba tancada C és igual a po per la intensitat de corrent que travessa una superficie qualsevol
S limitada per C'.

L’equacio de continuitat

Fins aqui hem estudiat els camps eléctric i magnetic suposant que no depenen del temps. Quan
la densitat de carrega p depen del temps, la llei de conservacié de la carrega permet establir
I’equacié de continuitat que ha de satisfer la velocitat v de moviment de les carregues. En
efecte, raonant com en la seccié anterior per al cas dels fluids, és immediat establir que la llei
de conservacié de la carrega és equivalent a ’equacié

ap
di

Si escrivim J = puv, el camp de densitat de carrega, hem establert:

+ div (pv) = 0.

6.9.1 Teorema Donada una distribucié de carregques eléctriques de densitat p i densitat de
corrent J, se satisfa l'equacio
Op
ot

equacid que anomenarem equacié de continuitat

+divJ =0,

En particular, si la distribucid és estacionaria (p independent del temps), se satisfa que

divJ =0. [ |

Les equacions de Maxwell del camp electromagnétic

Observem que en el cas estacionari I’equacié de continuitat, div.J = 0, és compatible amb el
calcul de la divergencia i el rotacional dels camps electric i magnetic que hem efectuat. En
efecte, es té:

divrot B = div puoJ = podivJ =0.

Ara bé, en el cas no estacionari, el calcul anterior juntament amb 1’equacié de continuitat déna

la igualtat
dp

E )

que és incompatible amb el fet que divrot = 0. Aixo indica que, quan hi ha dependencia del
temps, ha de variar-se I’equacié del rotacional de B. De fet, ’equacié de continuitat indica com
hem de variar la llei d’Ampere, ja que utilitzant-la, juntament amb la llei de Gauss, es té que

divrot B = —

. op . o ..
divJ + E = divJ + at€0d1VE

. oF

= le (J +EOE)

= 0,
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6.9. Equacions de Maxwell 227

i per aix0 Maxwell va reemplacar la llei d’Ampere per 'equacié

oF
rot B = poJ + ,U()E()E R

equacio que ha passat a anomenar-se equacié d’Ampére-Mazwell. Al terme

OFE

,UOEOE »

se I’anomena corrent de desplagament.

D’altra banda, Faraday va observar que quan un fil conductor es mou en un camp magnetic,
apareix un corrent induit en el circuit, i va formular la coneguda com a llei d’induccié de
Faraday: sigui C un circuit que limita una superficie S amb vector normal N i sigui ®(t)el fluz
del camp magnétic B per S. Aleshores, se satisfa que

d
/ <ET>dl=——%(t).
C dt
Utilitzant el teorema de Stokes podem escriure aquesta igualtat de la forma

/<r0tE,N>dS:—/<a—B,N>dS,
s s Ot

icom que C i S sén arbitraries, en resulta ’equacié

0B

tE=——
o ot’

que és la versié diferencial de la llei d’induccié de Faraday.

La llei de Gauss i el caracter solenoidal del camp magnetic es mantenen per a camps que
depenen del temps. En definitiva, el sistema d’equacions resultant és

divE:ﬁ, rotE:—a—B,
€0 ot
OFE
diVB:O, rotB:u0J+u080§,

que sén les equacions de Maxwell. Aquest sistema d’equacions regeix tots els fenomens electro-
magnetics. A espai vuit, on p =01 J = 0, el sistema anterior es redueix a les equacions

divE =0, rotE:—a—B,
atBE
divB =0, rotB:uosOE.

La dependencia mutua de E i de B que es desprén de les equacions de Maxwell indueix a
considerar-los com aspectes parcials d’un tnic camp, el camp electromagnétic.
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Les equacions de Maxwell per a l’espai lliure permeten provar que els camps E i B satisfan la
mateixa equacié d’ones. En efecte, com que div E = 0, la llei d’induccié de Faraday i la llei
d’Ampere-Maxwell donen lloc a I’equacié segiient per a E:

AE

Raonant analogament per al camp B, s’ob
AB

Si definim c per la igualtat ¢ = poeg,

Vdiv E —rotrot E
(%)
—rot [ —

ot
2 rot B
ot? -’

ot
OFE
Ho€o
té que a ’espai lliure satisfa ’equacié d’ones

ot ot

0
0’E
Ho€o

0’B

ot? -

= Mo€o

les equacions d’ones per a FE i B s’escriuen de la forma,

AE = —

c2AB =

O’E
o’
0’B
e

Els potencials del camp electromagnétic

Com en el cas electroestatic i magnetoestatic, sovint és convenient utilitzar un potencial vector

per al camp B i un potencial escalar vin

culat a F i expressar les equacions de Maxwell en

funcié d’aquests potencials. Acabem aquesta seccié presentant les equacions que satisfan els

potencials electromagnetics.

Com que B és solenoidal, segons ’equacié de Gauss per al camp magneétic, B admet un potencial
vector, B = rot A, determinat llevat de camps conservatius (suposarem que estem en un recinte
simplement connex i sense forats). Per la llei d’induccié de Faraday se satisfa que

rot B = —— = ——

i, per tant, es té que

rot (

Pero, aleshores, el camp E + 0A/0t és un
que

E+

©

0B 0
5 8trOtA’
0A
E + E) =0.

camp conservatiu, és a dir, existeix una funcié ¢ tal

9A
5 =Vo.
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6.9. Equacions de Maxwell 229

A ¢ 1 A els anomenarem potencials electromagnétics.

Les equacions de Maxwell imposen les equacions que han de satisfer els potencials electro-
magnetics. Com que A estd definit llevat de camps gradients, tenim certa llibertat d’eleccié.
Imposarem que A i ¢ satisfan 'equacié

1 0¢

divAd = ——=—

2 ot’
coneguda com a condicid de Lorentz. En aquest cas, la llei de Gauss del camp electric déna lloc
a I'equacié:

0A
divE = div(-V¢-— E)
1 0%
= Mt Eem
G
€0 ’
és a dir, ¢ satisfa I’equacié d’ones no homogenia
19%¢ p
Ap— ——— = ——.
¢ c? 6t2 €0
D’altra banda, per la llei d’Ampére-Maxwell es té que
OFE
tB = J —
ro Mo + LoEo ot
0 0A
= J— = ga
pod = pogo 5, (V¢+ 6t>

0¢ %A
od — Mo&()v% - Mo%w )

pero, per la condicié de Lorentz, se satisfa que

rotB = rotrotA
= Vdiv4d — AA

1 06
V55 — A

Conjugant aquestes dues equacions, trobem que el potencial A satisfa ’equaciéd

1 9%4
e -

Observem que, formalment, les equacions que satisfan el potencial ¢ i el vector potencial A
son les mateixes. L’interes de la condicié de Lorentz rau en el fet que permet desacoblar les
equacions de Maxwell per a ¢ i A.

Si introduim 'operador dalembertia segons

62
D _A_wy
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230 Capitol 6. Els teoremes integrals i aplicacions

les equacions que satisfan ¢ i A sén

D ¢ = _ﬁa
€0
D A = —Moj.

Si coneixem els potencials electromagnetics, els camps E i B son

F=-vs- 2

ot ’
B =rotA.

6.9.2 Exemple Considerem I’equacié d’ones homogenia, [ ¢ = 0, és a dir,

0%
Ay — -5 = 0.
ot
Suposem que 1 és una solucié d’aquesta equacié que només depen de la distancia a ’origen.
Expressant la laplaciana en coordenades esferiques i com que ¥ només depen de r, ’equacid
anterior s’escriu de la forma

2 (0% 200\ 2% _
or2  ror o2

Es immediat comprovar que tota funcié de la forma

1 r
rt)=—f(t—-),
Yl t) = —f(t =)
on f és una funcié qualsevol, és solucié d’aquesta equacié d’ones. L’anomenarem un potencial
retardat de ’equacié d’ones. El nom prové del fet que interpretem que l'ona transporta la
densitat f(¢) amb un retard r/c.

El potencial retardat juga, per a ’equacié d’ones, un paper analeg al que representa la funcié
harmonica 1/r per a la laplaciana. De fet, les integrals

1 _
4meg r

1 _
4dme r

que son el substitut dels potencials newtonians en aquesta situacid, satisfan les equacions del
potencial electromagneétic.

Indiquem la prova de que ¢ satisfa 'equacié d’ones no homogenia [ ¢ = —p/ep: sigui R un
radi arbitrari i descomponem la integral que defineix ¢ en dues parts, segons

1 t—
4meg Br r TED

/ p(wayazat_r/c)dwdydzz¢R+¢IR,
R3—Bpg r
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6.9. Equacions de Maxwell 231

on Bpg és la bola de centre 'origen i radi R. La integral que defineix ¢/, estd ben definida (r
no és zero) i, per tant, satisfa ’equacié d’ones homogenia

O ¢k =0.
Quant a ¢r considerem la igualtat

1 t— — t 1 t
471—50 Br r 471'60 Br r

Si p és derivable amb continuitat respecte de t, la primera integral tendeix a zero quan R tendeix
a zero. Pero0 la segona integral és un potencial newtonia de densitat p i, per tant, se satisfa que

App=-L.
€0

Finalment, observem que la integral

o1
—— —dzdyd

tendeix també a zero amb R, d’on se segueix que ¢ satisfa I’equacié d’ones no homogenia.
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Apeéendix A: Taula de primitives

Per a la comoditat del lector, recollim en aquest apendix algunes de les primitives més usuals
que apareixen al llarg del text. Una taula molt més completa es troba al llibre Formulas y
tablas de matemdtica aplicada, citat a la bibliografia.

3. /(u'cosu) =sinu+C.

4. /(u’sinu) =—cosu+C.

n+1
5. /(ax+b)”:%+0, n#—1.

1
6. /(ax+b)7lzaln|a:n+b|+0.

7. /x(ax+b)_1:f—%ln|ax+b|+0.
a a
8 /;L"(a:n—l—b)ﬁ—i In|az + b| + b +C
' - a? axr +b '
1 1 T
/az(ax—l—b) Ena:n+b‘+c
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11.

/L”i”’:m/aﬂbw/

1
ar+0b

12.

a)/ L -2 arct \/M—H@C si b<O
x\/a:n—l—b_\/ & ’ '

b>/m

si b>0.

ar +b

‘\/ax+

13.

+C.

/ var + b
22

14.

11
a?+zx2  a

— arctg ad +C.
a

15.

1 p—
a2—az2_

1
—In
2a

r+a

+C.

r—a

16.

1
/ va? + x?

= Arg sinh%+0=ln‘ax+\/a2+az2‘+0.

17.

/\/a2+x2:

2
E\/(124—x2+a—A1rg sinh 2 + C.
2 2 a

18.

1
/x\/a2 T2z a

1 2 2
In a++vVa®+zx iy
T

19.

1

2 2
Vel e L e

z2Va? + 2?2 a’r

20.

| =

.z
= arcsin — + C.
a

21.

/\/az—ﬁ:

2
E\/a2 — 22+ & arcsin 2 +C.
2 2 a

22.

4
1
/352\/&2 -2 = % arcsin — — gsv\/ a? — x2(a® — 22%) + C.
a

23.

Vi — 22
— /a2 — 22 — nu +C
x

24.

Va2 — r2
xr2

. a? — 2
= —arcsin— — —— + C.
a T
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25

2 2
T a z 1
- _% o2 > _ 2
/ az_x2—2arcs1na 2:n\/a 2+ C.

1 1 Va2 =72
26. /7:——ln At I}
zva? — 2 a x
1 a? — x2
27. = — C.
z2v/a? — 22 a’x +
1
QS/WZArg COSh§+C:1n‘$+\/$2_G2‘+C.

29

2
. /\/$2 —a?dx = %\/xz—cﬁ —%Arg cosh£+C’.
a

30

4
. /332\/332—a2 = % (22° — a®) Va2 —aQ—%Arg cosh§+C.

31

32

Vz? —a? T
./7:\/x2—a2—aarcsec ‘—‘+C.
T a
[ 2 > _ 2
./xizazArg coshf—u—l-c.
z a x

33

x? a? T x
. Tt S22
/ $2_a2_2Argcosha+2 2 —a?+C.

34

1 T 1 a
— arcsec ‘—‘ +C = —arccos‘—‘ +C.
a a T

1
-/x\/ﬂ—az a

35

1 2 — a?

’ 2 2 7 2 +C.
TN T? — a a‘xc

36

1 _ . r—a + C
. 7\/@ = arcsin —a .

37

_ 2 _
. /\/2(131:—31:2:1j a\/Zax—x2+a—arcsin<x a>+C’.
2 2 a

38

+C.

2ax — 2 + a arcsin

/\/2&56—562_ T—a
' x B a

39

V2azr — z2 2a — . (T—a
=2 —arcsin | —— | + C.
T z a
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T T—a
40. /7:aarcsin —V2azxr — 22+ C.
V2azx — 22 a
1 1v2a—
A1, /7 =_-¥ETT L0
2V 2azx — 22 a
. 1
42. [ sinax = ——cosazx + C.
a
1 .
43. cosar = —sinax + C.
a
m /s T sin2ax+c
) in“ar = = — .
2 4a
9 T  sinZaz
45. cos“ar = — + +C.
2 4a
. —sin" taxcosaxr n-—-1 [ ., ,
46. sin ar = + sin azr.
na n
cos" tazrsinar n-—1 L
47. /cos” ar = + /cos” azx.
na n
b —-b
48. a) /sinaxcosb:v = _co;((;zib))az - CO;((S_ b)):v +C, o #b.
. . sin(a —b)z  sin(a + b)z 5 19
b bx = — b”.
)/smamsmax a0 2ath) a” #
_ sin(a —b)x  sin(a + b)x 5 , 19
c)/cosaxcosb:v— 3a—0) 2ath) a® #b°.
. cos2azx
49. /smaxcosax:— +C.
4a
sontl
50. /sin"amcosa:n _ o A +C, n#-1.
(n+1a
cosazr 1 .
51. - = —In|sinaz| + C.
sinar a
n+1
52. /cos”aa:sina:n -5 ar +C, n#-1.
(n+1a
sin ax 1
53. =——In|cosaz| +C.
cos ax a
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sin” ' azcos™ ax  n—1

54. / sin” ax cos™ ar =

+
a(m-+n) m+n

/ sin™ 2 az cos™ azx

n#—m (sin=—m, useu n.86.)
sl m—1
. sin”™ axrcos™ " ax m—1
55. / sin” ax cos™ ax =
a(m-+n) m+n
m # —n  (sim = —n, useu n.87.)

/ sin" az cos™ 2 azx

. 1 . T
56. w51nax:—2s1naa:——cosax+0.
a a

1 T .
57. rcosar = — cosax + —sinax + C.
a

a2

1
58. [ tg ax:—51n|cosaaz|+0.

1
59. [ cotg ax = —In|sinaz| + C.
a

60. 2

-+
o’

1
ar = —-tgar—x+ C.
a

1
61. cotg *axr = — = cotg ar — = + C.
a

1
62. [ sec ax = —In|sec ax + tg az| + C.
a

1
63. [ cosec ax = ——In|cosec ax + cotg az| + C.
a

1
64. sec 2ax = —tg ar + C.
a

2

1
65. cosec “ax = —— cotg ax + C.
a

1
66. arcsinaz = xz arcsinaz + -V 1 —a2z2 + C.
a

67.

— [ [~

1
arccosar = z arccosar — —\/1—a?z2 + C.
a
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1
68. /arctgaaz-axarctgaax—%ln(l-ka )+ C.
69/ +C.

_1pe
70/ ——+C, b>0, b#1.
alnb
71/ ax—1)+C’
72. / aw_ﬁ/mn—leaw
o .
73/ smbx—m(asinbx—bcosbx)+0.
ar
74/ cosbx—m(acosbxwLbsmbx)-FC.
75. /lnax—xlnax—x+0
n+1 anrl
76 / nlna:n— 11n(l$—m+0, n;é—l
-1 1 2
7. lnax—g(lnax) +C.
78/ =In|lnaz|+ C.
rlnax

79. /1nhax——coshax+0
80. /cosham-—smhaax—l—C

1
81. /xsmhax——coshax——2s1nhax+0

a

1
82. /azcoshaa:——smham—a—coshaa:—l-C
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1
83. /tanh ar = — In(coshaz) + C.

1
84. / cotgh ax = —In|sinhaz| + C.
a

1
85. / cosech ax = - In ‘tanh %‘ +C.
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Apeéendix B: Les funcions d’Euler

Al llarg del text hem suposat conegudes, en diferents punts, com ara quan hem establert la
férmula de Dirichlet, les funcions I' i B d’Euler. En aquest breu apéndix recordem la definicié
d’aquestes funcions, aixi com algunes de les férmules associades.

La funcié gamma: T’

Si z > 0, es defineix la funcié T" com la integral impropia

[(z) = / et dt.
0

La funcié T esta ben definida (en el sentit que és una integral convergent) per a tot x > 0, i és
una funcié C*° per a aquests valors. La propietat fonamental de T' és la relacié funcional que
estableix el resultat seglient.

Proposicié. I'(z + 1) = 2T'(z).

En efecte, el resultat se segueix d’integrar per parts:

00 00 00
/ e~ trdt = —t’”e_t‘ + w/ et dt = o ().
0 0 0

Com que I'(1) = 1, de la proposicié anterior se segueix que
T(n+1)=nl!.

A més, al capitol 2 hem provat que

d’on se segueix que
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242 Les funcions d'Euler

La funcio beta: B

Per a z,y > 0 es defineix la funcié beta d’Euler per

1
B(z,y) :/ t" (1 — )y at.
0

De les propietats de la funcié B destaquem:

Proposicio.
1. B(z,y) = B(y,2).
w/2
2. B(z,y) = 2/ sin?* = § cos® 1 9 dh.
0

[(z)l(y)
Iz +y)

00 VT 1
4. B = —Fd
(l'yy) /0 (1+v)x+y v

La primera propietat és clara. Quant a la segona, considerem el canvi de variable

3. B(z,y) =

t =sin?0, 0<o<m/2.

Aleshores, es té que

1 w/2
/ L —ty e = / sin?* =2 0 cos?¥ 2 -2sin f cos Hdh
0 0

w/2
= 2/ sin®” § cos® ! 0d6 .
0
Provem ara 3: en el producte I'(z)I'(y),
L'(2)(y) = et 1dt/ ety tat,
0 0

fem el canvi de variable t = u?, ¢t = v? i calculem la integral resultant utilitzant coordenades

polars:
o0 2 o0 2
/ e w2 udu / eV v 220dw
0 0

oo oo
= 4/ e~ v 2oy 2= gy
o Jo

['(z)C(y)

I
S~

2 [e%¢] 2
/ df / T2 g2 g 2 gin?Y T pdr
0 0

27T

Il
S—

oo
2
0521 9sin¥ "1 9d6 - 2/ e " P ty-lygy
0

= Bz,y)-T(z+y).
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Apéndix B 243

Deixem la quarta propietat com a exercici. [ |

La propietat 3, juntament amb el calcul de I' en els enters i els semienters, permet calcular la
funcié B en punts de coordenades enteres i semienteres. Per exemple,

o) G
69- -2t

Conjugant les propietats 2 i 3 trobem que

En particular,

Aixi, per exemple,

/ sin? f cos? 0dh = =
0 2 r
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Apendix C: Sistemes de

coordenades curvilinies

Recollim aqui les férmules dels operadors classics en sistemes ortogonals que hem provat al llarg
del text, aixi com diversos exemples de sistemes ortogonals de coordenades.

Sistema ortogonal de coordenades

Si (u,v,w) és un sistema ortogonal de coordenades, els coeficients de dilatacié es defineixen per

hi =l ull, b2 =llull, hs=|lewl,

i la base ortonormal associada és
1 1 1
€u = h_lSOua €y = h_2<Pva Cw = h_3<;0w-
Sigui f una funcié escalar i F' = Fye, + Fye, + Fye, un camp vectorial.

. 10 10 10
1. Gradient: Vf = h_18_56“+ h_g(‘)_q]je" + h_3£€w_
2. Rotacional:
1 (0(hsFy,) O(hoF,) 1 [0(mF,) O(hsFy) 1 (8(hoF,) 8(hFy)
hahs < - >€u+h1h3 < >€v+h1h2 ( > )

ow ou

ov ow ou ov

3. Divergencia: div F' =

1 O(hahsF,) N d(h1hsFy) N A(h1haFy)
hihyhs ou ov ow '

.1 (0 (hah3df\ | 0 (lh3df\ | O (hihy Of
4 Lapla(nana. Af o h1h2h3 <8’U, ( h1 8’U,> + 8’1} < hQ 811) + 8w < h3 8w>>

Coordenades cilindriques

r=rcosf, y=rsinf, z = z.

hlzl, hQZT', h3:1
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246 Sistemes de coordenades curvilinies

. Gradient: Vf:ﬂ r+l% 9+?

—

2. Rotacional:

1 <6FZ 6(rF9)> <6Fr an> 1 (a(er) BF,,>
~ - er + - )en+ - e
"

o0 0z 0z  or r\ or 08

. T _10(rF,) 10F, OF.
3. Divergencia: div F' = - -7 P

N

10 (0 167 0?
. Laplaciana: Af = - < 8715) + r_28—0]; +8—z];

Coordenades esferiques

r=rcosgcos, y =rcos¢gsinf, z = rsing¢.

hy =1, hg =rcos¢, hy =r.

of 1 af  19f
8r€r+rc0s¢80 oty r ¢ Ce-

1. Gradient: Vf =

2. Rotacional:

1 O0F,  O(Fycos¢) 1(0F, O(rFy) 1 d(r cospFy)  OF,
rcos¢<—_ ¢ >er+_<6—¢)_ or >60+rcos¢)< or B 69)64"

e 1 9(r*F,) 1 0F 1 O(cospFy)
. D : F=— —
3. Divergencia: div r2  Or + rcos¢ 06 + T COS ¢ O¢

, | ,0f 1 9f 18 of
4. LaplaCIana: Af = _28_ (7" E) + 7‘2 COS2¢W + 7‘2 Cos(ba_(b ( ¢6¢

Coordenades cilindriques paraboliques

1
wzi(uQ—UQ), y=uv, 2z=2z,

—o<u<oo, v>0 —-—o00o<z<o0,
h1:h2:\/U2+U2, h3:1

Les corbes coordenades sén paraboles homofocals amb un eix comti.
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Apendix C

247

Coordenades cilindriques eHiptiques

x =acoshucosv, ¥y =asinhusinv, 2z =z,

n>0, 0<v<2r, —00<z<,

hi = hy = a\/sinh2u+sin2v, hs = 1.

Les corbes coordenades sén ellipses i hiperboles homofocals.

Coordenades esferoidals allargades

x =asinh¢sinncosy, y = asinh&sinnsing,

>0, 0<n<m, 0<¢<2m,

z = acosh & cosn,

hi = hs = a\/sinh? € +sin> v, hs = asinh €siny.
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additivitat de la integral, 20
angle solid, 147

area, 18, 65, 161
en coordenades curvilinies, 41
en polars, 66
superficie, 105, 108
superficie de revolucié, 106

camp
conservatiu, 138, 141, 163, 176
electric, 117
electroestatic, 223
electromagnetic, 227
gradient, 122
gravitatori, 116
magnetic, 132
magnetoestatic, 224
newtonia, 201
que deriva de potencial, 123, 141
solenoidal, 186
camp vectorial, 115
pla, 116
canvi de variables, 38
centre de massa, 73
cinta de Moebius, 149
circulaci6 d’un camp vectorial, 131
coeficient de dilatacié, 193
condicié de Lorentz, 229
conjunt d’area zero, 15
conjunt, de volum zero, 22
conjunt estrellat, 187
convergencia absoluta, 55
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coordenades
cilindriques, 45, 46, 245
cilindriques elliptiques, 194, 247
cilindriques paraboliques, 246
eferoidals allargades, 247
esferiques, 47, 48, 246
ortogonals, 192, 245
polars, 38, 42

coordenades curvilinies, 38

corba
tancada simple, 155

corba associada, 88

corba regular, 95

corbes coordenades, 38, 99

corrent de desplagament, 227

criteri de comparacié, 55

dalembertia, 229
densitat, 70
derivada

local, 215

material, 215
derivada direccional, 121
descomposicié de Helmholtz, 214, 215
divergencia, 124, 127, 183, 197
domini elemental, 18
domini elemental , 22

element

de longitud, 95

de superficie, 105
equacié

d’Ampere-Maxwell, 227
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de Bernouilli, 222

de continuitat, 217, 219

de Laplace, 204

del moviment d’Euler, 220

d’ones, 228

de Poisson, 203, 204
equacions de Maxwell, 227

fluid
incompressible, 218
perfecte, 219
flux d’un camp vectorial, 145
font, 184
forma diferencial, 131, 145
férmula
de Dirichlet, 56

de Green
primera, 204
segona, 205

tercera, 205
de Simpson, 60, 62
dels trapezis, 59, 61
funcié
beta d’Euler, 242
gamma d’Euler, 241
hamonica
regular a l'infinit, 212
harmonica, 204
funcié integrable, 8, 11, 18, 52
funcié potencial, 123, 214

gradient, 195

integral, 11, 18, 22
de superficie, 109, 145
de trajectoria, 96
en un obert, 19
impropia, 52
funcié positiva, 53
superficie, 110
integral de linia, 131
integral iterada, 26, 28, 36

jacobia, 39

laplaciana, 129, 199

d’un camp vectorial, 129
linia de flux, 118
llei

d’Ampere, 225

de Biot-Savart, 133

de Faraday, 227

de Gauss, 202

del camp magnetic, 192

longitud d’una corba, 95

massa, 71

mitjana d’una funcié, 69
moment d’inercia, 77
monotonia de la integral, 19

operador nabla, 127
orientacid
compatible, 167
d’una corba, 135
d’una superficie, 149
de la vora, 167
orientacié oposada, 150

parametre arc, 95
parametritzacio
que inverteix l’orientacié, 150
que preserva l’orientaci6, 150
parametritzacions
oposades, 135
particié regular, 9, 21
potencial
electroestatic, 223
gravitacional, 83
logaritmic, 200
newtonia, 201
retardat, 230
potencial magnetic, 191
potencial vector, 186, 214
potencials electromagnetics, 229
pou, 184
principi de Cavalieri, 24
principi del maxim, 210
problema
de Dirichlet, 207
extern, 210
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de Neumann, 208
procés estacionari, 216

regié
sense forats, 190
simplement connexa, 155, 176
regi6 poligonal, 15
regla producte, 61
rotacional, 126, 127, 172, 199
d’un camp pla, 127

suma
de Riemann, 7
inferior, 10
superior, 10

sumes
superiors, 21

superficie
amb vora, 165
de nivell, 121
orientable, 148
orientada, 149
parametritzada, 99
regular, 100
revoluci, 102

teorema
canvi de variables, 41, 44
del rotacional, 168
divergencia, 179
Fubini, 26, 27, 31, 32, 36
Gauss, 179
Green, 156
Guldin, 75, 76, 112
Newton-Leibniz, 139
Steiner, 80
Stokes, 168
valor mig, 20
primer, 209
segon, 210
terme convectiu, 216
trajectoria, 87
equivalencia, 94
longitud, 90
longitud d’una, 89

oposada, 136
regular, 94
simple, 89

valor principal de Cauchy, 56
volum, 67, 183

cos revolucio, 67, 75
vorticitat, 173
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