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Introduccio

Estem a I’espai (R?) i els punts del domini tenen tres components: (x, y, z). El nostre domini
d’integracio, que anomenarem W, és una “regi6é” de ’espai, és a dir un cos en 3 dimensions
que ocupa un volum. La funcié que integrarem sobre el domini 3D sera t = f(x,y, z), que no
té representacio geometrica (seria una 4a dimensié!)

Objectiu

A partir del domini d’integracio W que ens descriuen a I’enunciat hem de definir els limits
d’integraci6 de les nostres 3 variables. Com?

1. La primera variable de constant a constant (de
namero a nimero)

2. La segona variable en funcié de la primera. Des

< <
d’una corba 2D a una altra corba 2D. hi(x) <y < by (x)

3. La tercera variable en funci6 de les altres dues.

s1(x,y) <z < s,(x,
Des d’una superficie 3D a una altra superficie 3D. 1wy) <z 2(%,7)

Notacio

w Domini 3D, delimitat per superficies.

W={(xy2) €R3 S(x,v,2) <0, S,(x,9,2) <0, ... }

S1, Sy, . Superficies que delimiten el volum. Una superficie a I’espai (R®) es descriu
amb una equacio.

S={(x,y,z) €eR3 S(x,v,2z) =0}

Cy, Cy .. Corbes a ’espai (R?), s6n la intersecci6 de les superficies que delimiten el
volum. Una corba a R3 es descriu amb dues equacions.

C1={(x:y»z) E]R3: S1(x'}’:z)=0, SZ(nyrZ)=O }

D Domini pla (2 dimensions) que s’obté en projectar el domini W sobre un
dels plans de projeccio. A D només apareixen 2 variables. Per exemple, si
projectem sobre el pla XY, obtenimD = {(x,y) € R?: .. }.

D= {(XﬁY) € RZ: Hl(le) S 0: }
dD Corba en el pla (R?) , és la frontera del domini pla D. Per exemple, si

projectem sobre el pla XY, obtenim D = {(x,y): ... } ilafrontera val:

oD = {(x,y) € R?: H(x,y) =0}



Exemple 1
“W és el domini de R3 tancat pelsplans:x =0, y=0, z=0 i §+%+§= 1.

Definir els limits d’integracié de les tres variables.”

O Ens descriuen el domini d’integracié W com a volum delimitat per superficies (4 plans).
1 Fem un dibuix en 3 dimensions del domini W

Per dibuixar el pla g + % + % = 1 busquem la intersecci6 del pla amb els tres eixos:
Per exemple, la interseccié de I’eixx (y = 0, z = 0) i el pla §+ % += = 1ésel punt (a,0,0).
Analogament trobem els punts: (0,b,0) i (0,0, c).

2 Projectem el cos W sobre un dels plans de projeccié (pla XY, pla XZ o pla YZ) i obtenim el
domini pla D, que depén només de dues variables.

En aquest cas triem projectar sobre el pla YZ i el domini pla D dependra només de z i y.
Idea: Fixeu-vos que el domini D és un triangle, delimitat per tres rectes: 1’eix z, ’eix y i la

recta r, que és la interseccio del pla= +2 += = 1 ambel plaZY (x = 0).
eixz= {(x,y,2): x=0, y=0} eixy = {(x,y,2): x=0,z=0}
_ ELY L E —ol= Y _
r= {(x,y,z). a+ +C—1, x—O}—{(x,y,z). b+c_1' x—O}

b
Cada recta esta descrita per dues equacions. D’aquestes dueS, només ens interessa aquella

equacio on apareixen les variables (y, z), perque estem projectant sobre el pla YZ , on x = 0.

D és el domini pla (R?) tancatpery = 0, z = 0i > +-=1



3 A partir del domini D definim les dues variables que hi intervenen. Fixeu-vos que aixo
consisteix a definir els limits d’integraci6 de dues variables a partir d’un domini 2D. Facil no?

o pla ZY (x = 0)
C

2
D y/ib+z/c=1
-
1 b ¥
Escollim definir la y de constant a constant. Per tant, la 'y va de 0 a b ( de nimero a nimero) i
lazdelarectaz=0 alarecta %+ % = 1 (que expressada en funcio de y és z(y) = c — %y)

Obtenim: 0<y<b
OSZSC—%y

4 Ja només ens falta definir la 3a variable. Tornem al dibuix 3D del domini W i fem rectes
paral-leles a I’cix de la tercera variable (variable que no apareix a D, en aquest exemple la x).
Mirem amb quines dues superficies S;(x,y,z) =0 i S,(x,y,z) = 0interseca (talla) i
expressem aquestes superficies com a funcions explicites de les dues primeres variables.

En el nostre exemple, la recta paral-lela a I’eix x intersecaamb el plax = Oiambel
plaz+7+2=1,

Expressem aquestes superficies en funcio de la y i la z:

x(y,z) =01 x(y,2) = a(—%—§+ 1)

Obtenim: 0O<sx<a(-y—-+1)

Solucio: 0<ys<b, 0sz<c—ry, 0sx<a(-7—-+1)

(formalment) W = {(x,y,z): 0<y<h, Osch—Ey, ngga(—%—§+1)}



Exemple 2

“Definir els limits d’integracié de les tres variables a partir del domini W de R3 ”
W= {(x,y,2): x?+y?<z?,2z<2-x*-—y%2,2>0}

O Ens descriuen el domini d’integracié W amb inequacions. Cada inequacio correspon a una
superficie.

1 Fem un dibuix en 3 dimensions del domini W. Per a cada inequaci6, dibuixem primer la
superficie (agafant la inequacioé com si fos una igualtat) i després ens quedem amb la “part” de
’espai R3 que ens indica el sentit ( < o =) de la inequacio.

En I’exercici: x? + y2 = z2 és un con i la desigualtat < ens indica la part interior del con.

z = 2 — x? — y?2 és un paraboloide cap per avall, que passa pel punt (0,0,2) i la desigualtat <
ens indica la part inferior. z = 0 és el pla horitzontal i ens quedem amb els punts d’altura
positiva.

2 Projectem el cos W sobre un dels plans de projeccid ( pla XY, pla XZ o pla YZ ) i obtenim el
domini pla D, que depén només de dues variable ( per tant, D és la projeccié de W sobre el pla
XY) .

En aquest cas triem projectar sobre el pla XY i el domini pla D dependra només de x i y.

Idea: fixeu-vos que la frontera de D correspon a la projeccié de la corba C! Aixo ens
simplificara molt el problema, perque nomes haurem de projectar la corba C sobre el pla XY.



Busquem la corba C, que és la interseccio de S1 i S».
C={(x,y,2): x?+y?=2%2, z=2—x%>—y% ambz > 0}

Per trobar la projeccio de C sobre el pla XY només s’ha de trobar quina és la relacio entre les
variables (x, y) dels punts que pertanyen a la corba.

Per tant, jugant amb les dues equacions inicials que defineixen C hem de trobar una nova
expressié on només apareguin la x i lay. Com?

I B P B Nt
z=2—x?—1y? z=2—2z2 z=1, z==2(z2=0) z=1

Jaestal x2? 4+ y? =12 éslaprojeccio de la corba C sobre el pla XY i, com hem vist en fer en
fer el dibuix, la projeccié de la corba C és la frontera de D (anomenada dD)

D = {(x,y): x*+y*=1}
Per tant el domini pla D és:
D ={(x,y): x2+y?<1}

3 A partir del domini D definim les dues variables qui hi intervenen. Fixeu-vos que aixo
consisteix a definir els limits d’integracié de dues variables a partir d’un domini 2D. Facil no?

pla XY (z = 0)
Y

4 a partir de C
A
-1 yl .;)C

1

Escollim definir la x de constant a constant. Per tant, la x vade -1 a1l ila y va de la part
inferiorde x? +y% =1 alapartsuperiorde x?+y?=1.

Expressant la y en funcié de la x: la part inferior és y(x) = —V1 — x2 i la part superior és
y@) = VT

Obtenim: -1<x<1

—V1-x2 <y <V1-—x2




4 ja només ens falta definir la 3a variable. Tornem al dibuix 3D del domini W i fem rectes
paral-leles a 1’eix de la tercera variable (variable que no apareix a D, en aquest cas la z).
Mirem amb quines dues superficies S;(x,y,z) =0 i S,(x,y,z) = 0interseca (talla) i
expressem aquestes superficies com a funcions explicites de les dues primeres variables.

En el nostre exemple, la recta paral-lela a I’eix z interseca primer amb el con  x? + y2 = z2 i
després amb paraboloide z = 2 — x? — y2. Expressem aquestes superficies en funcio de la y

ilax: z(e,y)= Jx2+y2 i z(x,y)=2-—x%—y?

Obtenim: [x2+y2 <z <2—x%—y2
Solucio: —1<x<1, V1I-x2<y<Vi—-x%, x2+y2<z <2-x?—y?

(formalment) W= {(x,y,2): —1<x<1,-V1—-x2<y<+V1-2x2, ..
Vx?2+y?2<z SZ—xz—yz}

Exemple 3 - Canvi a polars per definir D

Tornem a I’exercici de I’Exemple 2:

“Definir els limits d’integracié de les tres variables a partir del domini W de R3 ”
W= {(x,y,2): x?+y?<z?,2z<2-x*-—y%,2>0}

Imagineu que ja hem dibuixat el domini W i hem trobat D, que és la projecci6 del domini W
sobre el pla XY.
Tot aixo0 seguint exactament els mateixos passos explicats a I’apartat Exemple 2.

Hem arribat a: D = {(x,y): x> +y?<1}
I ara comenga la part “nova” o “diferent” ...



3’ Partim de: D = {(x,y): x*?+y?><1}

Fixeu-vos que aixo és un cercle. Per tant, en lloc de definir-lo en coordenades cartesianes (x, y)
(com hem fet abans) podem fer un canvi de variables i utilitzar coordenades polars (r, 6).

Recordeu que les coordenades polars funcionen molt bé si treballem amb cercles!
Femelcanvi: x =rcos(8) y=rsin(d) ambr>0i0<0<2m

| la regio D* en les noves variables sera: (ben facil!):
D* = {(r,0): 0<r<1, 0<6<2m}

(Per trobar D* només hem d’aplicar el canvi de variables sobre les inequacions que defineixen
Ditenirencomptequer >0 i0 <0 < 2m)

Per tant els nous limits d’integraci6 son:
0<r<i
0<6<2n

4’ En I’Exemple 2, treballant amb coordenades cartesianes hem definit els limits d’integracid
de la variable z des del con fins al paraboloide. Ens ha quedat:

Jx2+y2<z <2-—x%—y?

Pero aquest cop, quan hem definit el domini D hem decidit fer el canvi de variables (x,y) —
(r, 8) per simplificar el problema.

x =rcos(f) y=rsin(0)
Per tant ara hem d’aplicar el mateix canvi de variables sobre els limits d’integracio de la
variable z! (Es adir, aplicar el canvi de variables sobre les superficies que delimiten el volum)
Obtenim:

r<z <2-r?

Més senzill no?

Solucio: 0<r<1,0<60<2n,r<z <2-r?

(formalment) W* = {(r,0,2z): 0 <r<1,0<60<2m,r<z <2-71?%

Important: No oblideu que hem fet un canvi de variables i ja no estem treballant amb

coordenades cartesianes. Per tant, hem d’afegir el Jacobia | = r a I’hora d’integrar!
(dxdy = r drd@): dV = dxdydz =r drdfdz



Exemple 4

Tornem un altre cop I’exercici de ’Exemple 2:

“Definir els limits d’integracié de les tres variables a partir del domini W de R3 ”
W= {(x,y,2): x?+y?<z?,2z<2-x*—y%2,2>0}

Es el mateix exercici que abans, pero ara definirem el domini seguint un ordre diferent, és a
dir, projectant sobre el pla YZ en comptes del pla XY, com haviem fet préviament a I’Exemple

2.

Els passos 0 i 1 sén exactament iguals que en la resolucié de I’Exemple 2. Torneu a revisar-
los abans de continuar!

0 il .Jahem fetel dibuix del domini W.

2 Aquest cop projectem el cos W sobre el pla ZY i obtenim el domini pla D, que dependra
nomésde yiz.

Idea: en aquest cas, la projeccié D esta delimitada per les interseccions (L1 i L2) de les nostres
superficies (S11S2) ambelplaYZ (x = 0).



Les interseccions son corbes, anem a buscar-les!

Interseccio de:
ConambelplaYZ: L; = {(x,y,2): x?+y?=2z?, x=0, z=>0}
Li={(oy2): y*=2°, x=0, 220}
Paraboloide ambelplaYZ: L, = {(x,y,2): z=2—-x>—y%2, x=0 ,z>0}
L,={(x,y2): z=2—-y*, x=0 ,z2=20}

Cada corba (L1 i Lo) esta definida per dues equacions. D’aquestes dues, NnOmés ens interessa
aquella equacio on apareixen les variables (y, z), perqué estem projectant sobre el pla YZ , on
x = 0. L’equacio del con y? = z?2 defineix duesrectes:y = ziy = —z.

D és el domini pla (R?) tancatper y =z,y=—z, z=2—-v%iz>0

3 A partir del domini D definim les dues variables que hi intervenen. Fixeu-vos que aixo
consisteix a definir els limits d’integracié de dues variables a partir d’un domini 2D. Facil no?

pla YZ (x = 0)
Z
2| z=2-y?
1' 2!
P2\
Dl 1 2
=-y Z=y
|
0 y

Bé, aquest domini no és tan facil. L’hem de dividir en dos trossos: D = D; + D,.

Definim la z de constant a constant. (En el segiient pas veurem perqué és millor triar aquest
ordre).

Enel domini Dy, lazvadeOalilaydelarectay = —zalarectay = z.

En el domini D2, laz vade 1a2 i lay del cantd esquerra del paraboloide z = 2 — y? al cantd

dret. Expressant la y en funcid delaz:layvade y(z) = —vV2—zay(z) = V2 — z.

Obtenim: D =D; + D,
D 0<z<1, —z<y<z Dx1<z<2,—V2-z<y<+\2-z



4 Ja només ens falta definir la 3a variable. Tornem al dibuix 3D del domini W i fem rectes
paral-leles a 1’eix de la tercera variable (variable que no apareix a D, en aquest cas la x).
Mirem amb quines dues superficies S;(x,y,z) =0 i S,(x,y,z) = 0interseca (talla) i
expressem aquestes superficies com a funcions explicites de les dues primeres variables.

En aquest exemple, hem dividit el domini D en dos subdominis D1 i D2. Per tant, ara hem de
buscar els extrems d’integracio de la variable x a D1 i D2 per separat .

Sobre el domini D, la recta paral-lela a I’eix x interseca primer amb la part de darrere del con
x% + y? = z? i després amb la part de davant del mateix con. Expressant aquestes superficies

enfunciédelayilaz laxvadex(y z)= —/z?—y? ax(y,z) = z%—y?

Sobre el domini D, la recta paral-lela a I’eix x interseca primer amb la part de darrere del
paraboloide z = 2 — x2? — y? i després amb la part de davant del mateix paraboloide. Per tant,

laxvade x(y,z) = —J2—z—y%?a x(y,z) =2 —2z—y?

Obtenim: Sobre Di:  —/z2—y? < x < \[z2—y?
Sobre Dy —y/2—z—y2<x< —J2—2z—y2

Solucio: W=Ww +W,
Wi 0<z<1, —z<y<z,—z?2—y?2 <x <. z?—y?
Wa: 1<2<2, \2—2z<y<V2—-2z, —\J2—-2—-y2<x< J2—-2z—y2

Formalment

W, = {(x,y,Z):O <z<1,-z<y<z, —/z2—y? ng,/zz—yZ}
Wz:{(X,y,Z):1SzS2, —V2—z<y<svVi2-z,..

,—J2—z—y2<x< J2—z—y?}
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Exercicis

Exercici 1
W és el domini de R3 tancatper: y=3x, y?+z2=9,x=0iz=0amb z>0i x>0

a. Definir els limits d’integracio de les tres variables projectant sobre el pla YZ
b. projectant sobre el pla XZ
C. projectant sobre el pla XY

Nota: y2 + 7% =9 ¢ésun cilindre extruit al llarg de I’eix x. Estem a R3, per tant, y = 3x és
un pla, no pas una recta!

Exercici 2
Definir els limits d’integracié de les tres variables a partir del domini W de R®
1
W= {(x,y,z); x? +y? SZSx+y+§}

a. Treballant sempre amb coordenades cartesianes.
b. Fent un canvi de variables que ens permeti expressar el domini pla D de manera mes
facil.
, . . 1,
Nota: x?+ y? =z és un paraboloide i z = x +y + - és un pla.
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