CALCULO 1II, INDUSTRIALES.

JORGE JIMENEZ URROZ

1. FOrMULAS DE CUADRATURA

Hay funciones que, a pesar de ser integrables, no admiten ninguna primitiva
que se pueda representar en términos de funciones elementales con lo que para su
evaluacién necesitamos métodos de aproximacién del calculo de integrales. Asi pues
se trata de aproximar numéricamente la integral

i /  Fa)de.

Ahora bien, si f se aproxima bien por un polinomio p(x), entonces la integral I
tendra un valor aproximado a

J= / " (o).

El primer paso seria aproximar la funcién por un polinomio de grado 1 que coincide
con f en los extremos del intervalo

p(e) = f(@) + LT g
Integrando obtenemos
b— b—
I = 2= fla) + =5 f(b).

El polinomio es comparable al polinomio de Taylor, con lo que el error que se
comete es del orden de (b — a)3. Si queremos mejorar la aproximacién utilizamos
un polinomio de grado 2 que interpole la funcién tanto en los extremos del intervalo,
como en el punto medio.

pe) = @)+ (o -y LD 4 OO (ORI iy,
Lo cual nos da el siguiente valor para la integral
7= ")+ 2D a2+ P,

con un error del orden de (b — a)®. Se podrian obtener polinomios interpoladores
que aproximan a la funcién en puntos equidistribuidos a lo largo del intervalo dando
lugar a las férmulas de Newton-Cotes. Todos estos métodos dan como resultado
aproximado de la integral una férmula del estilo

(1) I%Zwif(xi),

1
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con lo que basta dar los pesos wy,...,w, y los nodos z1,...,x, para obtener el
valor de la integral. Para mejorar la aproximacién en vez de considerar nodos
equidistribuidos consideramos puntos méas generales.Asi pues, tomando un poli-

nomio interpolador de Lagrange en los nodos z1,...,x, queda
n n
T —x,
p) =3 feo]] o=0 =2 S Lita)
i=1 ALt J i=1

y el valor aproximado de la integral serd el de la férmula (1) con

(2) w; = / ’ Li(z)dx.

Ejemplo. Usando a regla de Simpson calculamos numéricamente el valor de la

integral
1
38
I= [ 32%422%==.
/_1 x4+ 2x 5
En este caso se tiene
g 10
=3

El objetivo es encontrar los nodos de forma que la integral de el valor aproximado
con el menor error posible con un polinomio del grado menor posible. Este es
el que se llama método de cuadratura. Partimos de los polinomios de Legendre,
polinomios solucién de la ecuacién diferencial

(1 = 2®)P.(x)) +n(n+1)P,(z) = 0.

Concretamente se tiene la formula explicita

[n/2] k
(=1)"(2n — 2k)! —2k
P, "
() kz:;) 9nkl(n — k)l(n — 2k)!"
En particular, degP, (z) = n. Los primeros polinomios tienen las férmulas
Po(.T) =1
Pi(z)==x
1
Py(z) = 5(3:,:2 —-1)
1
Ps(x) = 5(5:03 —3x)
1
Py(z) = g(35:# — 3022 + 3)

Teorema 1. Los polinomios de Legendre son ortogonales, es decir, para n # m, se
tiene

/1 P, (z) Py (z)dz =0

-1

Prueba. Multiplicando por P, y P,, respectivamente la ecuacién diferencial de
cada uno de ellos y restando queda

n(n-+1) = m(m+1))Py(2) Pon() = (1= 2%)Ply(2)) Pa(x) — (1~ 2%) P (2)) P ()



CALCULO II, INDUSTRIALES. 3

Desarrollando e integrando obtenemos
1

(n(n+1) — m(m + 1)) / Pala)Pala) =
/1 —2zP,(z) P!, (z)dr + /1 (1 —2*)P,(z)P" (z)dx +

-1 -1

+ /_1 22 Py, (z) P! (z)dx — /_1(1 — 23 P, (z) P! (z)dx =

= (=AP@P@L, ~ [ (=) PL P ) -

(=P )P, + / (1 - 22) Pl (@) Py (x)de = 0

—1

Como consecuencia se tiene para todo n < m,

1
/ 2" Py (x)dz = 0.

~1
Teorema 2. P,(x) tiene n raices reales simples todas en el intervalo [—1,1]

Si tuviese menos raices, supongamos m formamos un polinomio de grado m con
una raiz en cada uno de los ceros como combinacién lineal de polinomios de Legendre
de grado menor, que se puede pues los polinomios de Legendre son linealmente
independientes, luego forman una base. El producto de este por P, no cambia de
signo en el intervalo [—1, 1], lo cual no puede ser pues es ortogonal a el .

Teorema 3. (Gauss) Sean x1,...,%, los ceros del polinomio P, (x). Entonces La
formula (2) con x1,...,x, los ceros de P,(x) es exacta para polinomios de grado
2n —1

Prueba. Dividiendo f entre P, queda f = qP, + r, con lo que

n

/_11 f(z)dx = /_11 qP, + rdx = /_11 r(z)de = ;wlr(l‘z)’ - z:;wlf(xz)

donde hemos utilizado las férmulas de ortogonalidad.

Para cambiar de intervalo se utiliza un cambio de variable mu +n = x tal que
n—m=a, m+n=~>con lo que

/abf(x)dx = m/_llf(mu—i—n)du

Ejemplos. Féormula de cuadratura con tres nodos. El polinomio tiene que ser
ortogonal a 1 y a 22, asi que si le tomamos c323 + ¢ lo serd por ser impar el
producto. Falta que sea ortogonal a x con lo que

1
/ z(csaz® + crx)de = G a_ 0,
1 5 3

o bien ¢3 = 5, ¢; = —3, es decir el polinomio es Ps(z) = 523 — 3z. Sus raices son
—+/3/5,0,4/3/5. Para encontrar los pesos, basta con integrar contra polinomios
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de grado hasta 5 y resolver el sistema

1
2:/ 1dSC:’lU1+UJ2+IU3
—1

1
0:/_1xdx:w1(— 375) + ws(+/3/5)

2/3 = / 22dr = w1 (3/5) + ws(3/5)

-1

quedando wy = w3 = 5/9,wy = 8/9 y la férmula de cuadratura serd

1
[ ra)dn ~ 551 (=V/35) + 850+ 5(/575)

Tomando el polinomio 3z* 4 222 efectivamente nos da un valor exacto. Tomando
f(x) = 2210 — 625 — 2% + 322, queda

1
/ f(z)dz ~ 0.3328,
—1

mientras que el valor exacto es 96/385 ~ 0.24935

2. SERIES DE FOURIER.

Aparecen como una generalizacién de espacios vectoriales de dimensién infinita,
con el objetivo de escribir cualquier funcién suficientemente buena como combi-
nacién lineal, infinita, de los elementos de una base de funciones. Asi pues vamos a
generalizar los conceptos que a conocemos de los espacios vectoriales de dimensién
finita sobre R o C, R™ o C™.

Definicién 4. Un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K, (que en nuestro caso
serd R o C), es un conjunto con las siguientes propiedades.

(1) V es un grupo abeliano respecto de la suma.

(2) a-veV paratodoae K,veV yl-u=u.

(3) Se cumplen la propiedades distributivas (a + b)u = au + bu, y a(u + v) =
au + av. Ademds (ab)u = a(bu) para cualesquiera a,b € K, u,v € V.

A los elementos de un espacio vectorial se les llama vectores.
Ejemplos. R”, C", Ri[z], C"(R)..
Definicién 5. Dado un espacio vectorial sobre C, una aplicacion <,>:V xV — K
es un producto escalar, si
(1) Definida positiva < v,v >> 0y < v,v >=0 si y solo si v =0.

(2) Hermitico < u,v >=<v,u >
(3) Sesquilineal < au+bv,w >=a < u,w > +b < v,w >.

Observacién. Cuando el espacio vectorial es sobre R, sesquilineal se convierte
en lineal, y Hermitico en simétrico.

Ejemplo 6.
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El espacio C™ con el producto escalar < u,v >= Y7 | u;7;. Sobre los reales
tenemos R™ con el producto escalar < u,v >= | u;v;.

Ejemplo 7.

En el espacio de las funciones continuas sobre un intervalo [a, b], C|[a, b], se puede
definir el producto escalar

b
<f,g >:/ fogdz.
a
Ejemplo 8.

Se define el espacio L?[a, b] como es espacio cociente de las funciones de cuadrado
integrable, (se utiliza la integracién Lebesgue),

b
< fif>= / | Pdz < oo,

cociente las funciones no nulas en un conjunto de medida nula.
Definiciéon 9. Una norma asociada a un espacio vectorial real o complejo es una
aplicacion || - || : V. — R* tal que

(1) ||v|| >0, y sdlo es cero siv = 0.

(2) fu+of] < [lul| + []o]l,

(3) llav|| = [all[v]]-

Dado un producto escalar, se tiene una norma asociada ||[v|| = /< v,v >.
Teorema 10. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
| <w, o> | <|lull -]

Prueba. Por ser el producto escalar definido positivo, y sesquilineal, se tiene
para cualquier ¢ € R,
0 <<uttv,u+tv>=||ul|* +2Re(t < u,v >) + [t|*||v]|?

y escogiendo t = — ﬁﬁ)ﬁ; , obtenemos

| <u,v>?

0§||u||27 HU||2 )

que nos da el resultado.

Corolario 11. (Desigualdad triangular) Sea ||z|| = /| < z,z > |. Entonces
[+ f| < ful] + o]l

Prueba.
llu+o|? = <utov,u+v>=|ul*+2Re(< u,v >) + ||v]|?
<l +2f <wv > [+ ol < Jlull® + 2fful] - [lol] + [ [v]]*
= (Ilull + vl

Definicién 12. Una distancia asociada a un espacio vectorial real o complejo es
una aplicacion d : V x V — RY tal que
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d(u,v) >0, y sdlo es cero si v = u.
(2) d(u,v) < d(u,w) + d(w, v),
d(u,v) = d(v,u).

Dada una norma, se tiene la distancia asociada d(u,v) = |ju — v||.

Dado que estaremos estudiando espacios de dimensién infinita, la forma de es-
cribir una funcién como combinacién lineal de otras se podra utilizando infinitos
elementos y, por tanto, el concepto de limite. Nos interesa saber en que sentido la
combinacién lineal converge a la funcién dada.

Definicién 13. En un espacio normado X, una sucesion {x,} converge a x si
||z — || = 0  cuando n — co.

En particular si {¢n}n>0 C X una sucesion infinita. Entonces x =) any si

N
ngnoo [z — Zan(an =0.
n=0

Ejemplo.
Si tomamos en C([0,1]) las funciones z,(t) = t", tenemos
1 on+1 |1
t 1
/ |t|?"dt = = -0,
0 2n+1), 2n+1

con lo que x,(t) converge a la funcién 0. Obsérvese que, si cojemos el valor de
xn(t) para cualquier ¢ € [0, 1), el limite es 0, mientras que x,,(1) — 1, con lo que el
limite puntual de esta sucesién de funciones no es continua. De ahi la necesidad de
introducir el espacio L?[0,1]. Este, sin embargo, es un espacio completo y el limite
de funciones en L? es una funcién de L2.

Al igual que en C", necesitamos encontrar una base de L? y un método de escribir
cualquier funcién como combinacioén lineal de los elementos de la base.

Definicién 14.
(a) Se dice que dos vectores x,y son ortogonales si < x,y >= 0. Se dice que

son normales si ||x|| = 1.
(b) Una sucesion {x,} es ortogonal si < Tp,Tm >= 0 si n # m. Se dice
ortonormal si, ademas, ||x,|| = 1 para todo n € N.

Ejemplos. La sucesién ﬁ{emt} es una sucesion ortonormal en L?[—m, 7).
En efecto si n # m se tiene
2m

2m ) ei(n—m)t
elnte—zmtdt — — 07
0 n—m 0

27 ) )
/ et dt — o,
0

mientras que si n =m
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La sucesién Ty (t) = \/%, Tn(t) = ﬁ cos(nt), yn(t) = #sen(nt) es una sucesion
ortonormal en L?[—, 7.

En efecto, teniendo en cuenta que sen((n+m)t) = sen(nt) cos(mt)+sen(mt) cos(nt),
y que cos((n + m)t) = cos(mt) cos(nt) — sen(nt)sen(mt), se tiene para 0 < n # m,

2 2m
/ sen(nt)sen(mt)dt = / (cos((n —m)t) — cos((n +m)t))dt = 0,
0 0
/ i cos(nt) cos(mt)dt = / W(cos((n + m)t) + cos((n + m)t))dt = 0,
0 0

/ ' sen(nt) cos(mt)dt = / Tr(sen((n + m)t) — sen((n + m)t))dt =
0 0
= (cos((n —m)t) — cos((n +m)t))[Z" =0,

mientras que
2 2m 1 1
/ sen’(nt)dt = / — — —cos(2nt)dt =,
27 27 1 1
/ cos?(nt)dt = / — + = cos(2nt)dt =,
0 0

2 2
27
/ 1dt = 2m,
0

Teorema 15. (Ortonormalizacion de Gram-Schmidt) Sea {x,} = {z1,...,2n, dots}
una sucesion finita o infinita de vectores linealmente independientes de un espa-
cio de Hilbert. Entonces existe otra {¢n} = {¢1,...,bn,...} ortonormal tal que

L({zn}) = L({dn})-

Prueba. Tomar gbl = $1/||$1||, YYn = xn_Z?;ll < xn»¢i > Qj)ia (bn = yn/HynH

Ejemplo 16.
Tomar x, = t" en L?[—1,1], y calcular hasta ¢5. Empezamos con y; = 1, que

tiene norma
1
lonll? = | vat =2,
-1

con lo que ¢; = 1/4/2. Ahora yp =t— < t,1 > 1/2, y como
1
<m1>:/)Mt:Q
-1

nos queda ys = t, que tiene como norma

1
2
2 2
= [ #dt=2,
I I

¢2 = \/3/2t.

con lo que
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ys =2 — 5 < 31> =3 <2t >t <t} 1 >=2 <ttt >=0, con lo que

ys =t — 3,y |lysl|* = 8/45.

45 3 1
T t?’—§ <t3,(t*—1/3) > (752—1/3)—5 <t3,t>t—5 <t3,1>
3
= P -t
5
que tiene como norma ||y4||> = 8/175., y de la misma forma se obtiene

6 3
t)y=tt— 2+ =
ys(t) 7 +35

que tiene como norma ||ys||? = 128/11025.

Definiciéon 17. Se dice que un espacio vectorial es separable si hay un sistema
numerable denso.

(a) Todo sitema numerable denso se llama un sistema completo.

(b) Si{¢n} esun sistema ortonormal completo, se dice que es una base ortonor-
mal.

(c) Six=>, andn, entoncesy andy se llama serie de Fourier de x respecto
a {¢pn}, y ayn el coeficiente de Fourier n-ésimo.

Teorema 18. Sea X un espacio Euclideo sobre K, {¢,} un sistema ortonormal y
r =) anPn. Entonces a, =< x,¢, >.

Prueba. Si multiplicamos por ¢,, se tiene

< Zan¢n7¢m >= ngnoo Z On < Ony Gy >= Q.
n

n<N

Ejemplo 19.

L?[a, b] es un espacio separable, y {1, sen (If_—“ana:) , COS (lf_—”anx)} es un sistema,
completo. Es decir, toda funcién z(t) € L?[a,b] se puede expresar como z(t) =
ano Gy, COS (%nx) + Zn21 b, sen (li—”anx)

Si el sistema {1,,} es ortogonal, pero no ortonormal, entonces {¢, }/|[{¢n}|| es

ortonormal y
T = Z An P -
n
teniendo en cuenta que a,, =< z, ¢, >, nos queda

m:Z<x7¢n>¢n=Z<x’wn>¢n,

l9nl[?
<z,Pn>

Y oz son los coeficientes de Fourier respecto al sistema {1, }.

n

Ejemplo. {e""} es un sistema ortogonal completo en L*[—m, ). Como ||e'"||? =

27, tenemos que para cualquier funcién de L?[—n, 7]

z(t) = Z ape'™,

n>0
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donde
1 U

= — z(t)e " *tqt.
2 J_,

Qg

Esta se denomina la serie de Fourier compleja de z(t). Por otro lado considerando el
sistema ortogonal {1,sen(nt),cos(nt))} tenemos la serie de Fourier trigonométrica

x(t) = Z an cos(nt) + Z bpsen(nt),

n>0 n>1
donde
Lo
a0 = 5 . x(t)dt
L
i = / a(t)cos(nt)d

by, = 1 /Tr x(t)sen(nt)dt

-7
Ejemplo 20.

Encontrar la serie de Fourier trigonométrica de la funcién z(t) =t en L?[—m, 7).
En este caso

us

1
= — tdt =0
ag o0 )

integrando por partes con t = u, cos(nt)dt = dv se tiene

—T

™ s

1
- — sen(nt)dt = 0,

e T )

1 (7 1
ap, = 7/ t cos(nt)dt = —tsen(nt)

m ™

—T

y por tultimo, integrando de nuevo por partes con ¢ = u, sen(nt)dt = dv, se tiene

1 /™ 1 B 1 (7 2
by = - LW tsen(nt)dt = — %t cos(nt) - + — LW cos(nt)dt = (71)”“5,
Por tanto, la serie de Fourier pedida es
(_1)n+1
2 e t).
g - sen(nt)

n>1

Teorema 21. {¢,} es un sistema completo si y solo si v = 0 es el dnico vector
ortogonal a todo el sistema.

Observacion. Que esté completo quiere decir que no falta ningiin elemento en
el sistema. Si, por ejemplo, quitamos el 1 al sistema del ejemplo anterior, entonces
1 serd ortogonal a todo el sistema y no es el vector cero.

Teorema 22. (de Pitdgoras)Si x e y son ortogonales, entonces

[l + ylI? = [l]* + [y [

Prueba.
|z +yll? =<z +y,2+y>=|z|]” + 2Re < 2,y > +|]y|* = [|z||* + ||y]|*.

Como consecuencia se tiene el siguiente teorema
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Teorema 23. Un sistema ortonormal {¢,} es completo si y solo si para todo x € X
lzll> = I <a,6n > .
n

Prueba. Si es completo, entonces todo elemento de x se escribe como x =
Yon < T,0n > ¢p. Ademas es inmediato ver que x — sy es perpendicular a ¢,
para cualquier n < N, y por tanto al espacio generado por < ¢1,...,¢n > y en
particular a sy con lo que por el teorema anterior se tiene

llzl* = [l = snl* + [IsnI%,
y tomando limite cuando N — oo se obtiene el resultado ya que ||sy||*> = >, o x| <
x, ¢, > |?. Por el contrario, si -

][> =D <@, > I,

n
entonces
|z = snll* = [l2]|* = [|sn|[?
que tiende a cero por hipdtesis, demostrando el resultado ya que el tinico vector de
norma cero es el cero.

En general, si el sistema no es completo, se tiene una desigualdad

Teorema 24. (Desigualdad de Bessel) Si {¢,} es un sistema ortonormal entonces
Dol<adn> P <l
n

Prueba. Basta con aplicar de nuevo el teorema de pitagoras con x — Sy y Sy
y observar que
||z — sn]|| > 0.

Corolario 25. Si a, es el coeficiente de Fourier de x € X, con respecto a un
ststema ortonormal, entonces lim,, s a, = 0.

Teniendo en cuenta que sy es perpendicular a < ¢q,..., 0N >, tenemos

Teorema 26. Sea {¢,} un sistema ortonormal. Entonces, para cualquier {d,} C
K, y cualquier x € X se tiene

e = snll < [le =) dugnll-
n<N
Observacion. El teorema anterior nos dice que la serie de Fourier es la mejor
aproximacién a x por elementos generados por {¢,}.
Prueba. Sea Dy =3,y dn¢p. Como
r—Dy=x—sy+sy—Dn,
ydy — sy €< ¢1,...,0N >, entonces ¢ —sy L Dy —sy y
llz = Dy |* = llz — sn|* + [[sn — Dn[I* > ||z — sn[*
Ejemplos. Encontrar la mejor aproximacién de la funcién escalén wu(t) por un

polinomio de grado 4 en L?[—1,1]. En este caso tenemos el sistema ortonormal
dado en el Ejemplo 16, y la mejor aproximacién serd

5
> <ult),y > ||y3”||2 = —175/160(t>—3/5t)+3/4t+1/2 = —175/160t>+45/32t+1/2.
i=1 i
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2.1. Series de Fourier trigonométricas. FEn el caso de la serie de Fourier trigonométrica,
la convergencia se puede entender en sentidos mas precisos

Teorema 27. Sea Z : [—m, 7] — R. y x su extensidn periddica a R. Si z es
continua a trozos y tiene derivadas laterales en ty, entonces

to) " +a(to)”
M =ag + Z a, cos(ntgy) + Z bpsen(nto).
n>1 nz1

Ejemplo. Encontrar la serie de Fourier trigonométrica de la funcién 27-periddica
definida como z(t) = e’ en el intervalo —7 < ¢t < 7. Usarla para determinar el valor
de la cosecante y la cotangente hiperbdlicas en .

Los coeficientes de Fourier son
1 (7 senh(w
aoz—/ etdtzﬂ.
2 J_, us
En general, teniendo en cuenta las formulas para el resto de coeficientes de Fourier,
se tiene para n > 1

a, +ib, = l /ﬂ- ettint gy — l 1 : e(1+in)t _
™) _x ™ 1+in o
_ 2 (—1)"seT1h(7r) _2 (—1)"senh(m) (1—in),
t 1+in 7w  1+n?
con lo que
senh(m)  2senh(w) (=™
t) ~ s(nt) — ns t
x(t) - + - ; T (cos(nt) — nsen(nt))

En principio el sfmbolo ~ es una identidad como funciones en L?[—7,7]. Sin em-
bargo, la funcién z(t) es continua a trozos, con la tnica discontinuidad en los
miultiplos enteros de 7, con lo que, por el Teorema 27 la igualdad en punto a punto
y, en el putno m, queda

4 - senh 2senh "
cosh(m) = e +2€ _ benw(ﬂ) + beI; (m) nz>1 i — LZ (cos(nm) — nsen(nw)) =
senh(7) 1
T + Z 14+ n2 ’
n>1
con lo que

1 1
COtanh(ﬂ') = ; ]. + 2 Z m
n>1

Por otro lado, evaluando en ¢ = 0, la funcién es continua en ese punto y queda

senh(7) n 2senh(7) Z (=)™

2’
T s 1+n
o1 +

1=

con lo que

=k
1+ n?

1
cosech(m) = = [ 142 E
™
>1
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En el caso en el que el intervalo es distinto del [—m, 7], la base ortonormal es la
descrita el Ejemplo 19 y todo se hace de forma andloga.

Ejemplo. Encontrar la serie de Fourier de la extensién periédica de x(t) = |t|
en [—3,3]. En este caso, los coeficientes de Fourier son

1 /3 3
tldt = =
6/_3|| .

apgp = —=

3 2 3 6 n
an =3 /_3 |t| cos(nt)dt = 5/0 tcos(nt)dt = W((_l) - 1),

mientras que b,, = 0 por ser una funcién impar. Por tanto, la serie de Fourier queda

12 1 2 1
x(t)wgf )2cos<n+ 7rt>,

2 ?nzo(znﬂ 3

en el intervalo [—3, 3].

Notese que la funcién anterior, por se una funcién par, esta definida por el
intervalo [0, 3] y solo tiene coeficientes de Fourier cosenos. Este es un hecho comiin
a todas las funciones pares, definidas en intervalos [—a, a] simétricos respecto del
origen. Por otro lado, si la funcién es impar tendra solo coeficientes senos, que se
pueden calcular como el doble de la integral en el intervalo [0, a].

Ejemplo 28.

La funcién x(t) = t2, definida en [—, 7] es una funcién par, y por tanto solo
tiene coeficientes cosenos, quedando

1 [7 w2
ag = — t2dt = —,
=1 .

™

ap = f/ t? cos(nt)dt = 4=1)

2 )
™ Jo n

con lo que

2
™ ="
x(t) ~ 3 + 42 — cos(nt).
n>1
Ejemplo. Consideramos la extensién periédica de la funcién z(t) = sen(et) en
el intervalo [—m,7]. En este caso, por ser una funcién impar, basta calcular los
coeficientes en senos, y queda

2 [T —-)"
by, = ;/0 sen(et)sen(nt)dt = %sen(eﬂ'),
con lo que
(=1)"n
£ t).
x(t) ~ sen(em) nzz:l g sen(nt)

Podemos utilizar las formulas anteriores para funciones definidas en intervalos que
empiezan en el origen. Efectivamente, si x(t) esta definida en el intervalo [0, 7],
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entonces coincide con la funcién par definida en [—m, 7] con serie de Fourier con

coeficientes
1 ™
= — t)dt
o= [ =i
2 s
an = — [ x(t) cos(nt)dt,
T Jo

y también con la funcién impar definida en [—m, 7] con serie de Fourier con coefi-
cientes
s
ap = 7/ z(t)sen(nt)dt,
T Jo

Ejemplo. Si tomamos la funcién z(t) = t? + ¢, sumando los resultados en el
Ejemplo 28 y en el Ejemplo 20 nos queda que tiene como serie de Fourier en el
intervalo [—m, 7]

W2 _1\n _1\n+1
x(t) ~ 3 +4 Z ( 12) cos(nt) + 2 Z %sen(nt).

n
n>1 n>1

sin embargo, como funcién definida en [0, 7] tendrd una serie de Fourier de senos
dada por

2 [T 2 1T T2 n
by = 7/0 (t2 + t)sen(nt)dt = = <(1) e+ = ((-D)" - 1)> ,

™ T n n3

mientras que la serie de Fourier de cosenos queda

2

1 (7 T T
== 24 t)dt = — + =
ao 7r/0( +t) 3+2,

=2 /Ow(t2 1) cos(nt)dt = > <(—1)”27T 1 1) .

™ s

Teorema 29. Sea x(t) continua en [—m, ], con derivada continua a trozos y x(mw) =
x(—m). Entonces la serie de Fourier converge uniformemente a la funcion.

Ejemplo. z(t) = |t| tiene serie de Fourier que converge uniformemente en
cualquier intervalo [—a, a.

Teorema 30. Sea x(t) continua, x(w) = xz(—m) con derivada continua a trozos.
Entonces la serie de Fourier de x'(t) se obtiene derivando término a término la de
x(t) y tiene convergencia puntual a la funcidn en cada punto en que z''(t) existe.

Prueba. El resultado se deduce integrando por partes en la definicién de la
serie de Fourier de la funcién derivada . Efectivamente, sea

2/ (t) ~ ap + Z oy, cos(nt) + Z Brsen(nt),

n>1 n>1

la serie de Fourier de la derivada, que existe por ser continua a trozos. Entonces,
por definicién

o = % " )t = = (w(m) — 2(—m)) =0,

—T
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e integrando por partes con cos(nt) = u, 2'(t)dt = dv, tenemos

ap = — /7T 2/ (t) cos(nt)dt = % <cos(nt)a?(t)|7r7T + n/

™ J_x -

T

a:(t)sen(nt)dt) = na,

y de manera analoga

Bn = nbp,
como queriamos probar. La convergencia puntual de la serie a la funcién se deduce
del Teorema 27

Ejemplo. Encontrar la serie de Fourier de la funcién

-1 si —3<t<0

y(t) = :
1 si0<t<3

La funcién dada es la derivada de z(t) = |t| en cualquier punto distinto del 0 con

lo que, teniendo en cuenta que

12 1 2 1
x(t)Ngf )2cos<n+ 7Tt>,

2 ?n20(2n+1 3

y derivando término a término nos queda

4 1 2n+1
y(t) ~ 22 (2n+1)sen( 3 ”)’

n>0

Al igual que la serie de Fourier de la derivada se obtiene derivando, integrando
la serie de Fourier se obtiene también un resultado interesante.

Teorema 31. Sea z(t) € L?|—m, 7] una funcién continua a trozos, y sea X (t) una
primitiva suya X (t) = fiﬂ z(u)du. Entonces

X(t) =ao(t+m)+ Z %sen(nt) - Z %(cos(nt) — cos(nm)),

n>1 n>1
converge uniformemente, donde z(t) tiene como serie de Fourier

z(t) ~ ap + Z ap, cos(nt) + Z bpsen(nt).

n>1 n>1

Prueba. Como z(t) es continua a trozos, tiene serie de Fourier que converge
puntualmente a la funcién, ademas, por el Teorema 29 la convergencia es uniforme.
Consideramos ahora Y (t) = X(t) — 5=t donde

a= /: x(t)dt.

De esta forma Y(—7) = Y(n), y se puede aplicar el Teorema 30 con lo que la
serie de Fourier de la derivada se obtiene derivando cada término. Por tanto, como
Y'(t) = x(t) — a/2m, si
Y(t)=ao+ Z o, cos(nt) + Z Brsen(nt),
n>1 n>1

entonces
a

x(t) — — ~ nBy, cos(nt) — Z nagsen(nt),

2w
n>1 n>1
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con lo que a,, = —b,/n, B, = a,/n. Por ultimo, por la definicién se tiene
1 (7 a
apg = — z(t)dt = —,
07 or o ®) 27

y evaluando en t = —7, queda

a by,

3 =0~ Z . cos(nm),

n>1

de donde se deduce el resultado. Observar que, teniendo en cuenta ahora la serie
de Fourier

(_1)n+1
t~2 ———sen(nt
> U o
n>1
se obtiene la serie de Fourier para la integral

an(— n+1 an N
X (t) = aom + Z (2a0( 1)n i )sen(nt) - Z %(cos(nt) — cos(nm)),

n>1 n>1

Ejemplo. Integrando la funcién z(t) = t, en el intervalo [—, 7], se obtiene

2 —1)"
t? = % +4Z ( n2) cos(nt).
n>1
Integrando de nuevo, queda
(_l)n—i-l
z(r—z)(r+2z) =12 Z Tsen(nx).

n>1

2.2. Ecuaciones en derivadas parciales. Nos restringimos a ecuaciones en derivadas
parciales en dos variables y de segunto orden. En ese caso se pueden reducir a tres
tipos, parabdlicas, hiperbdlicas o elipticas, por analogia con las ecuaciones que de-
scriben las distintas cénicas. Concretamente cualquier ecuacién de segundo orden

se puede escribir como

APy + 2b¢xy + Cd)yy + do, + e¢y +fo=g.

El tipo de ecuacién se determina por la matriz
a b
= 7)

sid=0 parabdlicas,

con determinante d.

sid<0 hiperbdlicas,
si A es definida positiva  elipticas.

Cuando a la ecuacion se le anaden suficientes condiciones iniciales como para que la
ecuacion tenga solucion unica se le llama un problema de valores iniciales, o BVP.
Ejemplo. El ejemplo tipico de una ecuacién hiperbdlica es la ecuacién de ondas.
Puedo modelar tanto el movimiento de una cuerda, como las ondas que se generan
al lanzar una piedra en un estanque. En una dimensién la ecuacién de una cuerda
en movimiento u(x,t) que describe la posicién en el punto z en el momento ¢ tiene
la forma
3 10%u 0%u
) 2otz Ox?’
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Esta ecuacién, en prinicipio tiene infinitas soluciones. Vamos a suponer que la
cuerda esta sobre el intervalo [0, 7], esta fija por los extremos, u(0,t) = u(w,t) =0
vy que en el momento inicial conocemos tanto su posiciéon como su velocidad, es
decir, u(z,0) = f(z), u(x,0) = g(x), para 0 < x < w. Si fijamos el instante ¢,
la funcién u(x,t) esta definida en el intervalo [0,7] y vale cero en los extremos.
Si ahora hacemos su extensién impar, da una funcién continua con existencia de
derivada, por lo que se puede escribir en serie de Fourier como

u(z,t) = Z by (t)sen(kx),
k>1

y suponiendo que es solucién de la ecuacién (3), obtenemos

D (BF(#) + (ck)?bi(1))sen(kz) = 0,

E>1
La solucién debe tener coeficientes nulos, con lo que

bii(t) + (ck)?bi.(t) = 0,

que tiene como soluciones

by (t) = Ay cos(ckt) + Bysen(ckt),
por lo que

u(x,t) = Y (Ag cos(ckt) + Bysen(ckt)sen (k).
k>1

Si ahora le imponemos la condicién u(z,0) = f(x), queda
ZAksen(k:v) = f(z),
k>1

con lo que, desarrollando en serie de Fourier de senos f(x), tenemos

2 s
A = —/ f(z)sen(kx)dx,
T Jo
mientras que de u:(z,0) = g(z),
Z(ckBksen(kx) = g(x),
k>1

y desarrollando en serie de Fourier de senos la funcién g obtenemos

2 T
B = =
B= ; g(x)sen(kx)dz,

Tomando f(z) =0, g(z) = cos(z), ¢ =1, nos queda Ay = 0, mientras que

2 (7 2 (7 —zs—  sik par,
By =— cos(x)sen(kx)dr = — g(z)sen(kx)dz = { TR 1) b? p '

km Jo km Jo 0 si k impar.
con lo que

u(x,t) = % Z @sen@kt)sen@kx).
k>1
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2.3. Variables separables. La ecuacién parabdlica por excelencia es la ecuacion
del calor que, en su forma mas simple unidimensional tiene la siguiente forma

¢t = ¢IZD

Supongamos que es una barra de longitud = cuya temperatura a los extremos se
mantiene constante igual a cero, ¢(0,t) = ¢(0,7) = 0, y que en el instante inicial
es f(z) en el punto z, es decir, ¢(x,0) = f(z), con lo que tendremos un BVP con
solucién unica. Para resolverla Supondremos que la variable en el espacio y en el
tiempo se pueden separar de la siguiente forma

oz, t) =T(t) X (x),
con lo que, metiéndolo en la ecuacién tenemos
T'(t)X (z) = T() X" (),
o bien
T'(t)  X"(x)
Tt X(x)’
y como son funciones de variables independientes, ambas han de ser constantes.

Ademas, por las condiciones iniciales debe ocurrir que la temperatura decrece, con
lo que

X// (x)

X(z) -

o bien
T(t) = Ce_kzt, X(x) = Acos(kz) + Bsen(kz).
Si imponemos la condicién inicial, deberia quedar

f(z) = Acos(kx) + Bsen(kzx),

lo cual en general es imposible. Sin embargo, podemos considerar la expansion de
Fourier de f como funcién impar en el intervalo [—m, 7], con lo que tenemos

f(z) = Z bpsen(nz)

Asi pues, tomando diferentes constantes k € N, tenemos que, por linealidad, la suma,
también serd una solucién, y teniendo en cuenta las condiciones iniciales tenemos

o(z,t) = Z bne_"ztsen(nm)
k>1

donde
by = g/ f(z)sen(kz)dx.
T Jo

Por tdltimo mencionar que el ejemplo de ecuacién eliptica, omnipresente en la
teoria de ecuaciones en derivadas parciales, es la ecuacion del potencial, o de Laplace

¢xa: + (btt =0,

cuyas soluciones se llaman funciones armoénicas.
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3. TRANSFORMADA DE LAPLACE

A veces los fenémenos no aparecen dados por la funcién sino por la variacién de
la funcién. Por ejemplo en el siglo XIX Thomas Robert Malthus predijo que la
humanidad se moriria de hambre, gracias a una ecuacién diferencial. La poblacién
crece de forma proporcional a la cantidad de poblacién en ese momento, mientras
que la cantidad de alimentos sélo se podria aumentar de forma constante, es decir

P'(t) = pP(t)
At)y=a
la solucién de la primera es P(t) = C'eP*, mientras que la segunda es A(t) = c+ at.

Si cada individuo necesita 1 alimento, queda que % = M(c+ at)e Pt — 0.

El modelo de Kermack y McKendrick para las epidemias dice que si una poblacion
se divide en sanos, infectados y recuperados, N = S + I 4+ R, su evolucién viene
dada por las ecuaciones diferenciales

dsS

= — ST
a0
dI

= ~SI—BI
i vSI -3
dR

= —BI

dr 2

Si suponemos que no hay poblacién sana, los infectados decrecen de forma ex-
ponencial.

Necesitamos algun método para resolver ecuaciones diferenciales.

3.1. Definicién y convergencia.

Definicion 32. Dada una funcion f : R — R se define la transformada de Laplace
como

F(s) = /000 f(t)e stdt.
)} (5)-

También se suele denotar por L{f(t

Integrando por partes se tiene

L{f'(t)}(s) = /OOO Ft)estdt = f(t)e | +s /OOO F(t)e stdt = —F(0)+s /OOo F(t)e *tat,

transformando una ecuacién diferencial en una ecuacién algebraica para la funcién
transformada. Por ejemplo la ecuacién
P'(t) = pP(t),
queda
—P(0) +sL{P(1)} (s) = pL{P ()} (s),

o lo que es lo mismo

L{P(t)}(s) =

Ejemplos.
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La funcién exponencial

x(t) = e,
tiene como transformada de Laplace
o 1
X(s) = / elo=stgp = ——
0 S—a

que tiene sentido para todo Re(s) >Re(a).

Al estar definida por una integral impropia, debemos asegurarnos que la integral
a .o . . .7 2
converge en algun sitio. De esta forma si tomamos la funcién z(t) = et , entonces
para cualquier s € R se tiene

o0 2 o0 2
/ e e stdt > / et dt = oo,
0 s

luego la funcién e** no admite transformada de Laplace. Es conveniente re-
stringirnos al conjunto de funciones que admiten transformada de Laplace en algin
conjunto.

212

Definicién 33. Se dice que una funcion f(t) : R — R es de orden exponencial si
f(t) = O (e*) para algin o > 0 y para todo t € R. Si existe

o =f{a: f(t) = 0(™)},

se dice que f tiene orden exponencial o. Sino eziste tal infimo el orden exponencial
de la funcion es —oo.

Ejemplos.

e Todo polinomio es de orden exponencial.

e Las funciones acotadas son de orden exponencial, por ejemplo sen(t) o

cos(t).

e La exponencial es de orden exponencial.
Ejemplo. No tiene porque ser continua para tener transformada de Laplace.
Funcién escalén unitario

0 sit<O
o=

1 sit>0.

tiene como transformada de Laplace

U(s) = / e Stdt = 1
0

S

Esta funcién sélo tiene sentido si Re(s) > 0.

Hay otro obstaculo para que la transformada de Laplace no converja, y es que

la funcién tenga alguna singularidad en [0,00). Por ejemplo la transformada de
Laplace de la funcién z(t) = % no existe, ya que la integral que define no es

convergente. Sin embargo, hay veces que, a pesar de tener una singularidad, la
integral converge. Asi, haciendo el cambio de variable t = u2, queda

c{\}%}(s) /OOO 6\;dt2/00065"2du \\/Z
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Por otro lado, el logaritmo es una funcién que, a pesar de tener una singularidad en
el cero, crece tan despacio que todavia admite transformada de Laplace. Recuerdese
que

/ log tdt = tlogt —t|;° =0,
0

con que le la integral impropia que define la transformada de Laplace es convergente.
Podemos calcularla gracias a la funcién Gamma. Concretamente, derivando en
Re(s) > 0 se tiene

o0
I"(s):/ log tt*~te~tdt.
0

Evaluando en s = 1 queda

r'a) = /000 log(t)e "dt,

Haciendo el cambio de variable t = su queda

r'a) = 5/ log(u)e™*“du + slogs/ e "du,
0 0

con lo que en Re(s) > 0,

(1) — log s
—

£ {logt} (s) =

En general nos restringimos a funciones en la clase A, de las funciones continuas
a trozos, con discontinuidades de salto y de orden exponencial.

Lema 34. Si f(t) es de orden exponencial o, entonces L{f(t)} (s) converge en el
semiplano Re(s) > a.

Prueba. Metiendo el valor absoluto dentro de la integral se tiene

MU@HWSKNNW”%SMAMW”Wh:M

oc—a

Ejemplo. f(t) = t™ es de orden exponencial @ = 0, luego en el semiplano
Re(s) > 0 se tiene, intengrando por partes

o o0
/ the Stdt = ﬁ/ " lestdt
0 S Jo

con lo que, para todo n > 1 se tiene I,, = %In,l, e iterando obtenemos

n!
I, = P
en todo el semiplano Re(s) > 0. En general, para cualquier « > —1, se tiene

(1) iy o= ot
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3.2. Propiedades.

Lema 35. La transformada de Laplace es lineal, es decir, para todo a,b € R y toda
pareja de funciones f,g € A de ordenes exponenciales a < f3, se tiene en Re(s) > 3

LA +g}(s) = L{f}(s) + L{g} (s).

Ejemplo. Para cualquier ¢ € R, la funcién x(t) = sen(at) = emgffm tiene
como transformada
L{a}(5) = o= (L{e} (5) — L{e} (8) = = (—— — ——) = 2
2i 2i \s —ia s+ia s2 +a?’
siempre que Re(s) > 0. De la misma forma
s
L t =
feos(at)} (5) = .

para Re(s) > 0.
L{cosh(t)} (s) = %57, mientras que £ {senh(t)} (s) = L, ambas definidas
en Re(s) > b.

Lema 36. Cambio de escala. Sea L{f(t)} (s) = F(s) definida en 0 > «. Entonces
para todo a > 0, se tiene

Lifan)} (s) = F (),

en o > aq.

Prueba. Haciendo un cambio de variable at = u queda

£ @) = [ fanetar =1 [ pwe i = TP,

Ejemplo. Sea y(t) = 2"t". Entonces

n! 2"n!

L0} (5) = £{C0"} () = 575y = oot
Lema 37. Sea L{f(t)}(s) = F(s), y a > 0. entonces

LA{f(t—a)u(t —a)}(s) =e *F(s).

Prueba. En efecto, Haciendo el cambio t — a = u, queda

L{ft—a)u(t—a)}(s)= /00 f(t—a)e stdt = e 5 /000 f(u)e™*"du = e **F(s).

Ejemplo. Sea f(t) = v/t — 1. Entonces, teniendo en cuenta el Lema anterior, y
(4), se tiene

LU0} ) = e DO e VT

Consideramos la funcién f(t) definida a trozos por

S(t) = sen(t) s?0<t<277.
0 sit > 2m
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Entonces f(t) = sen(t)u(t) — sen(t — 2m)u(t — 2), y por tanto
LSO} 6) = g~ s = (1
Lema 38. Sea £{f(t)} (s) = F(s), a € C. Entonces
L{e " f(1)} (s) = Fs +a).

Prueba. Se sigue de la definicién de la transformada.

1
s24+1°

—27s

_ 727rs)

Ejemplos.
e{e Vit = 5L
Corolario 39. Si L{f(t)} (s) = F(s), entonces
£ {cos(br) f ()} (s) = T2 ) : F(s — ib)
£ {sen(bt) (1)} (5) = L) ; F(s —ib)

Ejemplo. Si C(t) = cosbt) "y S(t) = %, entonces

Vit
L{om} ) = [Ty
LES0) (5) = o/ Ty T

Para verlo, hay que tener en cuenta el corolario anterior y la identidad

2
(\/s+ib+\/s—ib) =25+ 24/52 + b2.

Para el seno la eleccién del signo viene dada por la definicién de la funcién para
5> 0.

Lema 40. Sea f(t) k+ 1 veces derivable en R™, con derivadas de cualquier orden
en la clase A y L{f(t)} (s) = F(s). Entonces

{590} (5) = $FF(s) = 71 1(0) = $F72/(0) — - — FE(0).

—st

Prueba. Integrando por partes con f'(t)dt = dv y e~ = u se tiene

LA} (s) = Ft)e ] +sL{S (D)} ().
Ejemplo. Teniendo en cuenta que sen”(t) = —sen(t), sen(0) = 0 y sen’(0) = 1, se
tiene
—L {sen(t)} (s) = L {sen” (1)} (s) = s>L {sen(t)} (s) — 1,

de donde se obtiene la transformada de Laplace del seno.

£{/Otf(t)dt} (s) = Ff).

Corolario 41.
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Prueba. Se sigue del hecho de que si I(t) = fot f(t)dt, entonces I'(t) = f(¢),
con lo que

F(s) = L{f®)} (s) = LT (1)} (s) = sLAI(1)} () — 1(0),

de donde se sigue el resultado, pues I(0) = 0.

Corolario 42. Sea f(t) una funcién derivable en Rt con derivada en la clase A y
LA{f(t)}(s) = F(s). Entonces

(5) Jim 5F(s) = /(0)
(©) lim sF(s) = Jim f(1)

Prueba. Por el Lema 40 para k = 1 se tiene

/000 (e stdt = sF(s) — f(0).

Teniendo en cuenta que f’ es de orden exponencial, y el Lema 34 la integral de la
derecha tiende a cero cuando s — oo lo que prueba (5). Para probar (6) intercam-
biamos el limite en la ecuacién anterior e integramos obteniendo

Jim f(t) = £(0) = sF(s) ~ £(0),
(oo}
que es equivalente al resultado.

Una relacién similar aparece al derivar la transformada de Laplace. Concreta-
mente

Lema 43. Sea L{f(t)} (s) = F(s) en Re(s) > a. Entonces en el mismo semiplano
se tiene

L{EF)} (s) = (1) F®(s).

Prueba. El resultado es inmediato derivando bajo el signo integral en la
definicién de transformada de Laplace.

FF(s) = (=1)k /ootkf(t)e_Stdt = (=L {t* (1)} (s).

0

Observacion 44. El integrando en la transformada de Laplace es una funcion in-
finitamente diferenciable, con respecto de s, y sus derivadas tienen transformada
convergente, con lo que la derivacion bajo el signo integral estd garantizada. Conc-
retamente, F(s) es una funcion analitica en el semiplano de convergencia.

De nuevo, de un resultado sobre las derivadas se deduce uno sobre integrales.

Corolario 45. Sea f(t) dos veces derivable en RT tal que L{f(t)}(s) = F(s).

Entonces .
c{(:)}(s):/s F(s)ds.

Prueba. Si llamamos g(t) = @, y L{g(t)} (s) = G(s) entonces
F(s) = L{tg(t)} (s) = =G'(s),
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y no tenemos mds que integrar en el intervalo (s, +00) para obtener

JACEE!

siempre y cuando lims_,o, G(s) = 0, lo cual es cierto por el Corolario 42.
Ejemplo. Sea Si(t) = fot S dy. Esta funcién es infinitas veces derivable. Por
el corolario anterior se tiene

ﬁ{sent(t)} (s) = /:C u21+1du: g — arctan(s).

Como Si(t) = ( , podemos aplicar ahora el Lema 40 para obtener

arctan(s)  arctan(1/s)

L{Si(t)} (s) = 2— =

S S

Existe una férmula cerrada para la transformada de Laplace de funciones periédicas.

Lema 46. Sea f(t) periddica de periodo T, continua a trozos en [0,T]. Entonces

LUWNE) = / F(u)e—"du.

Prueba.

L{f() /f StdtZ/n(nH Ye~stdt,

y haciendo el cambio de variable nT 4+ u = ¢, y usando que f(t) es T-periédica
queda

o) T e e} T
L{f(®)}(s) Z /0 flu—nT)e swtnD) gy = Z esTn /0 flu)e™**du
n=0 n=0

1 T
W /0 f(u)e_sudu.

Ejemplo. f(t) = |sen(t)| es una funcién acotada, por tanto de orden exponencial
0, continua, y peridédica de periodo 7, con lo que

L{f®)}(s) = ﬁ /07T sen(t)e *'dt.

Para calcular la integral se puede hacer integrando dos veces por partes, o dandose
cuenta de que nuestra integral es la parte imaginaria de una mas sencilla.

s

s T . 1 .
/ sen(t)e stdt = Im/ e~ Dt gt — Tm——— e~ (=0t =
0 0

i—s 0
el el
s—1 o241

U6 = e

En el espacio de funciones aparece una nueva operacién que es la convolucion.

I
3

con lo que
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Definicién 47. Dadas dos funciones f,g : R — R se define la convolucion entre

las dos como
£ olt) /f g(t — u)d

Una de las propiedades mas importantes de la transformada de Laplace, en las
aplicaciones a EDQO’s es que transforma la convolcuién en el producto.

Lema 48. Sean f y g tal que L{f} (s) = F(s), L{g} (s) = G(s). Entonces
LS xg}(s) = F(s)G(s),

en el semiplano de convergencia comun a ambas.

Prueba.

LA{f=*g}(s / / fu)g(t — u)due*tdt = /000 flw) /uoO g(t —u)e s dtdu.

Haciendo el cambio de variable t — u = & queda

/0 h f(u) /0 h g(z)e @) dady = /0 h f(u)e*“du /O h g(z)e *%dx = F(s)G(s).

Ejemplo. Sea f(t) = % Entonces

1
1 r(1/2)r1/2
/ 7/ L gu=pay1y2) = BWALA2)
f\/t—T 0 \/ﬂvl—u F(l)
Observese que, en este caso, la funcién convolucién es la funcién escalon unitario,
ya que la convolucién es cero si ¢ < 0. Por otro aldo

e AT

que es la transformada de Laplace de la funcién mwu(t).

fxf(t)

Aplicando la definicién se tiene

¢ ¢
1 1
L {cost xsen(t)} (s) = / cos(7)sen(t—7)dr = 3 / sen(t)+sen(t—27)dr = it sen(t).
0 0
Y teniendo en cuenta que L {cost} (s) = &%,y que £ {sent} (s) = #, se obtiene
s

E{;tsen(t)} (5)=

Notese que esto conicide con aplicar el Lema 43 con k =1y f(t) = isen(t).

De igual utilidad a la hora de resolver ecuaciones diferenciales es saber que la
transformada de Laplace puede calcularse mediante desarrollo en serie.

Lema 49. Sea f(t) = ano a,t"™ en R. Entonces, silim,_ ¥/nla, =0,
nla,
LU0} () = Y

n>0
en Re(s) > 0.

.0 . An+1 __ 12 3
Observacién 50. Recuerdese que lim,_,o(n + 1)2—n = lim,, o Vnla,, cuando
existen.
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Ejemplo. Teniendo en cuenta que Ser;(t) = ano(fl)”%, e integrando
término a término se tiene
t 2n+1
sen(t) t
t) = dt = -n"
1® /0 ¢ T;)( ) 2n+1)(2n+1)!

con lo que aplicando el anterior resultado se obtiene

L{f(t)}(s) = Z 1 = éarctan(l/s).

2n+2
>02n—|—13"

A pesar de que f(t) = ; +1 tiene transformada de Laplace, no se puede calcular
por medio del desarrollo exponencial, porque tiene radio de convergencia finito. Por
otro lado, la funcién f(t) = etQ, a pesar de tener desarrollo en serie de potencias
convergente en todo R, no tiene transformada de Laplace.

3.3. La funcidn delta. Estrictamente hablando, la funcién impulso o § de Dirac,
no es una funcién sino un operador que asocia a cada funcién h(t) suficientemente
buena, su valor en el cero. Usaremos la siguiente notacién para ese operador.

Definicién 51. La funcidn §(t) se define mediante la propiedad

) / S(®)h(t)dt = h(0).

valida para cualquier funcion en con derivada infinitamente diferenciable.

Tomando h(t) = 1, se tiene la primera propiedad de la funcién delta

®) JIRCE

Haciendo una traslacién en la Ecuacién (7) obtenemos

(9) / 0(t — to)h(t)dt = h(to).

Y si tomamos h(t) = e~%!, obtenemos la transformada de Laplace de la funcién
(10) L{6()} () = 1.

Observese que aplicando (9) a la misma funcién h(t) = e~*' se obiente la propiedad
de traslacién para la funcién impulso

LA{3(t—t0)} (s) =",
y con h(t) = e~ *! f(s) deducimos para cualquier ¢y > 0,
L{5(t —to) f(1)} (s) = e~"" f(to)-

Teniendo en cuenta la definicién vemos que

t 0 sit<ty
11 I(t) = §(u—to)du =
(1) ) /_oo (u=to)du {1 sit > to,

con lo que I(t) = u(t — tp), la funcién escalon. En particular tenemos

(12) u'(t —to) = d(t — to),
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notacién que da a entender la Ecuacién (11). Integrando por partes en (7) tenemos,
para cualquier funcién n veces diferenciable la ecuacién

(13) [ s @n = o)
Y tomando h(t) = e~ 5t se tiene
c {5<"> (t)} (s) = s™.

3.4. La transformada inversa. La transformada inversa de Laplace es también
un operador que, a cada funcién F(s) apropiada, le asocia otra f(t) cuya trans-
formada de Laplace coincide con F(s). Este procedimiento es posible gracias a
la unicidad de la transformada de Laplace. Sin embargo, la existencia no garan-
tiza que haya un método explicito para calcularla. En algunos casos en los que
la solucién son de un tipo particular, por ejemplo exponenciales complejas, que
incluyen senos y cosenos la transformada inversa se puede calcular gracias a al
expansién en fracciones simples.

Proposicién 52. Sea P(s) = (s — a)"R(s) € Cls] un polinomio con la raiz o

de multiplicidad n, y Q(s) € Cls] un polinomio cualquiera. Entonces existen n

constantes ki, ..., kn, un polinomio C(s) de grado menor que el grado de R(s), y
otro q(s) tal que

Q(s) —~ ks C(s)

=q(s)+ ) — + .

P(5) 2 G oy T RG)

Ademas, q(s) =0 si el grado de Q(s) es menor que el grado de P(s).

Prueba. Mediante divisién entre polinomios se puede encontrar A(s) y B(s) tal
que
A(s)(s —a)" + B(s)R(s) = 1.
Multiplicando por Q(s) y dividiendo por P(s) queda

Q(s)A(s) | Q(s)B(s) _ Q(s)

R(s) (s—a)  P(s)’
Teniendo en cuenta la divisién Q(s)A(s) = qi(s)R(s) + C(s), y desarrollando
Q(s)B(s) en potencias de (s — «), Q(s)B(s) = Z?ZO kn—i(s — @)%, no hay mas que
sustituir ambas cosas en la ecuacién (14) para obtener el resultado con el polinomio

(14)

q(s) = q1(s) + Z?:n k,_i(s — a)"™™. La tltima observacién se obtiene restando

Qls) ki C(s)
P 2o ay TR

ya que el grado de C(s) es menor que el grado de R(s), luego la dnica forma de que
sea un polinomio es porque es el polinomio cero.

Debido a que cualquier funcién racional se describe por sus ceros y polos, ex-
isten algunos libros de circuitos que hablan de localizar los ceros y polos de la
transformada de una funcién.

Ejemplo. Ppara encontrar el conjuntos de ceros y polos de la transformada de

() = (e71% cos(20t) + 2e~%sen(20t))u(t),
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recordamos que

+ 10
—10t 20t — $ _
L {(e cos(20 ))} (s) (51102 + 202"

mientras que
40

L {2(671%8611(2025))} (S) = m,
con lo que sumando queda
s+ 50
L{f)}(s) = (51 10)2 4+ 20%°
con cero en —50 y polos en —(10 + 20i) y —(10 — 204).

Para encontrar el desarrollo en fracciones simples en la practica lo dividimos por
casos. En todos ellos es suficiente con suponer que el grado de Q(s) es més pequeno
que el de P(s) pues lo primero que hacemos es dividir. Asf pues en todos los casos

q(s) =0.

Caso 1. Si todas las raices son simples, entonces se ha de multiplicar por
P(s) =Ii—,(s — a;) para obtener

Qs) = Zk% H(S - a’j)7

i=1  j#i

y evaluando en cada una de las raices se obtienen los coeficientes.

Ejemplo. Desarrollar en fracciones simples la funcién racional F'(s) = %.

Por la proposicién anterior sabemos que existen ky y ko tal que

k1 ko
F(s) = .
(s) s+4 s+2

Si multiplicamos a ambos lados en la igualdad por el denominador, se obtiene

ds + 14 = k1(s +2) + ka(s + 4),

y evaluando en s = —4, y en s = —2 obtenemos k1 =1y ko = 3.
Para encontrar la transformada inversa de F(s) = 48811 empezamos
= +6s2+11s16° OMP

dividiendo el numerador entre el denominador para obtener

352+ 11s+5
34652+ 11s+6"
Por otro lado, teniendo en cuenta que la suma de los coeficientes de monomios
de grado par, es igual a la suma de los coeficientes de monomios de grado impar,
s = —1 es raiz del denominador, y resolviendo el polinomio cuadratico que queda
vemos que

F(s)=1

_ 352+ 11s+5
(s+1)(s+2)(s+3)
Y multiplicando por el denominador en la identidad

32+ 11s+5 k1 ko ks

GrDG+26+3) G+ G+2) G+ 3

F(s) =
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obtenemos

352+ 11s +5=Fky(s +2)(s +3) + ka(s + 1)(s + 3) + k3(s + 1)(s + 2).
Evaluando en s = —2,—3 y s = —4 se obtienen los valores k; = —3/2, ks =5y
ks = —1/2, por lo que la transformada inversa es la funcién

F(t) =6(t) + (3/2e7" —5e72 +1/2e 3 u(t).

Caso 2. En el caso de que haya raices multiples la identidad

Qs 1 Q(s)

R(s)(s—a)"  (s—a)"" ' \R(s)(s—a)/’
se puede utilizar para desarrollar el interior del paréntesis como si fuesen raices
simples, y luego ir repitiendo el proceso.

Ejemplo. Encontrar la transformada inversa de Laplace de la funcién racional

F(5) = At

En este caso escribimos

1 4s+12 1 k k
F(s) = stil2 _ (1 + 2 ) )
(s+2)s(s+2) (s+2)\s (s+2)
Procediendo como en el caso anterior se obtiene k; = 6 y ko = —2, con lo que
6 2
F(s) = -

s(s+2) (s+2)2
Y desarrollando de nuevo la primera fraccién queda

3 3 2
F(s)=—-— - .
&)=~ Gr2 Groe
Ahora solo tenemos que usar las propiedades de la transformada para obtener

f(t) = (3 —3e" — 2te™*)u(t)
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