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Capitol 1

Els nombres reals

1.1 La recta real. Descripcié axiomatica dels nombres reals

Necessitem un sistema de nombres que ens sigui 1til per representar la realitat. Concretament,
per mesurar magnituds fisiques com ara la distancia, el temps, la intensitat d’un corrent electric,
I'amplitud i la freqiiencia d’'una ona, etc. Per mesurar aquestes magnituds haurem de fixar una
unitat (metre, segon, amper...) i prendre’n fraccions. Si ens centrem en el problema de mesurar
distancies, veiem que hem de cercar un sistema de nombres que ens permeti representar qualsevol
punt d’una recta una vegada fixats 'origen i la unitat de mesura, és a dir, els punts corresponents
als nombres 01 1.

Evidentment, els conjunts N = {0,1,2,...} dels nombres naturals, Z dels nombres enters i
Q dels nombres racionals o fraccionaris han de formar part del sistema de nombres que estem
cercant. Veiem perd que no sén suficients ja que, per exemple, no ens serveixen per mesurar la
llargada de la diagonal d’un quadrat amb costat 1.

Proposicié 1.1.1 No existeix cap nombre racional z € Q tal que 2% = 2. Es a dir, v2 ¢ Q.

Demostracid. Suposem que v/2 € Q, és a dir, que existeixen enters p,q € Z tals que V2 = p/q,
essent p/q una fraccié irreduible. Llavors, 2¢? = p?, d’on deduim que p? és multiple de 2 i, per
tant, també n’és p. Aix{ doncs, p? és multiple de 4 i, com que p? = 2¢2, tenim que ¢ ha de ser
miltiple de 2, el que contradiu que p/q és una fraccié irreduible. En conclusié, v2 ¢ Q. [ |

A continuacié, presentem les propietats (aziomes) que caracteritzen el sistema de nombres que
necessitem. Parlem de caracteritzacid ja que es pot demostrar (tot i que no ho farem aqui) que
existeix un unic objecte matematic que compleix aquests axiomes. Aquest objecte matematic és
la tupla (R, +,-, <), és a dir, el conjunt R dels nombres reals, que conté els nombres racionals,
amb les operacions suma i producte i la relacié d’ordre que s’estenen de Q. Comencem amb les
propietats relacionades amb les dues operacions internes, suma i producte, que séon 'extensié a R
de la suma i el producte de nombres racionals.

(R1) 2+ (y+ 2) = (z +y) + z per a qualssevol z,y,z € R.

(R2) 4+ 0=0+2z =z per atot z € R.

(R3) Per a tot « € R, existeix un nombre real —z € R tal que z + (—z) = (—z) + = = 0.
(R4) =+ y =y + « per a qualssevol z,y € R.

Les propietats (R1)—(R4) es resumeixen dient que (R, +) és un grup commutatiu.
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6 CAPITOL 1. ELS NOMBRES REALS

(R5) z-(y-2) = (x-y) -z per a qualssevol x,y, z € R.

(R6) z-1=1-2 =z per atot z € R.

(R7) -y =1y -z per a qualssevol z,y € R.

(R8) - (y+2)=x-y+x-z per a qualssevol z,y,z € R.

Per les propietats (R1)—(R8) diem que (R, +, ) és un anell commutatiu.

(R9) Per a tot nombre real x # 0, existeix x™! € Rtal que -2 ! =271 2 =1.

Les propietats (R5), (R6), (R7) i (R9), indiquen que (R \ {0}, -) és un grup commutatiu. Les
propietats (R1)—(R9) es resumeixen dient que (R, +, ) és un cos commutatiu. La relacid d’ordre
per als nombres racionals s’estén a R. De fet, és I'ordenacié que s’obté de manera natural si tenim
en compte que els nombres reals representen els punts d’una recta. Aquesta relacié d’ordre té les
propietats segiients.

(R10) z < x per a tot z € R.

(R11) Si z,y sén nombres reals amb x < y i y < z, aleshores x = y.
(R12) Si z,y,z sén nombres reals amb x <y iy < z, aleshores = < z.
(R13) z <yobéy<axperatotz,yeR.

Les propietats (R10)—(R13) indiquen que (R, <) és un conjunt totalment ordenat. A partir d’ara
usarem els simbols >, <, > amb el significat usual que es dedueix de la relacié d’ordre <. Tenim
també dues propietats relacionades amb la compatibilitat de la relacié d’ordre amb les operacions.

(R14) Si z,y sén nombres reals amb = < y, aleshores  + z <y + z per a tot z € R.
(R15) Si z,y sén nombres reals amb x > 0 iy > 0, aleshores x - y > 0.

Les propietats (R1)—(R15) es resumeixen dient que (R, +, -, <) és un cos ordenat.

(R16) Per a qualsevol parell de nombres reals z,y € R amb z,y > 0, podem trobar un natural
n € N tal que nz > y.

La propietat (R16) és la propietat arquimediana. Les propietats (R1)—(R16) indiquen que
(R, 4+, -, <) és un cos ordenat arquimedid.

Proposicié 1.1.2 (Q,+, -, <) també compleix les propietats (R1)—(R16) i, per tant, és també
un cos ordenat arquimedia.

Com hem dit abans, els nombres reals han de contenir els nombres racionals. Aixo es recull al
segiient axioma.

(R17) (Q,+, -, <) és un subcos ordenat de (R, +, -, <).

Ens falta afegir ara un darrer axioma que ens distingira els nombres reals dels racionals: la
completesa dels nombres reals. Precisament per aquest axioma podem afirmar que els nombres reals
representen tots els punts de la recta. Pero abans d’introduir-lo hem de definir alguns conceptes.

Definicié 1.1.3 Sigui A C R.

e Direm que A és fitat superiorment si existeix un nombre real o € R tal que a > z per a tot
x € A. En aquest cas, direm que « és una fita superior de A.
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e Direm que A és fitat inferiorment si existeix un nombre real @ € R tal que o < x per a tot
x € A. En aquest cas, direm que « és una fita inferior de A.
e Direm que A és fitat si és fitat inferiorment i superiorment.
Definicié 1.1.4 Direm que a € R és el suprem del conjunt A C R, i escriurem a = sup A, si
e « és una fita superior de A.
e Si o < a, existeix un x € A tal que o/ <z < a.
Definicié 1.1.5 Direm que a € R és I'infim del conjunt A C R, i escriurem « = inf A, si
e « és una fita inferior de A.
e Sia' > a, existeix un x € A tal que a <z < .
Observacié 1.1.6 El suprem d’un conjunt, si existeix, és tnic. Igualment 'infim.

Definicié 1.1.7 Sigui A C R.

e Direm que M € R és el mazim de A, i escriurem M = max A, si M € Ai M > x per a tot
x € A

e Direm que m € R és el minim de A, i escriurem m = min A, sim € Aim < z per a tot
x € A

Observacié 1.1.8 Sigui A C R.
e Si M = max A, aleshores, M =sup A. Si a =sup A i o € A, aleshores, &« = max A.
e Sim = min A, aleshores, m =inf A. Sia =inf Ai «a € A, aleshores, & = min A.

Observaci6 1.1.9 El suprem d’un conjunt és el minim de les seves fites superiors. L’infim d’un
conjunt és el maxim de les seves fites inferiors.

Amb aix06 podem enunciar el darrer axioma dels nombres reals:
(R18) Si A C R és no buit i fitat superiorment, aleshores existeix & € R amb « = sup A.

La propietat (R18) ens déna la completesa dels nombres reals. Les propietats (R1)—(R16), (R18)
indiquen que (R,+, -, <) és un cos ordenat arquimedia complet. Finalment, pel resultat segiient
que donem sense demostracid, tenim que els axiomes (R1)—(R18) caracteritzen els nombres reals.

Teorema 1.1.10 (R, +, -, <) és "dnic cos ordenat arquimedia complet que conté els racionals
com a subcos ordenat.

1.2 Propietats dels nombres reals

1.2.1 Propietats basiques

Hem donat els axiomes que ens caracteritzen els nombres reals, el sistema de nombres que s’utilitza
per a construir models matematics que descriuen fenomens fisics. Totes les altres propietats dels
nombres reals, i en particular les que estudiarem en aquest curs, es dedueixen d’aquests axiomes.
Els exercicis que es proposen a continuacié en sén exemples.



8 CAPITOL 1. ELS NOMBRES REALS

Definicié 1.2.1 Un nombre real = és positiu si x > 0 is és negatiu si x < 0. El nombre real 0 no
és ni negatiu ni positiu. Els nombres amb x > 0 (respectivament, x < 0) s’anomenen no negatius
(respectivament, no positius).

Exercici 1.2.2 A partir dels axiomes dels nombres reals, proveu les propietats segiients.
1. Si x +y = z, aleshores y = 0.
2. Siz#01ixy=x, aleshores y = 1.
3. 0-x =0 per atot x € R.
4. (=1) -z = —x per a tot x € R.

ot

Si xy = 0, aleshores x =0 o bé y = 0.
Si z > 0, aleshores —z < 0.
Si x < y, aleshores —y < —z.

Sixz<0iy>0,aleshores xy < 0.

© % N

Siz <0iy <0, aleshores zy > 0.
10. Siz <yiz >0, aleshores zz < yz.
11. Si0o <z <yin e N, aleshores 2™ < y".

Exercici 1.2.3 Proveu que, si A C R és no buit i fitat inferiorment, aleshores existeix « € R amb
a = inf A.

Exercici 1.2.4 Proveu que qualsevol conjunt no buit i finit de nombres reals té maxim.

Proposicié 1.2.5 Per a tot nombre real x € R, existeix un unic nombre enter n € Z tal que
n <z <n+ 1. Aquest nombre s’anomena la part entera de x, i s’escriu [z].

Demostracio. Provem primer la unicitat. Siguin ny,ny € Z tal que n; <z <n; +1perai=1,2.
En particular, n; < ng 4+ 1 i, per tant, ny < ny. Com que també no < nq + 1, tenim que n; = no.
A continuacio, provem l’existéncia. Clarament, podem prendre n = z si x € Z. Suposem que
x > 0. Per la propietat arquimediana (R16), existeix un nombre natural p € N tal que p > z.
Per tant, el conjunt A = {m € N : m < z}, que és no buit ja que 0 € A, té un nombre finit
d’elements. Si n = max A, tenim que n < z < n+1. Siz < 0ixz ¢ Z, prenem m = [—z].
Aleshores, m < —x < m+ 1 i, per tant, —m — 1 < z < —m i tenim [z] = —m — 1. |

Definicié 1.2.6 Els elements de R \ Q s’anomenen nombres irracionals. Aixi doncs, tenim una
particié del nombres reals en nombres racionals i nombres irracionals.

Teorema 1.2.7 Siguin z,y € R amb z < y. Aleshores, existeix un nombre racional a € Q tal
que z < a < .

Demostracio. Siguin z,y € R amb x < y. Per la propietat arquimediana dels nombres reals
(R16), existeix n € N tal que n > 1/(y — x). Si m = [nz] + 1, aleshores

<z <

m—1 m
n

n
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Vegem que o = m/n és un nombre racional que satisfa * < a < y. En efecte, si no fos aixi,
tindriem y < m/n i, en conseqiiencia,

m—l_

m
n n
).

y—x <

1
na

una contradiccié amb el fet que n > 1/(y — [

Proposicié 1.2.8 El conjunt A = {x € Q : 22 < 2} C R és no buit i fitat superiorment. Si
a = sup A, aleshores o> = 2. En particular, tenim que v/2 € R.

Demostracid. Obviament, 1 € A. Per 'Apartat 11 de Exercici 1.2.2, si 0 < 2 < yix ¢ A,
aleshores y ¢ A. Aix{ doncs, x < 3/2 per a tot x € A. Per tant, A és no buit i fitat superiorment.
Existeix doncs o € R amb a = sup A. Clarament, 1 < a < 3/2. Suposem que o? < 2. Pel
Teorema 1.2.7, existeix z € Q amb o < z < a+ (2 — a?)/4 < 2. Aleshores

2

-’ =x+a)(r—a)<(z+a) <2—-a?

i, per tant, z € A, una contradiccié amb a = sup A. Suposem ara que o > 2 i prenem z € Q amb

a>z>a—(a?—2)/4>0. Tenim que

2

a2—x2:(a+x)(a—x)<(a+:v)a <a?-2,

d’on es dedueix que 2% > 2 i, per tant, y ¢ A si # < y < a. Obtenim de nou una contradiccié amb
a =sup A. [ |

Proposicié 1.2.9 (Q,+, -, <) no compleix la propietat (R18). Per tant, (Q,+, -, <) és un cos

ordenat arquimedia no complet.

Demostracié. El conjunt A = {x € Q : x? < 2} C Q és no buit i fitat superiorment i, en canvi,
per les Proposicions 1.1.1 i 1.2.8, no existeix o € Q tal que o = sup A. ]

Proposicié 1.2.10 Siguin z,y € R amb =z < y. Aleshores, existeix un nombre irracional § €
R\ Qtal que z < 8 <y.

Demostracid. Donats x,y € R amb = < vy, considerem els nombres rals v/2z,v/2y. Pel Teore-
ma 1.2.7, existeix un nombre racional o € Q tal que vV2z < a < v2y. Veiem que el nombre
irracional 8 = a/v/2 satisfa 2 < 3 < y. [ |

Observacié 1.2.11 A partir del Teorema 1.2.7 i de la Proposicié 1.2.10, tenim que entre dos
nombres reals qualssevol hi ha infinits nombres racionals i infinits nombres irracionals.

1.2.2 Intervals

Introduim en aquest apartat una classe de conjunts de nombres reals especialment important, els
intervals.

Definicié 1.2.12 Un conjunt I C R és un interval si se satisfa la propietat segiient.
e Six,y,z s6n nombres reals amb z < z <y ix,y € I, aleshores z € I.

Exemple 1.2.13 El conjunts {5} i {x € R : 0 < z < 3} sén intervals. En canvi els conjunts Q,
R~ {0}i{xr € R : 22 > 2} no sén intervals.
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A continuacié, classifiquem els intervals i introduim la notacié i la terminologia relacionades
amb aquesta classe de conjunts.

Observacié 1.2.14 (Classificacié dels intervals) Qualsevol interval I C R es troba en una de
les situacions segiients.

1.
2.

5

1.2

El conjunt buit, I = (), és un interval obert, tancat, fitat.

Si I és un interval no buit i fitat, aleshores existeixen a = infl i b = sup . Obviament,
a < b. Provem tot seguit que z € I si a < z < b. En efecte, com que a =inf I i b =sup I,
existeixen z,y € I tals que a <z < z <y < b i, per tant, z € I. En conseqiiencia, I és un
dels conjunts que es descriuen a continuacié. En aquesta situacid, ¢(I) = b — a és la longitud
de l'interval I.

o [=[a,b)={zeR :a<x<b}amba<bés un interval no obert, tancat, fitat.

o [ =(a,b)={z€R : a<z<b}amba<bdésun interval obert, no tancat, fitat.

o [ =(a,b)={r€R :a<z<b}amba<bdésun interval no obert, no tancat, fitat.
I =

. [a,b) ={x € R : a <z < b} amb a < b és un interval no obert, no tancat, fitat.

Si I és fitat superiorment i no fitat inferiorment, aleshores existeix b = sup I. Afirmem que
z € I si z <b. En efecte, com que I no és fitat inferiorment, existeix x € I amb x < z i, per
ser b =supl, existeix y € I amb z <y < b i, per tant, z € I. Tenim doncs que I es un dels
conjunts segients.

(a) I =(—o00,b] ={z € R : x < b} és un interval no obert, tancat, no fitat.

(b) I =(—00,b) ={z € R :z < b} és un interval obert, no tancat, no fitat.

Considerem ara el cas que I és fitat inferiorment pero no superiormemt. Per simetria amb
el cas anterior, tenim que z € I si z > a = inf I. Per tant, I es un dels conjunts seglients.

(a) I =la,+00) ={z € R :a <z} és un interval no obert, tancat, no fitat.

(b) I =(a,+0)={z € R :a <z} és un interval obert, no tancat, no fitat.

. Finalment, I = R és un interval obert, tancat, no fitat.

.3  Valor absolut i distancia. Punts d’acumulacio

Definicié 1.2.15 Sigui a € R. Definim el valor absolut de a:

la| = a sia>0
Tl —a sia<0

Proposicié 1.2.16 Propietats del valor absolut.

1
2
3

N

(V31

. lal > 0. A més a més, |a] =0 si i només si a =0.

. |ab] = |a]| - |0].

. Sigui ¢ > 0. Aleshores |a| < ¢ si i només si —¢ < a < ¢. En particular, —|a|] < a < |al.
. Ja+0| < |al + [b].

ca =0 <la] +1b).
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6. [la] = [bf| <la—0].

Demostracid. Les tres primeres propietats sén facils de demostrar. Com que —|a| — [b] < a+b <
|a| 4 |b], la Propietat 4 es dedueix de la Propietat 3. La Propietat 5 es dedueix de la Propietat 4.

Per demostrar la Propietat 6, observem primer que |a| = |a — b+ b| < |a — b| + |b] i, per tant,
la| —1b] < |a—b|. D’altra banda, de |b| = |[b—a+a| < |b—a| + |a| es dedueix que |b] — |a| < |a—1|.
Aix{ dones, ||a| — |b] | < |a — b]. |

Definicié 1.2.17 Sigui F un conjunt. Una distancia en E és una aplicacié d : E x E — R tal
que, per a qualssevol z,y,z € E,

1. d(z,y) > 0. A més amés, d(z,y) =0 sl inoméssiz=y.

2. d(z,y) = d(y, z).
3. d(z,z) <d(x,y) + d(y, 2).

Un espai métric és un parell (E,d), on d és una distancia en el conjunt E.

Proposicié 1.2.18 L’aplicacié d: R x R — R definida per d(x,y) = |y — z| és una distancia en
R. Tenim doncs que (R, d) és un espai metric.

Demostracio. Les dues primeres propietats de distancia es comproven facilment. Per a la tercera,
Az, 2) =z —z[ = v —y+y—z| < |z —yl+ |y — 2] = d(z,y) +d(y, 2). u

Definicié 1.2.19 Sigui A C R un conjunt de nombres reals.
e Direm que a € A és un punt aillat de A si existeix 6 > 0 tal que (¢ — §,a + )N A = {a}.

e Direm que a € R és un punt d’acumulacié de A si ((a — d,a+ ) ~ {a}) N A # @ per a tot
0 >0.

Exercici 1.2.20 Proveu que a € R és un punt d’acumulacié del conjunt A C R si i només si, per
a tot § > 0, l'interval (@ — d,a + &) conté infinits elements del conjunt A.

Teorema 1.2.21 (Teorema de Bolzano-Weierstrass, primera versié) Sigui A C R un con-
junt infinit i fitat de nombres reals. Aleshores A té almenys un punt d’acumulacio.

Demostracio. Sigui A C R un conjunt infinit i fitat de nombres reals. Llavors, existeixen una fita
inferior a i una fita superior b per a A. Es a dir, A C [a,b]. Considerem el conjunt B format pels
nombres reals ¢ tals que I'interval [¢, +00) conté infinits elements del conjunt A. El conjunt B és no
buit i fitat superiorment. Efectivament, a € B i b n’és una fita superior. Per tant, podem prendre
8 = sup B. Per finalitzar la demostracié, només cal que provem que [ és un punt d’acumulacié del
conjunt A. En cas contrari, existeix un nombre real § > 0 tal que U'interval (8 — 0, 8+ ) conté com
a molt un element d’A. Com que 8+ ¢ ¢ B, Uinterval [§ + 6, +00) conté com a molt un nombre
finit d’elements del conjunt A. Per tant, succeeix el mateix per a tots els intervals [¢,+00) amb
¢ € (8 —46,8]. En conseqiiéncia, 8 — § és fita superior de B, una contradiccié amb § =supB. ®



12 CAPITOL 1. ELS NOMBRES REALS

1.2.4 Representacié decimal dels nombres reals

Definicié 1.2.22 Donat un nombre real > 0, per a cada n € Z considerem p,, = [10"x], és a dir
pn € Z és la part entera de 10"z, Aixi doncs, p,—1 < 10" 'z < p,_1 + 1 i, per tant,

10pn_1 < pp, < 10"z < p, +1 < 10p,_1 + 10.
per a tot n € Z. Per a cada enter n, prenem
dn, = Pn — 10pp—1 € {0, 1,2,... ,9}

Hem definit doncs, associada a cada nombre real positiu z, una colleccié ordenada (d,)ncz de
nombres enters entre 0 i 9 que s’anomena la representacié decimal del nombre real x.

Observacié 1.2.23 Per a cada nombre real z > 0, existeix un tnic nombre enter ng tal que
10"z < 1 < 10"y i, per tant, p, = [10"z] = 0 i també d,, = 0 si n < ng. A més a més,

® Pno+1 = dno-i-l >1i
® ppy1 = 10p, + dp41 per a tot n > ng + 1.
En conseqiiencia, per a tot enter m > ng + 1,
Py = 10" 0™ 72, o A+ 10d,, 1 F di
i, per tant,
b _ S
10m 10%°
k=no+1

A partir d’aquesta darrera igualtat, tenim que
Pn _ dk
107 Z 10k
keZ ,k<n

per a tot n € Z. Hem de tenir en compte aqui que només un nombre finit de termes d’aquest
sumatori sén diferents de zero. Podem concloure doncs que, si (d,,)necz 6és la representacié decimal
d’un nombre real positiu z, aleshores

dg dp 1
Y << Yy o+ —.
k — k n
k€Z,k<n 10 k€Z,k<n 10 10
per a tot n € Z.

Proposicié 1.2.24 Sigui (d,)nez la representacié decimal d’un nombre real positiu z. Aleshores,
per a tot n € Z, existeix un enter m > n tal que d,;, # 9.

Demostracié. Suposem que existeix n € Z tal que d,,, = 9 per a tot m > n. Prenem
dp 1
= — 4+ ——x>0.
Y Z 10k + 10m
k€Z,k<n

Per a tot m > n,

dy dy 9 "1 de 1 1

> — = — [ — — JENM . —

= Z 10k Z 10k + 10nt1 Z 10k Z 10k + 107 10m
kEZ,k<m k€EZ,k<n k=0 k€Z,k<n—1

Per tant, y < 1/10™ per a tot m > n, una contradiccié amb y > 0. [ ]
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Proposicié 1.2.25 Sigui (d,,)nez tal que

e d, €{0,1,2,...,9} per a tot n € Z,

e existeix ng € Z tal que d, =0 per atot n < ng i dp,+1 #0, i

e per a tot n € Z, existeix un enter m > n tal que d,, # 9.
Aleshores (dy,)nez 6és la representacié decimal d’un tnic nombre real positiu.
Demostracio. Per a cada n € Z, considerem

dy,
Tn = ke;gn oF

Fixat n € Z, prenem mgy > n amb d,,, # 9. Per a tot m > mg tenim que

m m—n—1
dy 1 9 1 1 1
fm = +k_z+1 10F = n T gme T qget ,;J 0F <% 1w Tigr (L

Aixo implica que el conjunt D = {x,, : n € Z} és no buit i fitat superiorment. Sigui = sup D,
que és un nombre real positiu perque 411 = dng+1 10~ (o+1) > 0. Per (1.1),

1
fcn§x<xn+ﬁ (1.2)
i, per tant, 10"z, = p, = [10™z] per a tot n € Z, d’on es dedueix que (d,)ncz és la representacié
decimal de x. La unicitat és immediata a partir de (1.2). |

Proposicié 1.2.26 Siguin z > 0 un nombre real positiu i (d,)nez la seva representacié decimal.
Aleshores, = € Q si i només si existeixen enters ng i v > 1 tals que d,, 4, = d,, per a tot n > ng, és
a dir, si i només si la representacié decimal de z és finita (d,, = 0 per a tot n > ng) o bé periodica
a partir d’'un cert lloc.

Demostracid. Sigui x = p/q € Q, on p,q € Z i ¢ > 0. Les xifres decimals de z s’obtenen aplicant
I’algorisme de la divisié6 amb dividend p i divisor ¢, afegint a cada pas un zero al residu sempre
que aquest sigui no nul. Aquests residus seran sempre menors que ¢q. Per tant, o bé un d’ells és
zero (representacié decimal finita) o bé ha d’apareéixer algun valor repetit (representacié decimal
periodica).

Reciprocament, si z > 0 és tal que existeixen naturals ng y » amb d,+, = d, per tot n > ng,
llavors 10™0*"z — 100z és un nombre enter, d’on es dedueix que x és un nombre racional. ]
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Capitol 2

Funcions 1 successions. Limits

2.1 Conceptes basics sobre funcions i successions

Definicié 2.1.1 Un funcid real d’una variable real és una aplicacié

fi ACR — BCR
r o f(2)

Els conjunts A i B s’anomemen, respectivament, el domini i el codomini de la funcié. La imatge
o recorregut de la funcid és

Imf=fA)={yeR : existeixz € Aamb f(z)=y}={f(z) : z € A}
Donats A; C A i By C B, definim els subconjunts
f(A) ={f(z) : z € A1} C B, fTUB)) ={zcA: f(z) € By} C A

Sempre és important especificar el domini d’una funcié, pero la majoria de les vegades no
n’especificarem el codomini o, parlant amb més propietat, prendrem el codomini B = R.

Definici6 2.1.2 Considerem una funcié f: AC R — B C R.
e Direm que f és injectiva si, per a tot z,y € A amb x # y, es compleix f(z) # f(y).
e Direm que f és exhaustiva si f(A) = B.
e Direm que f és bijectiva si és injectiva i exhaustiva.

Definicié 2.1.3 Si f:A C R — B C R és una funcié bijectiva, podem considerar la funcié
f~:B c R — A C R, que s’anomena funcié inversa de f, definida com segueix. Per a cada
y € B, el valor x = f~1(y) és I'tinic element de A amb f(z) = y.

Definicié 2.1.4 Una funcié f: A C R — R és constant si existeix ¢ € R tal que f(z) = ¢ per a
tot x € A.

Definicié 2.1.5 La funcid identitat al conjunt A és la funcié I4: A — A definida per I4(z) = z
per a tot x € A. La funcié I 4 és bijectiva i la seva inversa és I 4.

Les successions formen una classe especialment important de funcions. La majoria de les
definicions i propietats que veurem a partir d’ara per a funcions sén valides també per a successions.

15
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Definicié 2.1.6 Una successid de mombres reals és una funcié a:IN C R — R. Es a dir, una
funcié amb domini el conjunt N dels nombres naturals. El nombre real a,, = a(n) s’anomena el
terme n-ésim de la successié, Normalment, usarem la notacié (a,) per a designar una successio.

Observacié 2.1.7 Una successié es pot definir a partir de I'expressié del seu terme general. Per

exemple
n—1

an:m.

Algunes vegades aquesta expressié no sera valida per a alguns valors de n. Per exemple, amb

Pexpressié
1 n
an = (1 + )
n

per al terme general, el terme ag no esta definit. En situacions com aquesta, farem servir la notacio
(@n)n>1 0, més generalment, (a,),>x per a algun natural k. No sempre es té una expressié per al
terme general d’una successié. De fet, hi ha altres maneres de definir una successié. Per exemple,
per recurréncia, com en

e ag=1,a1 =1,
® a, =a,_ 1+ a,_o per atot n > 2.
La successié (a,) determinada per aquesta recurréncia s’anomena successid de Fibonacci.

Definicié 2.1.8 (Funcions i successions fitades) Una funcié és fitada (superiorment, inferi-
orment) si el seu recorregut és fitat (superiorment, inferiorment).

Definicié 2.1.9 (Funcions i successions monotones) Sigui f: A C R — R una funcié.
e Direm que f és creizent en A si f(x) < f(y) per a qualssevol z,y € A amb z < y.

e Direm que f és estrictament creizent en A si f(x) < f(y) per a qualssevol z,y € A amb
r<y.

e Analogament es defineixen els conceptes de funcid decreizent i estrictament decreizent.

e Direm que f és monotona en A si és creixent o decreixent en A. Direm que f és estrictament
monotona en A si és estrictament creixent o estrictament decreixent en A.

Observacié 2.1.10 Una successié (a,) és creixent si i només si a, < ap41 per a tot n € N.
Analogament es poden caracteritzar per a successions els altres conceptes introduits a la Defini-
cié 2.1.9.

Exercici 2.1.11 Sigui f: A C R — B C R una funcié bijectiva i creixent (respectivament, decrei-
xent). Proveu que la funcié inversa f~! és creixent (respectivament, decreixent).

Definicié 2.1.12 (Operacions amb funcions i successions) Siguin f,g: A C R — R.

e Producte per escalar. Sigui A € R un escalar. Definim la funci6 A\f:A C R — R com

(Af)(x) = Af ().
e Suma. La funcié f 4+ g: A C R — R es defineix per (f + g)(z) = f(z) + g(z).

e Producte. La funcié fg: A C R — R es defineix per (fg)(z) = f(x)g(z).
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e Quocient. Suposem que g(z) # 0 per a tot z € A. La funcié (f/g): A C R — R es defineix

Definicié 2.1.13 (Composicié de funcions) Siguin f:A C R - Ri¢g:B C R — R dues
funcions tals que el recorregut de f esta inclos en el domini de g, és a dir, tals que f(4) C B. La
composicié de f amb g és la funci6é go f: A C R — R definida per (g o f)(x) = g(f(z)).

Observacié 2.1.14 Si f: A C R — B C R és bijectiva, la funcié inversa f~! és I'inica funci6
gBCR—>ACRtalquegof=14ifog=1Ip,onlq:A— Aéslafuncié identitat.

Observacié 2.1.15 Per a una successié6 :IN C R - A C R i una funcié f:A C R — R, la
composicié b = f o a és també una successié. Concretament, la successié (b,) amb b, = f(a,) per
a tot n € N.

Definicié 2.1.16 (Funcions polinomiques i racionals) Les funcions polinomiques s’obtenen
amb sumes i productes de la funcié identitat i funcions constants. Soén funcions P: R — R de la
forma

P(z)=ap+ a1z + -+ apz”

per a certs n € N i ag,aq,...,a, € R. Les funcions racionals s’obtenen a partir de quocients de
polinomis. El domini d’una funcié racional f(x) = P(z)/Q(x) esta format pels nombres z € R

amb Q(z) # 0.

2.2 Conceptes basics sobre limits

2.2.1 Limits de successions, convergencia

Definicié 2.2.1 (Successié convergent, limit d’una successié) Sigui (a,) una successié de
nombres reals. Direm que la successi6 (a,,) és convergent si existeix un nombre real L € R tal que

e per a tot € > 0 existeix ng € N tal que d(an, L) =|L — a, | < € per a tot n > ng.
En aquest cas, direm que L és el lémit de la successi6 (ay,) i escriurem lima,, = L o bé (a,) — L.

Observem que una successio té limit L si i només si, per a cada € > 0, com a molt un nombre
finit de termes de la successié no pertanyen a linterval (L — e, L +¢).

Proposicié 2.2.2 El limit d’una successio, si existeix, és unic.

Demostracid: Sigui (a,,) una successié de nombres reals i siguin L1, Lo € R nombres reals tals que
ambdéds sén limits de (ay,). Sigui € > 0 arbitrari.

e Com que lima,, = L1, existeix n; € N tal que |L1 — a,| < &/2 per a tot n > ny.
e Com que lima,, = Lo, existeix ny € N tal que |Ly — a,| < /2 per a tot n > ns.
En conseqiiéncia, si n > max{ni,ns},
|Ly — Lo| = |L1 — an + an — Lo| < |L1 —an| + Lo — an| < e.
Hem provat doncs que |L; — La| < € per a tot € > 0 i, per tant, L1 = Lo. [ ]

Exercici 2.2.3 Proveu que tota successié constant és convergent.
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Exercici 2.2.4 Proveu que la successi6 (a,)n>1 definida per a, = 1/n és convergent amb limit
L=0.

Proposicié 2.2.5 Tota successié convergent és fitada.

Demostracid. Siguin (a,) una successi6é convergent i L = lima,. Llavors existeix ng € N tal que
|L—anp| < 1sin>mng. Aixi dones, |a,| = |a, — L+ L| < |a, — LI+ |L| < 1+ |L| per a tot n > nyg.
Per tant, si prenem M = max{|ao|, |a1], - -,|anq|, 1+ |L|}, tindrem que |a,| < M per a tot n € N.
Hem provat doncs que la successié (ay,) és fitada. |

Exercici 2.2.6 Doneu exemples de successions fitades no convergents.

Exercici 2.2.7 Proveu que a € R és un punt d’acumulacié del conjunt A C R si i només si
existeix una successié (x,,) tal que x,, € A\ {a} per a tot n € N ilimz, = a.

2.2.2 Limit d’una funcié en un punt

Definicié 2.2.8 Siguin f: A C R — R una funcié, ¢ € R un punt d’acumulacié del domini i
L € R un nombre real. Direm que el limit de la funcio f quan x tendeiz a a és igual a L, i
escriurem lim,_,, f(z) = L, si

e per a tot € > 0 existeix § > 0 tal que |f(x) — L| < e per atot z € A amb 0 < |z —a| < §.

Observacié 2.2.9 Observem que no és necessari que a sigui un punt del domini de f per tal de
poder definir lim,_,, f(x). El que necessitem és que a sigui un punt d’acumulacié del domini.

Observacié 2.2.10 El valor f(a) no intervé en la definici6 del limit lim,_,, f(2).

Exercici 2.2.11 Considerem la funcié constant f(z) = ¢. Proveu que lim,_,, f(x) = ¢ per a tot
a € R. Per a la funcié identitat I = Ir, proveu que lim,_,, I(x) = a per a tot a € R.

Proposicié 2.2.12 Siguin f: A C R — R una funcié, ¢ € R un punt d’acumulacié del domini
i L € R un nombre real. Aleshores lim,_,, f(z) = L si i només si, per a qualsevol successi6 de
nombres reals (x,) tal que z, € A\ {a} per a tot n € N i limx,, = a, se satisfa lim f(z,) = L.

Demostracié. Suposem que lim,_,, f(z) = L, i sigui (x,) una successié de nombres reals tal que
xn € AN {a} ilimz, = a. Llavors, per a tot € > 0, existeix § > 0 tal que |f(z) — L| < € sempre
quez € Ai0 < |x—al <J. A més amés, la convergencia de la successié (z,,) implica que existeix
un natural nyg € N tal que |z, — a|] < § per a tot n > ng i, per tant, |f(z,) — L| < € per a tot
n > ng. En conseqiiéncia, lim f(x,) = L.

Suposem que no se satisfa lim,_,, f(z) = L, és a dir, existeix g9 > 0 tal que per a tot § > 0 es
pot trobar z € A amb 0 < |z —a| < d1i|f(x)—L| > go. Llavors, per a cada enter positiu n, podem
prendre z,, € A que compleixi 0 < |z, —a| < 1/n i |f(zn) — L] > 0. Es clar que la successié (z,)
aix{ formada compleix que x, € A\ {a} i limz,, = a. En canvi, com que |f(z,) — L| > &g per a
tot n € N, és obvi que la successié (f(x,)) no té limit L. [ |

Proposicié 2.2.13 El limit d’una funcié en un punt, si existeix, és unic.

Demostracié. Immediata a partir de les Proposicions 2.2.2 1 2.2.12. [ |
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2.2.3 Limits a ’infinit

Definicié 2.2.14 Sigui f: A C R — R, on el domini A no és fitat superiorment, i sigui L € R
un nombre real. Direm que el limit de la funcio f quan x tendeix a més infinit és igual a L, i
escriurem lim, 1o f(z) = L, si

e per a tot € > 0, existeix M > 0 tal que |f(x) — L| < € per a tot € A amb x > M.
Definicié 2.2.15 Analogament es defineix lim,_, _ f(z) = L € R.
Observaci6 2.2.16 Una successié de nombres reals és una funcié a: N — R. Clarament,

lima, = xgriloo a(x)

si la successid és convergent.

Exercici 2.2.17 Considerem la funcié constant f(x) = c¢. Proveu que lim,_, o f(x) = c.

Exercici 2.2.18 Proveu lim, ;o 1/(1 + 2?) = 0.

2.2.4 Limits infinits

Definicié 2.2.19 Siguin f:A C R — R una funcié i ¢ € R un punt d’acumulacié del domini.
Direm que la funcié f té lémit infinit quan x tendeix a a, i escriurem lim,_,, f(z) = oo, si

e per a tot NV > 0, existeix § > 0 tal que |f(z)| > N per atot z € A amb 0 < |z —a| < §.
Exercici 2.2.20 Per a la funcié f: R\ {0} = R amb f(z) = 1/z, proveu lim,_,q f(z) = oo.

Definicié 2.2.21 Siguin f: A C R — R una funcié i a € R un punt d’acumulacié del domini.
Direm que lim,_,, f(z) = +oo si

e per a tot N > 0, existeix 6 > 0 tal que f(z) > N per a tot x € A amb 0 < |z — a| < 0.
Exercici 2.2.22 Per a la funcié f: R\ {0} - R amb f(z) = 1/22, proveu lim,_,o f(x) = +o0.
Definicié 2.2.23 Es defineix analogament lim,_,, f(z) = —oc.

Definicié 2.2.24 Sigui f: A C R — R, on el domini A no és fitat superiorment. Direm que la
funcié f té lémit infinit quan z tendeix a més infinit, i escriurem lim,_, o f(2) = oo, si

e per a tot NV > 0 existeix M > 0 tal que |f(z)| > N per a tot © € A amb x > M.

Definicié 2.2.25 Analogament es defineixen els conceptes 1i5[_1 f(z) = 400, hT f(x) = —o0,
T—+00 T—+00
lim f(z) =00, lim f(x)=4o00, lim f(z)= —o0c.
xr—r—00 r—r—00 Tr—r—00

Observaci6 2.2.26 En particular, podem considerar limits infinits per a successions. Es a dir, es
poden definir els conceptes lim a,, = oo, lima,, = +o0, lima,, = —oo.

Exercici 2.2.27 Enuncieu i demostreu per als limits a 'infinit propietats analogues a les Pro-
posicions 2.2.12 i 2.2.13. Enuncieu i demostreu per als limits infinits una propietat analoga a la
Proposicié 2.2.12.

Exercici 2.2.28 Obviament, cap sucessié amb limit infinit és fitada. Doneu exemples de succes-
sions no fitades que no tinguin limit infinit.
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2.2.5 Limits laterals

Definici6 2.2.29 Siguin f: A € R — R una funcié, a € R tal que és punt d’acumulacié del
conjunt AN (—o0,a), i L € R un nombre real. Direm que el limit de la funcid f quan x tendeix a
a per 'esquerra és igual a L, i escriurem lim,_,,- f(z) = L, si

e per a tot € > 0 existeix § > 0 tal que |f(x) —L| <eperatotz € Aamb0<a—x <.

Definicié 2.2.30 Siguin f:A € R — R una funcié, a € R tal que és punt d’acumulaci6é del
conjunt AN (a,+00), 1 L € R un nombre real. Direm que el limit de la funcié f quan z tendeiz a
a per la dreta és igual a L, i escriurem lim,_,,+ f(x) = L, si

e per a tot € > 0 existeix § > 0 tal que |f(z) — L| <eperatotz € Aamb0<z—a<34.

Proposicié 2.2.31 Siguin f: A C R — R una funcié, L € R un nombre real, i a € R un punt
d’acumulacié d’ambdds conjunts AN (—oo0,a) i AN (a,+00). Aleshores, lim,_,, f(2) = L si només
silim, o+ f(7) = lim, - f(2) = L.

Demostracié. Suposem que lim,_,, f(z) = L. Aleshores, per a tot € > 0, existeix é > 0 tal que
|f(z) — L] < ¢ sempre que z € Ai0 < |z —a|] < 6. En particular, |f(z) —L| <esiz e Ai
0 <x—a < 4. Aixi doncs, el lim,_,,+ f(x) existeix i és igual a L. Analogament, lim,_,,- f(z) = L.

Suposem ara que els dos limits laterals existeixen i tenen el mateix valor, és a dir, lim,_, .+ f(z) =
lim,_,,- f(z) = L € R. Per tant, per a tot € > 0, existeix §; > 0 tal que |f(z) — L| < € per a
tot z € Aamb 0 < z —a < d;. També existeix d; > 0 tal que |f(x) — L| < e per a tot z € A
amb 0 < a —x < J3. Si prenem § = min{dq,d2}, llavors |f(z) — L| < € sempre que z € A i

0 < |z —al| < 4. Per tant, lim,_,, f(z) = L. ]
Exercici 2.2.32 Doneu definicions per als l{mits laterals infinits: lim f(z) = oo, lim f(z) =
z—at z—at
+o0, lim f(z)=—o0, lim f(z) =00, lim f(z)=4oc0, lim f(z)= —cc.
z—a’t T—a~ T—a~ z—a~

Exercici 2.2.33 Enuncieu propietats analogues a les Proposicions 2.2.12 i 2.2.13 per als limits
laterals.

2.2.6 Teorema de la convergéncia monotona

Teorema 2.2.34 Tota successié monotona i fitada és convergent.

Demostracid. Suposem que (a,) és una successié monotona creixent i fitada. Com que el conjunt
A ={a, : n € N} C R és no buit i fitat superiorment, per la propietat (R18) dels nombres reals,
existeix & € R amb a = sup A. Vegem que a = lima,,. En efecte, donat £ > 0, per ser a = sup 4
ha d’existir al menys un terme a,, de la successié tal que a — ¢ < a,, < o. Com que la successié
(an) és monotona creixent, també es compleix que o — € < a, < « per a tot n > ng. Aix{ doncs,
a = lima,. [ |

Exercici 2.2.35 Proveu que lima,, = oo si (a,) és una successié monotona no fitada.

Exercici 2.2.36 Doneu exemples de successions monotones no convergents i de successions con-
vergents no monotones.

Exercici 2.2.37 Siguin f: A C R — R una funcié monotona i a € R tal que és punt d’acumulacié
del conjunt A N (—o0,a). Proveu que lim,_,,- f(z) = L € R o bé lim,_,,- f(z) = co. Enuncieu i
proveu el resultat simetric per a limits laterals per la dreta.
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2.3 Algebra de limits

2.3.1 Algebra de limits reals

Exercici 2.3.1 Proveu que la successié (a,) és convergent amb limit L si i només si la successié
(lan, — L|) és convergent amb limit 0.

Exercici 2.3.2 Sigui (a,) una successié convergent amb limit L. Proveu que la successié (|ay|)
és convergent amb limit |L]|.

Exercici 2.3.3 (Criteri de compressid) Siguin (a,), (b,) successions convergents amb lim a,, =
limb,, = L, i sigui (¢,) una successié tal que a, < ¢, < b, per a tot n € N. Proveu que (c,) és
convergent amb limit L.

Exercici 2.3.4 Siguin (a,), (b,) successions de nombres reals amb lim a,, = 01 (b,,) fitada. Proveu
que lim a,b,, = 0.

Proposicié 2.3.5 Siguin (a), (b,) successions convergents de nombres reals amb lima,, = L; i
lim(b,,) = Lo. Aleshores

1. (ayn + by) és convergent i lim(a,, + b,) = L1 + Lo.
2. (A-ay) és convergent i lim(\-a,) =\ Ly.

3. (an - by) és convergent i lim(a,, - b,) = Ly - Lo.

n L
4. Sib, #0peratotn € Ni, amés, Ly # 0, aleshores (a,/by,) és convergent i lim (Z) = L—l
n 2

5. Sia, < b, per a tot n € N, aleshores L1 < L.

6. Si a, < b, per a tot n € N, aleshores L; < Lo.

Demostracié. Demostrem separadament cada un dels apartats.
1. Silima, = Ly i limb,, = Ly, aleshores, per a tot € > 0,

e existeix n; € N tal que |L1 — a,| < €/2 per a tot n > ny.

e existeix ny € N tal que |Ls — a,| < £/2 per a tot n > na.

Si ng = max{ny,na}, llavors per a tot n > ngy es compleix

[(@n +bn) = (L + Lo)| < lan = La| + by = Lol < S + = = <.

Per tant, lim(a,, + b,) = L1 + Lo.

2. L’enunciat és trivialment cert si A = 0. Suposem que A # 0. Com que lima, = L,
L €
per a tot € > 0, existeix ng € N tal que |a, — L1| < m per a tot n > ng. Per tant,

€ o
— =g per atot n > ng. En conseqiiencia, lim(A-a,) = A-Ly.

|[Aan —AL1| = A |an—L1| < |A| i
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3. Suposem que lima, = Ly ilimb, = La. La successié (|b,|) és fitada perque (b,,) és conver-
gent. Observem que

0 <|anby, — L1La| = |anby, — L1by, + L1by, — L1Lo| < |a, — L1| |by| + |L1| |by, — La.

Com que lim |a, — L1| = lim|b, — La| = 0 i la successié (|b,]) és fitada, per la propietat
anterior i els Exercicis 2.3.1 1 2.3.4, tenim que

lim |Lq| |by, — Lo| = lim |a,, — L1 |by| =0
i, per tant, lim a,b, = Ly L.

4. Vegem en primer lloc que, si (b,) és una successi6 convergent tal que b, # 0 per a tot n € N
amb lim b,, = Ly # 0, aleshores la successi6 (1/b,,) també és convergent i

. 1 1

im— = —.
bn L2
Com que lim |b,,| = |L2|, donat k € R amb 0 < k < |Lo|, existeix n; € N tal que k < |b,| per
a tot n > ny. A més a més, com que limb,, = Lo, per a tot € > 0, existeix ny € N tal que
|bn, — La2| < ke|La| per a tot n > no. Per tant, per a tot n > ng = max{ny,ns} es compleix
que

1 1

b, Lo

_ |L2 —bn| S |L2—bn‘ < Ek|L2| _
|bn Lo| k|Lo| k|Ls|

Ly —b,
T byLo

amb el que obtenim que lim1/b,, = 1/L,.

Finalment, podem aplicar la propietat anterior sobre el limit del producte de dues successions

convergents per provar que
Qnp L

lim — = —.
b, Lo
5. Provarem per reduccié a I'absurd que L1 < Lo si a,, < b, per a tot n € N. Suposem doncs
que Ly < Ly i prenem M = (L; + L2)/2, el punt mig de Uinterval [Lo, Lq].
e Com que lima, = L1, existeix n; € N tal que a,, > M per a tot n > n;.
e Com que limb,, = Lo, existeix ny € N tal que b, < M per a tot n > ns.

En conseqiiéncia, a, > b, per a tot n > ng = max (n1,ns2), una contradiccié amb el fet que
an < b, per a tot n € N.

6. Es conseqiiencia de Ianterior. Observeu que encara que a, < b, per a tot n € N, es pot
donar que L; = L. Considereu per exemple les successions (a,) i (b,) definides per a,, =0
ib, =1/n per a tot n € N. ]

Proposicié 2.3.6 Siguin f,g: A C R — R dues funcions i ¢ € R un punt d’acumulacié del seu
domini. Suposem que lim f(z) = L; € R i que lim g(x) = Ly € R. Aleshores
Tr—a r—ra

e Si A € R és un escalar, lim (\f)(z) = AL;.
T—ra

e lim (f —|—g)(.’L‘) =L+ Lo.

Tr—a

e lim(fg)(x) = L1Lo.

r—a
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e Si Ly # 0, aleshores :lllg (f) (x) = I,

g

Demostracio. Farem només la demostracié per a la suma. La prova de les altres propietats és

analoga. Com que lim f(z) = L; i lim g(z) = Lo, per cada successié de nombres reals (z,,) tal
r—a r—a

que z, € A\ {a} ilimz, = a, tenim que lim f(z,) = Ly i limg(z,,) = L2. Per les propietats dels
limits de successions (Proposici6 2.3.5), es compleix im(f+g)(zy) = Um(f(zn)+9(zn)) = L1+ Lo,
d’on es dedueix que hin (f+9)(x)=Li + Lo. ]

Observaci6 2.3.7 Les mateixes propietats es compleixen per als limits laterals i per als limits a

I'infinit.

Observacié 2.3.8 Siguin f: ACR — R1ig:B C R — R funcions tals que f(A) C Bia € R un

punt d’acumulacié del conjunt A. Suposem que lim f(x) = b, on b és un punt d’acumulacié del
r—a

conjunt B, i que lirr%) g(y) = c. Aleshores no sempre es compleix que lim (g o f)(z) = c.
y— r—a

Demostracié. Només cal presentar un contraexemple. Siguin f:R — Ri¢g:R — R, on f és la
funcié constant igual a 0 i g esta definida per

0 st o y#0
g(y)_{l si y=0

Llavors, ig% f(z)=01i gli%g(y) = 0. En canvi, iig%)(g of)(z)=1limg(f(z)) =9(0)=1#0. n

z—0

2.3.2 Algebra de limits infinits, indeterminacions

Les propietats dels limits infinits en relacio a les operacions amb successions es resumeixen a la Tau-
la 2.1. Observem que apareixen situacions (les indeterminacions) en que el limit és indeterminat,
és a dir, no es por deduir directament a partir dels limits de les successions involucrades.

Les propietats dels limits infinits de funcions (en un punt, laterals o a I'infinit) en relacié a les
operacions sén les mateixes que les de les successions. Aixi doncs, per a limits infinits de funcions
tenim les mateixes indeterminacions que per als limits infinits de successions.

2.4 Un nombre molt especial
Comencem recordant, sense demostracio, la formula del binomi de Newton.
Proposicié 2.4.1 Si z,y sén nombres reals i n és un nombre natural, aleshores

= ()i

k=0

n n
— z" —|—’I’L$n_1y + (2) xn—2y2 4+ 4 ( )nyn—Q 4 Tll’yn_l +yn

1 1 1 1
. Snzzﬁ:1+1+i+§+”.+m
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(an) = 400 (—00,00), A > 0 = (Aay) = 400 (—00,00)

(an) = +00 (—00,00), A < 0 = (Aa,) = —o0 (400, 00)

(an) fitada, (b,) — 400 (—00,00) = (an + by) = +00 (—00, 0)

(an) = 400, (by) = +00 = (ay, + b,) = +o0

(an) = —o0, (by) = —00 = (an + by) = —0

(an) = 400, (by) = —00o = (an +by) = ?
(an) = 00, (by) = 00 = (an +b,) = 7

Primera indeterminacié: oo — oo

Jk € R,no € N tals que |an| > k > 0Vn > ng, (by) = 00 = (apby) = 00

(an) — 0, (by) = 00 = (anby) — 7

Segona indeterminacié: 0 - oo

(an) = 0,(b,) = 0= (Z:) -7

(an) = 00, (bn) — 00 = <Zn> e

n

818

. . .., 0
Tercera indeterminacio: 0’

Taula 2.1: Algebra de limits infinits
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1 n
n
sén convergents i tenen el mateix limit.

Demostracid. La successié (s,,) és creixent, i és fitada perque, per a tot n € N,

1 1—(1/2)"
—1+—7 <3
T SR

11 1 11
sn=l4ld gttt <l+l4o 4

2! " 3! PP

Per tant, (s;,) és convergent. Analitzem ara la successi6 (¢,). Per la férmula del binomi de Newton,

() S0

Ara bé, per a 0 < k <n,

k
B i n n—1 n-—2 n—k+1
I T n n n
1 1 2 k—1
= —(1-=)(1-2)-(1-
w(-0) (-3) - (-5)
1

IN
\
—
o
[y
~

HED0-D () b et (-

si 0 < k < n, tenim que la successié (t,) és creixent. A més a més, per la desigualtat (2.1), s’obté
que t, < s, < 3peratotn > 11i, pertant, la successié (¢,) és fitada. Aixi doncs, (t,) és convergent
ilimt, <lims,. Només ens cal provar que lims, < limt, per completar la demostracié. Fixat
m € N, considerem la successié (ap)n>m definida per

m m
n\ 1 1 1 2 k—1
w2 (Xm0 00) 05
k=0 k=0
per a tot n > m. Clarament, lima, = s,,. Com que a, < t,, tenim que s,, < limt, per a tot
m € N. Aix0 implica que lim s, < lim#t,. [ ]

Definicié 2.4.3 El nombre e és el limit comt de les sucessions introduides al Teorema 2.4.2, és a

dir,
n n
. 1 . 1
e= hmki0 il = lim (1 + n)

Observacié 2.4.4 Calculant els valors dels primers termes de la successié (s;,), podem obtenir
valors aproximats per al nombre e. Per exemple 2, 718281828459045. A I'Exercici 2.4.5 es detalla
com es realitza aquest calcul. Podriem trobar aproximacions a partir de la successié (t,), pero la
convergencia és molt més lenta i, per tant, el calcul és molt més costds.



26 CAPITOL 2. FUNCIONS I SUCCESSIONS. LIMITS

Exercici 2.4.5 Proveu que, per a tot n > 0,

1 1 1 1
— (14144 +=) < 1 .
0<e <+ +op t +n!)_(n+l)!(+n—|—l>

1 1
—— (14 ——) < 107% i doneu un valor aproximat del
(n+ 1! n+1

nombre e amb un error menor que 1076,

Trobeu el minim natural n tal que

Teorema 2.4.6 El nombre e és irracional.

Demostracio. Per ’Exercici 2.4.5, per a tot n € N,

141 1 1
e=1+4 “ra“r""f‘a

1 1 3
F g, on0 < Ry s (n+1)! <1+ n+1> < (n+ 1)1
Per tant, e = A, /n!+ R, on A,, és un nombre enter i R,, < 3/(n+1)!. Suposem que e és racional,
és a dir, e = p/q per a certs nombres enters positius p,q. Prenem n > max{q,2}. Aleshores
nlp/q = A, + n!R,. Veiem que nlp/q i A, sén nombres enters, perd n!R, no és un enter perque
0<nlR, <3n!/(n+1)!=3/(n+1) < 1. Hem obtingut doncs una contradiccié que demostra que
el nombre e ha de ser irracional. [ |

2.5 Successions parcials, limit superior i limit inferior

Definicié 2.5.1 Sigui (ay) una successié de nombres reals. Direm que una successié (by) és una
successid parcial o subsuccessid de (ay) si, per a tot k € N, by = ay,, on (ng) és una successié
estrictament creixent de nombres naturals.

Proposicié 2.5.2 Totes les successions parcials d’una successié convergent sén convergents. A
més, si lima,, = L, aleshores lim a,,, = L per a qualsevol successi6 parcial (a,, ) de (a,). Tenim el
mateix per als limits infinits: si lima,, = co (400, —00), aleshores lima,, = oo (400, —00) per a
qualsevol successié parcial (ay, ) de (an).

Demostracio. Es dedueix directament de les definicions. [ |

Exercici 2.5.3 Un nombre real L és limit d’una successié parcial d’una successié donada si i
només si, per a tot € > 0, l'interval (L — ¢, L + ¢) conté infinits termes de la successio.

Teorema 2.5.4 (Teorema de Bolzano-Weierstrass, segona versié) Tota successié fitada de
nombres reals admet una successié parcial convergent.

Demostracid. La demostracié és molt semblant a la de la primera versié d’aquest resultat (Teore-
ma 1.2.21). Sigui (a,) una successi6 fitada de nombres reals i siguin a,b € R amb a < a,, < b per
a tot n € N. Considerem el conjunt B format pels nombres reals ¢ tals que I'interval [¢, +00) conté
infinits termes de la sucessié (a,). El conjunt B és no buit i fitat superiorment. Efectivament,
a € B1ibn’és una fita superior. Per tant, podem prendre 8 = sup B. Per finalitzar la demostracié,
només cal que provem que [ és limit d’una successié parcial. Com que S = sup B, tenim que
B+ e ¢ B itambé que, per a tot ¢ > 0, existeix ¢ € B amb § — ¢ < ¢ < 8. Aleshores 'interval
[c, +00) conté infinits termes de la successié (a,) i, en canvi, 'interval [b, +00) en conté només un
nombre finit. En conseqiiéncia, Uinterval (8 — e, 8 + €) conté infinits termes de la successié (ay).
Aix0 conclou la demostracié per I’Exercici 2.5.3 [ ]
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Definicié 2.5.5 Sigui (a,) una successié de nombres reals.

e Si (a,) és fitada superiorment, definim el limit superior de la successié (a,), que s’escriu
lim sup a,,, com el maxim dels limits de successions parcials de (a,,), si existeix.

e Si (ay,) és fitada inferiorment, definim el limit inferior de (a,), que es denota amb lim inf a,,,
com el minim dels limits de successions parcials de (a,,), si existeix.

Exercici 2.5.6 Proveu que lima,, = liminf a,, = limsup a,, si (a,) és una successié convergent.
Teorema 2.5.7 Qualsevol successié fitada de nombres reals admet limit superior i limit inferior.

Demostracid. Sigui (a,) una successié fitada de nombres reals. Comprovem que el nombre § que
apareix a la demostracié del Teorema 2.5.4 és el limit superior de la successi6. Només cal que
provem que cap successié parcial pot tenir limit L > . En efecte, si L > [ existeix § > 0 amb
L —§ ¢ B i, per tant, Uinterval [L — 0, +00) conté com a molt un nombre finit de termes de la
successié. L’existencia del limit inferior es demostra per simetria. [ |

Exercici 2.5.8 Considerem la successié (ay,)n,>1 definida per

1 1
e Si n = p* amb p un nombre primer i k > 1, aleshores a, =1 — — + —

k
e a, =0sin=10Dbén no és una potencia d’'un nombre primer.

Proveu que aquesta successio és fitada. Proveu que hi ha infinits nombres reals que sén limits de
successions parcials d’aquesta successié. Determineu lim inf a,, i lim sup a,.

A continuacié analitzem l’existencia dels limits inferior i superior per a successions no fitades.
Veiem que, si admetem la possibilitat que aquests limits siguin infinits (Definicié 2.5.10), aleshores
podem considerar els limits inferior i superior de qualsevol successio.

Proposicié 2.5.9 Sigui (a,) una successié de nombres reals.

e Si (an) és fitada superiorment i no es compleix lima,, = —oo, aleshores la successié admet
limit superior.

e Si (a,) és fitada inferiorment i no es compleix lima, = 400, aleshores la successié admet
limit inferior.

Demostracié. Provarem només la primera afirmacio, i la segona es demostra per simetria. Farem
servir la mateixa idea que a les demostracions dels Teoremes 1.2.2112.5.4. Siguin (a,) una successi6
fitada superiorment tal que no es compleix lima,, = —oo. Considerem el conjunt B format pels
nombres reals ¢ tals que l'interval [c, +00) conté infinits termes de la sucessié (a,). El conjunt B és
no buit perque lim a,, # —oo i és fitat superiorment perque la successio (a,,) és fitada superiorment.
Per tant, existeix § = sup B. Es pot provar que S = limsup a,, amb els mateixos arguments que a
les demostracions dels Teoremes 2.5.4 1 2.5.7. [ |

Definicié 2.5.10 Sigui (a,) una successié de nombres reals.
e Si (ay) no és fitada superiorment, posarem lim sup a,, = +o0.
e Si (ap) no és fitada inferiorment, posarem liminf a,, = —ooc.
e Si lima, = 400, posarem liminf a,, = limsup a,, = 400.

e Silima, = —oo, posarem liminf a,, = limsup a,, = —oc0.
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2.6 Successions de Cauchy

Definicié 2.6.1 Sigui (a,) una successié de nombres reals. Direm que (a,) és una successio de
Cauchy si

e per atot e > 0, existeix ng € N tal que d(am, an) = | ap—an, | < € per a qualssevol m, n > ny.

En una successié de Cauchy quasi tots els termes de la successié sén arbitrariament propers entre
ells. En una successié convergent, quasi tots els termes de la successié sén arbitrariament propers
al limit i, per tant, arbitrariament propers entre ells. Aquest és 'argument de la demostracié de
la Proposicié 2.6.2. Pero el resultat realment interessant sobre successions de Cauchy és que, per
la completesa dels nombres reals, el reciproc també és cert (Teorema 2.6.3).

Proposicié 2.6.2 Qualsevol successié convergent de nombres reals és una successié de Cauchy.

Demostracid. Suposem que (a,) és convergent amb lima,, = L. Llavors, per a tot € > 0, existeix
ng € N tal que |a, — L| < /2 per a tot n > ng Per tant, per a tot parell m,n > ng es compleix
|am — an| <lam — L| 4+ |L — an| < e/2+¢/2 =e. Aix{ doncs, (a,,) és una successié de Cauchy. W

Teorema 2.6.3 Qualsevol successié de Cauchy de nombres reals és convergent.

Demostracié. Suposem que (a,) és una successié de Cauchy. Vegem en primer lloc que (ay,)
és fitada. Per ser de Cauchy, existeix ng € N tal que |a, — an,| < 1 per a tot n > ng. Llavors
lan| < |an—ang|+|an,| < 14|an,| per atot n > ng. Siprenem M = max{|ag|, ..., |@ny—1|, 1+|ang|}s
es compleix que |a,| < M per a tot n € N. Aix{ doncs, pel Teorema 2.5.4, existeix una successié
parcial (a,, ) convergent. Sigui @ = lima,,. Ara demostrarem que també lim a,, = . En efecte,

- €
e per a tot € > 0 existeix kg € N tal que |a,, — a| < 5 pera tot k > ko.
D’altra banda, com que (a,,) és de Cauchy es compleix que
- €
e per a tot € > 0 existeix my € N tal que |a,, — a,| < 3 per a qualssevol m,n > m;.
Ara prenem mg = max(ng,,m1) i escollim k amb ny > mg. Amb aixo,

e €
|a”—a|=\an—ank+ank—o¢|§|an—an,€|+\ank—a|<§+§=5

per a tot n > mg. Aix{ doncs, (a,) és una successié convergent. [ |

Observaci6 2.6.4 Observem que la implicacié “convergent = Cauchy” és certa en qualsevol
cos ordenat arquimedia. En canvi, la implicacié “Cauchy = convergent” és conseqiiencia de
la completesa dels nombres reals i no es compleix, per exemple, per a successions de nombres
racionals. De fet, en un cos ordenat arquimedia, aquesta implicacié és equivalent a I'axioma del
suprem (R18), com demostrem al Teorema 2.6.5.

Teorema 2.6.5 Sigui (F,+,-, <) un cos ordenat arquimedia. Aleshores les propietats segiients
sén equivalents.

1. Tot subconjunt de F no buit i fitat superiorment té suprem en F.

2. Tota successié de Cauchy d’elements de F és convergent en F'.
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Demostracio. Si es compleix la primera propietat, el resultat del Teorema 2.5.4 se satisfa també
per al cos ordenat arquimedia (F, +, -, <). Per tant, amb el mateix raonament que a la demostracié
del Teorema 2.6.3, es prova que la primera propietat implica la segona. Suposem que el nostre cos
ordenat arquimedia satisfa la segona propietat. Sigui A C F un conjunt no buit i fitat superiorment.
Prenem by € F, una fita superior per a A, i un element ag € A. Obviament, ag < bg. Ara prenem
co = (ao + bo)/2

e Si ¢y és una fita superior de A, prenem a; = ag i by = ¢g.
e Altrament, prenem a; = ¢g i by = by.

A continuacié prenem c¢; = (a1 + b1)/2 i obtenim ag, bs a partir de aq,b; de la mateixa manera.
Si repetim indefinidament el procés, obtindrem dues successions (a,), (b,) que compleixen les
propietats segiients.

e (a,) és monotona creixent, (b,,) és monotona decreixent, i a,, < b, per a tot n € N.

bo — ag

21’L

e b, —a, = per a tot n € N.

e Per a tot n € N, l'interval [a,, b,] conté elements de A i b,, és una fita superior de A.

Provem a continuacié que (a,) és una successié de Cauchy. Donat ¢ > 0, prenem ng € N amb
(bo — ap)27™ < e. Sim >n > ng, tenim que an, < an < ap < by, i, per tant,

bo — ag
|am — an| = am — an Sbpy — any = om0 <€

Com que (ay,) és una successié de Cauchy en F, existeix o € F tal que @ = lima,. Com que
lim(b,, — a,) = 0, tenim que a = limb,,. La demostracié es conclou provant que o = sup A. Si
x > a, existeix n € N tal que b, < x i, per tant, © ¢ A perque b, és una fita superior per a A.
Aixo implica que « és una fita superior per a A. Si z < «, existeix n € N tal que a,, > z i, per
tant, existeix y € A N [an, by], que satisfa x < a, <y < a. Tenim doncs que o = sup A. [ |

Observaci6 2.6.6 Es dedueix del Teorema 2.6.5 que, a la descripcié axiomatica dels nombres
reals, podem substituir ’axioma (R18) per l’axioma segiient.

(R18’) Tota successié de Cauchy de nombres reals té limit real.

Es a dir, (R,+, -, <) es caracteritza també pels axiomes (R1)—(R17) i (R18).

Observacié 2.6.7 La relacié d’ordre no intervé en les definicions dels conceptes “sucessié conver-
gent” o “sucessié de Cauchy”. De fet, ambdues definicions es basen en 'existéncia d’una distancia
i, per tant, es poden aplicar en qualsevol espai metric. Aixi doncs, a diferéncia de la propietat
(R18), la propietat (R18') es pot enunciar en un espai metric, i aix0 ens permet introduir el
concepte d’espai métric complet.

Definicié 2.6.8 Direm que un espai metric (F,d) és complet si tota successié de Cauchy en E té
limit en FE.
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Capitol 3

Funcions continues

3.1 Propietats basiques de les funcions continues

Definicié 3.1.1 Siguin f: A C R — R una funcié i a € A un punt del seu domini. Direm que la
funcié f és continua al punt a si

e per a tot € > 0 existeix 6 > 0 tal que |f(x) — f(a)| < € per a tot x € A amb |z — a| < 4.

Proposicié 3.1.2 Siguin f: A CR — Ria € A un punt del domini que també és punt d’acumu-
lacié del domini. Aleshores, f és continua a a siinomés si lim f(z) = f(a).
r—a

Demostracio. Conseqiiencia directa de les Definicions 2.2.8 1 3.1.1. ]

Observacié 3.1.3 Si a € A no és un punt d’acumulacié de A, és a dir, si a és un punt aillat de A,
aleshores f és continua a a.

Exercici 3.1.4 Siguin f: A C R — R una funcié i @ € A un punt del seu domini. Proveu que f
és continua a a si i només si, per a qualsevol sucessié de nombres reals (z,) amb x, € A per a tot
n € N ilimx, = a, es compleix lim f(z,) = f(a).

Definicié 3.1.5 Direm que una funcié f: A C R — R és continua a A si és continua a tots els
punts de A.

Exercici 3.1.6 Proveu que les funcions constants i la funcié identitat son continues al seu domini.

Proposicié 3.1.7 Siguin f,g: A € R — R dues funcions que sén continues al punt a € A.
Aleshores les funcions Af, f + g, fg sén continues al punt a. A més a més, si g(a) # 0, la funcié
f/g és també continua al punt a.

Si f i g sén continues a A, aleshores les funcions \f, f 4+ g, fg sén continues a A. A més a més,
f/g és continua a A si g(z) # 0 per a tot z € A.

Demostracié. Si a és un punt d’acumulacié del domini, és conseqiiencia directa de la Proposi-
ci6 3.1.2 i de les propietats dels limits (Proposicié 2.3.6). Si a és un punt aillat del domini, és
evident. -

Exercici 3.1.8 Proveu que qualsevol funcié polinomica continua a R. Siguin P, @ funcions po-
linomiques i prenem A = {x € R : Q(z) # 0}. Proveu que la funcié P/Q és continua a A.

31
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Proposicié 3.1.9 Siguin f:A C R - Ri¢:B C R — R dues funcions tals que f(A) C B.
Suposem que g és continua al punt b € B. Sigui ¢ € R un punt d’acumulacié del conjunt A tal
que limg 4 f(x) = b. Aleshores lim,_,4(g o f)(z) = g(b).

Demostracié. Per ser g continua a b € B, tenim que per a tot € > 0 existeix §; > 0 tal que
lg(y) — g(b)| < € per a tot y € B amb |y — b| < §;. Com que lim,_,, f(x) = b, donat d;, existeix
d2 > 0 tal que |f(x) — b < 6 per a tot x € A amb 0 < |z — a|] < d2. Per tant, com que
f(A) C B, es té que |g(f(z)) — g(b)] < € per a tot x € A amb 0 < |z — a|] < d2. En conseqiiéncia,
limga(g © f)(x) = g(b). "

Proposicié 3.1.10 Siguin f: A C R — Rig:B C R — R dues funcions tals que f(A) C B. Si
f és continua al punt a € A i g és continua al punt b = f(a) € B, aleshores la composici6 g o f
és continua al punt a. Si f és continua a A i g és continua a B, aleshores la composicié g o f és
continua a A.

Demostracio. Immediata a partir de la Proposicié 3.1.9. [ ]

Observacié 3.1.11 Si f: A C R — B C R és bijectiva i continua a A, la funcié inversa f~! no
és necessariament continua a B.

Demostracié. Hem de presentar un contraexemple. Sigui f:{0} U (1,2] — [1,2] definida per
f(0) =11 f(x) =z si x € (1,2]. La funcié f és bijectiva i continua, perd f~! no és continua a
[1,2]. ]

Per la Proposicié 3.2.5, la funcié inversa d’una funcié continua i bijectiva en un interval és
continua, perd per a provar aquest resultat necessitem el Teorema de Bolzano (Teorema 3.2.1).

Definicié 3.1.12 Sigui f:A C R — R i sigui a € A un punt del domini que també és punt
d’acumulacié del domini. Si lim,_,, f(z) = L € R pero L # f(a), direm que f presenta una
discontinuitat evitable al punt a.

Definicié 3.1.13 Siguin I C R un interval obert, f: I C R — R una funcié i a € I un punt del
seu domini. Si existeixen els limits laterals lim,_,,- f(z) = L1 € Rilim,_ .+ f(z) = L2 € R pero
L, # Lo, direm que f presenta una discontinuitat de salt al punt a.

Exercici 3.1.14 Siguin I C R un interval obert i f:7 C R — R una funcié monotona. Proveu
que, si f no és continua a a € I, aleshores f presenta una discontinuitat de salt a a. El resultat de
I’Exercici 2.2.37 us pot ser ttil.

3.2 Teoremes sobre funcions continues

3.2.1 Teorema de Bolzano

Teorema 3.2.1 (Teorema de Bolzano) Sigui f:I C R — R una funcié continua en un interval
I C R. Siguin a,b € I tals que a < b1i f(a)f(b) < 0. Aleshores existeix un punt a € (a,b) tal que

J(@) = 0.

Demostracié. Sense perdua de generalitat, podem suposar que f(a) < 01 f(b) > 0. Sigui S =
{z € la,b] : f(x) <0} C [a,b]. Clarament, a € S i aquest conjunt esta fitat superiorment per b.
Per tant, existeix a € [a,b] tal que a = sup S. Demostrarem a continuacié que f(a) = 0.
Suposem que f(a) < 0 i, en particular, « < b. Per ser f continua, existeix § > 0 tal que
f(z) < 0 per atot z € (¢ =, +6) N [a,b]. Per tant, existeix x € (a,b] amb f(z) < 0, una
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contradiccié amb « = supS. Suposem ara que f(a) > 0 i, en particular, & > a. Com abans,
existeix 0 > 0 tal que f(z) > 0 per a tot z € (o — d,@ + ) N [a,b]. Tenim doncs que = ¢ S si
a— 6 < x < a, una altra vegada una contradiccié amb o = sup S.

Corollari 3.2.2 Sigui f:I C R — R una funcié continua en un interval I C R. Siguin a,b € I
tals que f(a) < f(b). Aleshores, per a tot y € (f(a), f(b)), existeix un punt = € I tal que f(z) = y.

Demostracid. Sense pérdua de generalitat, podem suposar que a < b. Donat y € (f(a), f(b)),
considerem la funcié g: I C R — R definida per g(z) = f(z) — y. Es tracta d’una funcié continua
en I, i tal que g(a) = f(a) —y < 01 g(b) = f(b) —y > 0. Llavors, pel Teorema 3.2.1, existeix
x € (a,b) tal que g(x) = f(z) —y =0, aix0 és, f(z) = y. [

Corollari 3.2.3 Sigui f:I C R — R una funcié continua en un interval I C R. Aleshores el
recorregut f(I) és també un interval.

Demostracid. Siguin yq,y2 € f(I)iz € Ramb y; < z < yo. Aleshores z € f(I) pel Corollari 3.2.2.
Per tant, f(I) és un interval. ]

Proposicié 3.2.4 Siguin I,J C R intervals i f:I C R — J C R una funcié continua i bijectiva.
Aleshores f és estrictament monotona.

Demostracid. Prenem ag,by € I amb ag < by. Per ser f bijectiva, o bé f(ag) < f(bo), o bé
f(ag) > f(by). Demostrarem que, en el primer cas, la funcié f és estrictament creixent. Es
demostra analogament que f és estrictament decreixent si es déna el segon cas. Suposem doncs
que f(ag) < f(bg) i procedim a provar que f(a1) < f(b1) per a qualssevol a1,b; € I amb a1 < by.
Considerem les funcions continues z,y:[0,1] € R — R definides per z(t) = (1 — t)ag + tay i
y(t) = (1 —1t)bg +tby. Observem que x(0) = ag, (1) = a1 i que ap < z(t) < a3 obé a; < z(t) < ag
per a tot t € [0,1]. La funcié y satisfa propietats analogues. Per tant, x(t),y(t) € I per a tot
t € [0,1]. A més a més, z(t) < y(t) per a tot ¢ € [0,1]. Considerem ara la funcié continua
¢:(0,1] C R — R donada per g(t) = (f o y)(t) — (f o 2)(t) = f(y(t)) — f(a(t)). Veiem que
g9(0) = f(bo) — f(ap) > 0 i, com que f és bijectiva, tenim que g(t) # 0 per a tot t € [0,1].
Pel Teorema de Bolzano (Teorema 3.2.1), aix0 implica que g(¢) > 0 per a tot ¢ € [0,1]. En
conseqiiencia, ¢g(1) = f(b1) — f(a1) > 01, per tant, f(a1) < f(b1). ]

Proposicié 3.2.5 Siguin I,J C R intervals i f:I C R — J C R una funcié continua i bijectiva.
Aleshores la funcié inversa f~':J ¢ R — I C R és continua.

Demostracié. Com que f és una funcié continua i bijectiva, per la Proposicié 3.2.4 sabem que és
monodtona. Suposem que és creixent i, per tant, que f~* també n’és (Exercici 2.1.11). La demostra-
ci6 per a laltre cas és anadloga. La demostracid es conclou demostrant que lim, ;- f~!(y) = f~1(b)
per a tot b € J amb b # min J, ja que 'afirmacié corresponent per al limit per la dreta es demostra
per simetria. Prenem a = f~1(b) € I. Clarament, a # min I. Donat ¢ > 0 amb a — € € I, prenem
0 =b— f(a—¢€) > 0. Aleshores, per a tot y € (b — d,b), tenim que

a—e=f1b-0) <[y <[ =a,
d’on es dedueix que lim, - f~1(y) = a = f~(b). ]

Proposicié 3.2.6 Per a tot nombre real positiu a i per a tot nombre enter positiu n, existeix
un unic nombre real positiu « tal que o’ = a. Aquest nombre s’anomena [’arrel n-ésima de a i
s’escriu al/™.



34 CAPITOL 3. FUNCIONS CONTINUES

Demostracid. Considerem la funcié f:[0,+00) — [0, +00) definida per f(x) = 2™ que, per 'Exer-
cici 3.1.8, és continua en el seu domini. A més a més, lim,_, 1~ f(2) = +00. Aix{ doncs, existeix
un nombre real xo > 0 tal que f(xg) > a. Com que 0 = f(0) < a < f(x¢), pel Corollari 3.2.2,
existeix a € (0,z9) C (0,+00) tal que f(a) = a™ = a. Com que f és estrictament creixent, aquest
és I'tinic nombre real positiu amb aquesta propietat. ]

Observacié 3.2.7 De fet, es demostra a la Proposicié 3.2.6 que la funcié f:[0,+o0) — [0, +00)
definida per f(x) = 2" és bijectiva. La funcié inversa és la funcié arrel n-ésima f='(z) = /™.

3.2.2 Teorema de Weierstrass

Definicié 3.2.8 Sigui f: A C R — R una funcié.

e Si existeix un punt a € A tal que f(z) < f(a) per a tot x € A, direm que M = f(a) és el
valor mazim absolut de la funcié f. En aquest cas, direm que el maxim absolut de la funcié
f s’assoleix al punt a.

e Si existeix un punt b € A tal que f(z) > f(b) per a tot € A, direm que m = f(b) és el
valor minim absolut de la funcié f. En aquest cas, direm que el minim absolut de la funcié
f s’assoleix al punt b.

Proposicié 3.2.9 Sigui f:[a,b] C R — R una funcié continua en l'interval tancat [a, b]. Aleshores
el recorregut f([a,b]) és un interval fitat.

Demostracidé. Pel Corollari 3.2.3, f([a,b]) = J és un interval. Suposem que no esta fitat superi-
orment. Aleshores existeix una successié (y,) amb y, € J per a tot n € N tal que limy,, = +o0.
Per a cada n € N, prenem un element x,, € [a,b] amb f(z,) = y,. Obtenim aixi una successié
fitada (x,) de nombres reals que, pel Teorema 2.5.4, admet una successié parcial (z,,) conver-
gent. Sigui a € [a,b] el limit d’aquesta successié parcial. Com que lim f(z,) = +oo, aleshores
lim f(z,,) = +oc. D’altra banda, com que f és continua, lim f(x,,) = f(a), una contradiccid.
Analogament es demostra que J esta fitat inferiorment. ]

Teorema 3.2.10 (Teorema de Weierstrass) Sigui f:[a,b] C R — R una funcié continua en
un interval tancat i fitat [a,b]. Aleshores, existeixen a, S € [a,b] tals que m = f(a) i M = f(8)
son, respectivament, el minim absolut i el maxim absolut de la funcié f.

Demostracié. Per la Proposicié 3.2.9, f([a,b]) = J és un interval fitat. Sigui M = sup J, hem
de veure que existeix € [a,b] tal que f(8) = M. Per ser M el suprem de J, per a tot n € N
existeix y, € J amb M — 1/n < y, < M. Observem que limy,, = M. Per a cada n € N, prenem
Zp € [a,b] amb f(z,) = y,. Com abans, la successié (z,) és fitada i, pel Teorema 2.5.4, admet
una successié parcial (z,,,) convergent. Sigui § = limx,, € [a,b]. Per ser f continua en [a,b], es
té que lim f(zn,) = f(B). Ara bé, com que (f(x,,)) és una successié parcial de (f(x,)) = (yn),

M =lim f(z,) = lim f(z,,) = f(8),

com voliem demostrar. Analogament es demostra que existeix o € [a, b] tal que f(a) =m = inf J.
|

Corollari 3.2.11 Sigui f:[a,b] C R — R una funcié continua en linterval tancat i fitat [a,b].
Aleshores el recorregut de la funcié f és també un interval tancat i fitat. Es a dir, existeixen dos
reals m, M € R tals que f([a,b]) = [m, M].

Demostracié. Bs conseqiiencia directa de la Proposicié 3.2.9 i del Teorema 3.2.10. [ ]

Exercici 3.2.12 Doneu exemples de funcions continues en un interval obert I tals que els seus
recorreguts sén (m, M), [m, M), [m, M], (m,+0o0), [m,+00), R.
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3.3 Continuitat uniforme

Definicié 3.3.1 Direm que una funcié f: A — R és uniformement continua si
e per a tot € > 0 existeix § > 0 tal que |f(xz) — f(y)| < € per a tot z,y € A amb |z —y| < 4.
Observacié 3.3.2 Recordeu que f: A — R és continua en A si i només si
e per a tot € > 01 per atot € A existeix § > 0 tal que |f(x) — f(y)| < € per a tot y € A amb
|z —y| < 9.

Tot i la semblanca de les definicions, 'ordre dels quantificadors és molt important. Observeu
que, en la definicié de continuitat uniforme, el valor de ¢ és el mateix per a tot x € A, mentre
que per a la continuitat § pot dependre de . Es facil comprovar que tota funcié uniformement
continua és continua. En canvi, com veurem en I’exemple segiient, algunes funcions continues no
sén uniformement continues.

Exemple 3.3.3 La funcié f:(0,1) — R definida per f(x) = 1/x és continua pero no és uniforme-
ment continua.

Demostracid. Per a cada § € (0,1), prenem = § i y = §/2. Clarament, |z — y| < § mentre
1 1 1
- — ‘ =57 1. Per tant, si ¢ < 1, no existeix cap 6 > 0 tal que |z — y| < J§ impliqui
Ty

[f(z) = fly)l <e. n

Exercici 3.3.4 Proveu que una funcié f: A — R és uniformement continua si i només si

lm(f(zn) = f(yn)) =0

per a tot parell de successions (), (y,) d’elements de A amb lim(x,, — y,) = 0.

2

Exercici 3.3.5 Demostreu que la funcié f(z) = * no és uniformement continua a R.

Teorema 3.3.6 Tota funcid continua en un interval tancat és uniformement continua.

Demostracid. Sigui f:[a,b] — R una funcié continua. Suposem que no és uniformement continua.
Aleshores, existeix g9 > 0 tal que, per a tot n € N existeixen x,,y, € [a,b] amb |z, — y,| < 1/n
perd |f(xn) — f(yn)| > €0. Pel Teorema 2.5.4, la successié (x,) admet una subsuccessié (x,,)
convergent, és a dir, existeix limz,, = L € [a,b]. Com que lim(x,, — yn,) = 0, tenim que la
subsuccessié (yn, ) també és convergent i limy,,, = L. De la continuitat de la funcié f en deduim
que lim f(x,, ) = lim f(yn, ) = f(L), perd aixo és contradictori amb el fet que | f(xn, ) — f(Yn, )| > €0
per a tot k € N. [ ]

3.4 Exponencials i logaritmes

Donat un nombre real positiu a¢ > 0, en podem calcular les poteéncies enteres. En efecte, nomes cal
recordar que a’ = 11 que a=" = 1/a" si n és un enter positiu. Encara més, en podem calcular les
poténcies racionals. En efecte, si p, ¢ sén nombres enters amb ¢ > 0, aleshores y = a?/? és 1'inic
nombre real positiu tal que y? = a” (Proposicié 3.2.6).

Aquest apartat tracta sobre I'extensio de les poteéncies de base un real positiu i exponent racional
a potencies de base un real positiu i exponent real. Aquesta extensié esta basada en el segiient
teorema, que donem aqui sense demostracié. L’existéncia es demostra a I’apartat 5.4, i podeu
trobar una demostracié per a la unicitat a [J. Ortega, Introduccid a l'andglisi matematica).
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Teorema 3.4.1 Per a tot nombre real positiu a > 0, existeix una tnica funcié f continua a R tal
que

o f(x+y) = f(x)f(y) per a qualssevol z,y € R,

. f1) =a.

Definicié 3.4.2 La funci6 f que queda determinada pel Teorema 3.4.1 s’anomena funcic exponen-
cial de base a. Es facil comprovar que f(x) = a® per a tot nombre racional z. Per aix0, és natural
fer servir la notacié a® = f(x) per a tot € R. Es a dir, aquesta funcié ens permet considerar
potencies de base un nombre real positiu i exponent un nombre real qualsevol.

Proposicié 3.4.3 Donem algunes propietats de les funcions exponencials amb base un nombre real
positiu. Per a qualssevol a,b nombres reals positius i x,y nombres reals, se satisfan les propietats
segiients.

l.a’=1,a'=a
2. a®tY = q%aY.

a® > 0.

- W

6. 17 =1, és a dir, la funcié exponencial de base 1 és constant i, per tant, no gaire interessant.

7. Si a > 1 (respectivament, a < 1), la funcié exponencial de base a és estrictament creixent
(respectivament, estrictament decreixent).

8. Sia > 1 (respectivament, a < 1), aleshores lim, , o, a® = 01 lim,_, ;- a®* = 400 (respecti-
vament, lim,_, o, a® = 400 i lim,;_, 1o a® = 0).

9. La funci6é exponencial de base a # 1 és una funcié bijectiva amb domini R i recorregut
(0, +00).

Definicié 3.4.4 En conseqiiéncia, per a tot nombre real positiu a # 1, podem considerar la funcié
inversa de la funcié exponencial de base a, que s’anomena logaritme en base a i s’escriu log,. Aixi
doncs, per a tot & > 0, el valor y = log,  és I"inic nombre real y tal que a¥ = z. El logaritme en
base a és una funcié continua i bijectiva amb domini (0, 4+00) i recorregut R.

Proposicié 3.4.5 Es mostren aqui algunes propietats del logaritme en base un nombre real po-
sitiu. Per a qualssevol a, b, x,y nombres reals positius amb a,b # 1, se satisfan les propietats
segiients.

1. log,1=0,log,a=1
2. log,(zy) = log, = + log, y.

log, z¥ = ylog, x.

Ll

log, x = log, b log, . Aquesta és la formula del canvi de base dels logaritmes.

5. Sia > 1 (respectivament, a < 1), el logaritme en base a és estrictament creixent (respectiva-
ment, estrictament decreixent).
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6. Si a > 1 (respectivament, a < 1), aleshores lim,_,olog, z = —oc0 i lim,_, 4~ log, z = +00
(respectivament, lim,_,olog, x = 00 i lim,_, . log, x = —00).

Observacié 3.4.6 Per motius que s’aniran fent palesos, comencant amb els limits de les Proposi-
cions 3.4.7 i 3.4.8, els matematics usem quasi exclusivament el nombre e com a base de les funcions
exponencial i logaritmica. Per aixo0, la funcié exponencial de base e s’anomena simplement funcio
exponencial i el logaritme en base e s’anomena logaritme natural, i s’escriu log, sense especificar-ne
la base. En realitat, aixd no és una restriccié important, ja que la funcié exponencial de base a
s’expressa en termes de la funcié exponencial:

T zloga

a =e€

Per tant, qualsevol funcié exponencial de base un nombre real positiu és de la forma e** per a
alguna constant k£ € R. Analogament, per la formula del canvi de base dels logaritmes, qualsevol
funcié logaritmica és de la forma klogx per a alguna constant k£ € R ~ {0}.

r—r+00 T—r—00

1 x 1 x
Proposicié 3.4.7 lim (1 + ) = lim (1 + ) =e
x x

Demostracid. Siguin x > 1 un nombre real i n = [z]. D’una banda,

1 x 1 n+1 1 n+1
(e3) <(ei) = (0)

X X n

1\* 1\" 1 "
(1+2) s (1+2) > (1)

T T n+1

La determinacié del primer limit es conclou comprovant que

1 n+1 1 n
lim<1+> —lim(l—i—) =e
n n—+1

i d’altra banda,

a partir del Teorema 2.4.2. Comprovem ara l’altre limit. Amb el canvi de variable y = —x,
1\” 1\ 7Y 1 Y
lim <1+) = lim <1> = lim <1+) =e
T——00 x Yy—>—+o00 Y y—>—+o00 Yy — 1
|
log(1 r—1
Proposicié 3.4.8 lim 280+ _ gy € —1.
z—0 X z—0 x
Demostracio. Per la Proposicié 3.4.7 i la continuitat del logaritme,
log(lta) e _ o 1y
lim ——= = lim log(1 =1 1 1+-) =1 =1 3.1
AT TAp el s g les{la g ) Slese=1 ()

i analogament es comprova que el limit per 'esquerra pren el mateix valor. Considerem la funcié
h:(—1,400) = R definida per h(0) =11 h(y) = y/log(l +y) si y # 0. Per (3.1), la funcié h és
continua al seu domini. Si ara prenem f(z) = e* — 1, la composicié (ho f)(z) = (e* —1)/x és
continua en R i, per tant, lim,_,o(h o f)(z) = (ho f)(0) = 1. ]
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Definicié 3.4.9 A partir de la funcié exponencial es defineixen les anomenades funcions hi-
perboliques. Les funcions cosinus i sinus hiperbolic es defineixen, respectivament, per

cosh:U:T7 sinhz = ———

Proposicié 3.4.10 Propietats de les funcions hiperboliques.
1. coshz +sinhx = €%, coshx — sinhx = e™%.
2. cosh? z — sinh® z = 1.

3. cosh(—z) = coshx, sinh(—z) = —sinhz. Es a dir, la funcié cosinus hiperbdlic és parella i la
funcié sinus hiperbolic és imparella.

4. coshz > 1, lim;, o coshz = lim,_, o, coshx = +o0.

5. lim, o sinhx = —o0, lim, 4o sinhx = +o0.

3.5 Funcions trigonometriques

Exercici 3.5.1 En aquest apartat farem servir dos fets basics de la geometria, a saber, la suma dels
angles de qualsevol triangle és un angle pla i el teorema de Pitagores. Cerqueu-ne les demostracions.

Donat un dels angles no rectes d’un triangle rectangle, el sinus (respectivament, cosinus) d’a-
quest angle és la raé entre la longitud del catet oposat (respectivament, adjacent) i la longitud de
la hipotenusa, mentre la radé entre la longitud del catet oposat i la del catet adjacent és la tan-
gent d’aquest angle. L’objectiu d’aquest apartat és introduir les funcions sinus, cosinus i tangent
(que s’escriuen, respectivament, sin, cos i tan) relacionades amb aquests conceptes i estudiar-ne les
principals propietats.

Primer de tot, hem de determinar com mesurem els angles. La mesura dels angles en graus,
per la que un angle recte és un angle de 90°, és forca arbitraria, ja que es basa en la divisi6é de
la circumferéncia en un nombre arbitrari de parts. Per tant, no podem esperar obtenir objectes
matematics interessants si usem aquesta mesura per definir aquelles funcions. Una opcié més
natural es mesurar els angles en radians. Un angle dirigit esta determinat per un parell ordenat
(£1,42) de semirectes amb el mateix punt inicial. Si posem el punt inicial a Uorigen de coordenades
i ¢ a la part positiva de ’eix horitzontal, aleshores un angle dirigit estara determinat per 'altra
semirecta, que talla en un unic punt la circumferencia de radi 1 centrada a 'origen. Per tant,
podem identificar els angles dirigits amb els punts d’aquesta circumferéncia.

Definicié 3.5.2 La longitud de 'arc de circumferéncia des del punt (1,0) a un punt P en sentit
antihorari és la mesura en radians del corresponent angle dirigit, que també es pot definir com el
doble de I'area del sector circular determinat per aquest arc.

Hem de fer notar aqui que hem emprat en aquesta definicié conceptes que no hem definit
abans. Concretament, la longitud d’'un arc de corba i I'area d’una regié plana. Les funcions
trigonometriques s’introdueixem més formalment al Capitol 15 de [M. Spivak, Calculus].

El que aqui necessitem saber sobre aquests conceptes és que el nombre w és la rad entre la
meitat de la longitud d’una circumferéncia i la longitud del seu radi, i és també la raé entre ’area
d’un cercle i el quadrat del seu radi. Com que la llargada de la circumferéncia de radi 1 és 2,
un angle de 7 radians és un angle pla i un angle de 7/2 radians és un angle recte. La mesura en
radians de qualsevol angle dirigit és un nombre real a l'interval [0, 27).
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Definicié 3.5.3 Com a conseqiiéncia del que hem argumentat fins ara, cada nombre real = €
[0,27) és la mesura en radians de 'angle dirigit que correspon a un dnic punt P(x) de la circum-
ferencia de radi 1 centrada a l'origen. Per definicid, els valors cosz,sinx de les funcions cosinus
i sinus en el punt x sén les coordenades del punt P(z), és a dir, P(z) = (cosz,sinx). Aquestes
funcions s’estenen a tota la recta real amb cos(xz + 2kw) = cosz i sin(z + 2kw) = sinx per a tot
x€0,2m) ik €Z.

Proposicié 3.5.4 Les funcions cos, sin sén continues a R.

Demostracié. Donat € > 0 arbitrari, prenem x,y € [0,27) amb |y — x| < e. La distancia al pla
entre els punts P(z), P(y) és menor que la llargada de l'arc de circumferencia que els uneix. Per
tant,

d(P(z), P(y)) = v/(cosy — cosx)2 + (siny —sinz)2 < |y —z| < ¢

i aixo implica que |cosy—cosz| < €1 |siny—sinz| < . Tenim doncs que les funcions cosinus i sinus
sén continues a [0,27). Amb un argument semblant es pot provar que lim,_,9,- cosz =1 = cos0
ilim,_,9,— sinx =0 =sin0, el que demostra que les funcions sén continues a R. [ |

Proposicié 3.5.5 Algunes propietats de les funcions cosinus i sinus. Per a tot x € R se satisfan
les propietats seglients.

1. Per definicié, cos(z + 27) = cosz, sin(x + 27) = sinz. Per tant, aquestes funcions sén
periodiques de periode 2.

2. cos?z +sin’x =1 i, per tant, —1 < cosx,sinz < 1.

3. cos(—x) = cosx, sin(—z) = —sinz. Es a dir, la funcié cosinus és parella i la funcié sinus és
imparella.

4. cosz = 0 siinoméssiz=mn/2+ kr amb k € Z, mentre que sinz = 0 si i només si = knx
amb k € Z.

5. cos(xz + ) = —cosz, sin(x + 7) = —sinz.
6. cos(m/2 —x) =sinx, sin(n/2 — x) = cosx
7. cos(m/4) = sin(n/4) = \/2/2, cos(7/3) = 1/2.

Definicié 3.5.6 La funcié tangent es defineix per

Aquesta funcié és continua al seu domini, que és R~ {w/2+kr : k € Z}. Es una funcié imparella.
Proposicié 3.5.7 Per a qualssevol z,y € R,

e cos(xz +y) = cosxcosy — sinx siny,

e sin(z +y) = coszsiny + cosysin x.
Demostracio. Usarem els fets seglients.

1. Els girs amb centre I’origen sén endomorfismes de I’espai vectorial R2.

cosr —sinx
sinx cosT

2. La matriu en la base canonica del gir d’angle = radians és <
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3. La composicié de dos girs d’angles x,y és un gir d’angle = + y.

4. La matriu associada a la composicié de dos endomorfismes es el producte de les corresponents
matrius.

Amb tot aixo, la demostracié es conclou amb

cos(x +y) —sin(z+y) _ cosx —sinx cosy —siny

sin(z +y)  cos(x +y) N sinz  cosx siny  cosy
. cosxcosy —sinzsiny —(sinz cosy + cosysinx)
- sinx cosy + cosysinx cosrcosy —sinzsiny

La formula d’FEuler, que es justificara a 1’Observacid 6.3.23, és extremadament ttil per deduir
identitats trigonometriques. Tracta de 'extensié als nombres complexos de la funcié exponencial.
Concretament, la férmula d’Euler afirma que

e =cosx +isinz

peratot € R, oni = v/—1 és la unitat imaginaria. Per exemple, les identitats a la Proposicié 3.5.7
es poden deduir de la férmula d’Euler. En efecte,

cos(z +y) +isin(z+y) = @Y
— iy
= (cosx +isinz)(cosy + isiny)
= (coszcosy — sinzsiny) + i(sinz cosy + cos y sin x).
Proposicié 3.5.8 La funcié tangent tan: (—w/2,7/2) — R és estrictament creixent i bijectiva.
Demostracid. Donats z,y € (—7/2,7/2) amb = < y,

siny sinz  coszsiny —cosysinz  sin(y — x)
tany — tanx = — = = >0
COSY  COSXT COSY COS T COSY COS T

perque 0 < y—z < 7. Aix0 demostra que la funcié tangent és esrictament creixent en (—m/2,7/2).
Finalment, com que

lim tanx = —o0, lim tanx = 400,
z——m /2% /27

la funcié és bijectiva. u

Definicié 3.5.9 La funcié inversa de la tangent, que s’anomena arc tangent, és una funcid
arctan: R — (—x/2,7/2)

bijectiva i creixent.

També podem considerar les funcions inverses de les funcions cosinus i sinus, perd hem de
seleccionar intervals on aquestes funcions siguin injectives. Per al sinus, podem agafar l'interval
[-7/2,7/2] i per al cosinus U'interval [0,7]. A partir de la definicié6 d’aquestes funcions, es pot
comprovar que

sin: [—7/2,7/2] — [-1,1]
és una funcio estrictament creixent i bijectiva i que
cos: [0, 7] — [—1,1]

és una funcid estrictament decreixent i bijectiva.
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Definicié 3.5.10 Les funcions inverses del sinus i el cosinus s’anomenen respectivament arc sinus
i arc cosinus. Son funcions bijectives

arcsin: [—1,1] — [—-7/2,7/2], arccos: [—1,1] — [0, 7]
Proposicié 3.5.11 Acabem aquest apartat amb dos limits que seran fonamentals al tema segiient.

sinx

e lim =1
x—0 I
. 1—cosx
o lim — =
x—0 €T

Demostracid. Per a x € R amb 0 < z < 7/2, prenem el punt P = (cosx,sinx) sobre la circum-
feréncia de radi 1 centrada a ’origen de coordenades O, el punt @ = (1,0), la recta ¢ tangent a la
circumferencia al punt @ i el punt de tall T' de les rectes £ i OP. Comparant les arees del triangle
OPQ, del sector circular OPQ, i del triangle OTQ,

sinx T tanx

2 2572
Per tant
1< — !
sinx  cosx
i, en conseqiiencia, _
1> o > cosx

si0<z<m/2 Obviament, aquestes desigualtats també sén valides si —7/2 <z < 0. Amb aixd
2 22 =1—2sin’z, tenim que

es demostra el primer limit. Com que cos 2z = cos” x — sin
1 — cos 2sin®(z/2 sin(z/2
lig L7COST _ gy 250D i i) i S22 g g,
x—0 x z—0 x z—0 z—0 :C/Q
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Capitol 4

Derivacio

4.1 Derivada d’una funcio

4.1.1 Definicié de derivada. Funcions derivables

Definicié 4.1.1 Siguin I C R un interval obert, f:1 C R — R una funcié definida en aquest
interval i @ € I. Direm que la funcié f és derivable al punt a si existeix el limit

o J@) = f@) L fla+h) ~ f()
@),

T—a xr—a h—0

El valor d’aquest limit s’anomena la derivada de la funcié f al punt a i s’escriu f’(a). En aquesta
situaci6, la recta y = f(a) + f/'(a)(z — a) s’anomena la recta tangent a la grafica de f al punt a.
Observem que la derivada f’(a) és el pendent d’aquesta recta tangent.

Proposicié 4.1.2 Si f és derivable a a, aleshores f és continua a a.

Demostracié. Suposem que f és derivable a a. Aleshores

lim f(z) = lim (f(a) + (z—a)————=

r—a r—a
Aixi doncs, f és continua a a. u
Observacié 4.1.3 El reciproc de la proposicié anterior és fals en general.

Demostracid. La funcié f(x) = |z| és clarament continua a 0 i, en canvi, no és derivable en aquest
punt. En efecte,

im L@ SOy el
z—0+ z—0 =0t T
mentre que
im L@ SO B
z—0~ z—0 =0~ T
Per tant, f no és derivable a 0. [ |

Exercici 4.1.4 Proveu que qualsevol funcié constant f: R — R és derivable a tot punt ¢ € R i
proveu que f’(a) = 0.

43



44 CAPITOL 4. DERIVACIO

Exercici 4.1.5 Proveu que, per a tot n € N, la funcié f:R — R definida per f(z) = 2™ és
derivable a tot punt a € R i proveu que f’(a) = na™*.

Definicié 4.1.6 Sigui f:I C R — R una funcié definida en un interval obert de R. Direm que
f és derivable a I si és derivable a tots els punts de I. En aquest cas, la derivada a cada punt
determina una funcié f’ amb domini I, que s’anomena la funcid derivada de f.

Exemple 4.1.7 Per a tot n € N, la funcié derivada de f(x) = 2™ és la funcié f’(z) = na" L.

Definicié 4.1.8 Si f:I C R — R és derivable a I i la funcié derivada f’ és derivable a a € I,
podem considerar la segona derivada de la funcié f en el punt a:

F(a) = tim L@ =L@y Sat ) = [a)

T—a T —a h—0 h

Si f’ és derivable a I, podem considerar la funcié derivada segona de f, f":1 € R — R.
Analogament es defineixen les derivades tercera, quarta i, en general, la derivada n-esima f()
de la funcié f. Si existeix la derivada n-esima de f, direm que f és n vegades derivable. Si, per
a tot n € N, existeix la funcié derivada n-esima f(":7 ¢ R — R, direm que f és indefinidament
derivable a I.

Exercici 4.1.9 Proveu que, per a tot n € N, la funcié f(x) = 2" és indefinidament derivable.
Determineu-ne la funcié derivada k-ésima per a tot k.

Definicié 4.1.10 Sigui f:I C R — R una funcié definida en un interval obert.
e Si f és continua a I, direm que f és de classe C° a I i escriurem f € C°(I).

e Si f és derivable a I'i f’ és continua a I, direm que f és derivable amb continuitat a I o de
classe C* a I i escriurem f € C(I).

e En general, si existeix la funcié derivada n-esima f(™:I ¢ R — R i és continua a I, direm
que f és n vegades derivable amb continuitat a I o de classe C™ a I i escriurem f € C™(I).

e Si f és indefinidament derivable a I, direm que f és classe C* a I, i escriurem f € C*([).

4.1.2 Propietats de la derivada

Proposicié 4.1.11 Siguin I C R un interval obert i f,g:I C R — R dues funcions derivables a
a € I. Aleshores

1. Per a tot XA € R, la funcié Af és derivable a a i (Af)'(a) = Af'(a).
La funcié f 4 g és derivable a a i (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
La funcié fg és derivable a a i (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d'(a).

Si g(z) # 0 per a tot z € I, la funcié 1/g és derivable a a i

() @

5. Si g(x) # 0 per a tot € I, la funcié f/g és derivable a a i

1 () Pa) - f@)g'(@
<g) (a) G2

s~ N
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Demostracio. La primera i la segona propietats sén evidents a partir de la definicié de derivada i
les propietats dels limits. La propietat relativa a la derivada del producte es dedueix de:

L U@ = F9)@) _ | F(@)g(a) = F(@g(a) + f(@g(z) — H(@)g(@)

r—a Tr—a r—a Tr—a

T—a Tr—a Tr—a

= tin (L2210 4 10 M1 — pragta) + salg' )

Hem fet s del fet que la funcié g, per ser derivable a a, és continua a a. Per demostrar la quarta
propietat, utilitzem que g(z) # 0 per a tot x € I i fem:

- (5)@) = (5)(a) . o) iy 9@ —9@ 1 d(a)
z—a T—a e—a T —a z—a r—a  g(r)g(a) (9(a))?

Finalment, la cinquena propietat es prova combinant les dues anteriors:

(;) (@) = (f;) @=r@(3) @+ (;) () =
J)  F@)gla) - f(@)g(a)
(9(a))? G@r

Exercici 4.1.12 Raoneu que qualsevol funcié racional (quocient de polinomis) és indefinidament
derivable al seu domini. Proveu que la funcié f(z) = 2™ amb n € Z (n pot ser negatiu) és derivable
aR~{0}i f'(x) = na" L.

Proposicié 4.1.13 (Regla de la cadena) Siguin I, J C R intervals oberts i dues funcions f:I C
R — R, ¢g:J CR — Rtals que f(I) C J. Suposem que f és derivable a a € I i que g és derivable
ab= f(a) € J. Aleshores la composici6 g o f és derivable a a i

(9o f)(a) =g'(f(a)f'(a).
Demostracio. Introduim la funcié auxiliar G: J — R donada per
ZOES ORI
Gly) = Y
g'(b) siy="

Clarament, lim,_,; G(y) = G(b) i, per tant, G és continua en b. Per la Proposicié 3.1.10, la funcié
G o f és continua en a. Aix{ doncs, lim,_,, G(f(z)) = G(f(a)) = ¢’(b). A més a més, per a tot
rel,

Tr—a r—a

En efecte, la igualtat es comprova facilment si f(x) # f(a), mentre que tots dos termes s’anullen
si f(z) = f(a). Amb tot aixd,

i S0 =00 @) o @)~ f )

T—a T —a T—a T—a T —a

=g'(b)f'(a),

que conclou la demostracié. [ ]
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Proposicié 4.1.14 Siguin I,J C R intervals oberts i f:I C R — J C R una funci6é continua
i bijectiva. Suposem que f és derivable a a € I i que f'(a) # 0. Aleshores, la funcié inversa
fThJCcR—1CRésderivable a b= f(a) € J i

Demostracié. Considerem la funcié F: I — R definida per

@ -5@
F(z) = r—a
f'(a) sizx=a

Aquesta funci6 és continua en a € I i la funcié f~1:J — I és continua en .J per la Proposicié 3.2.5.
Per tant, per la Proposicié 3.1.10, la funcié F o f~! és continua en b € J. Aix{ doncs,

JU ) - il ) y—b
=0 e i) -0

J'a) = (Fo f~)(b) = Iim(Fo f~)(y) = lim

y—b f

Finalment, com que f'(a) # 0,

4.1.3 Derivades d’algunes funcions

Exercici 4.1.15 Proveu que, per a tot m € Z, la funcié f(x) = x'/™ és derivable a (0, +o0) i
determineu f’(z). Proveu que, per a tot ¢ € Q, la funcié g(x) = x? és derivable a (0, 400) i la seva
derivada és ¢'(x) = qwi~ 1.

Comentavem a I’Observacié 3.4.6 que la funcié exponencial de base el nombre e és 'opcié
preferida. El motiu principal és que la derivada d’aquesta funcié és ella mateixa, tal com es mostra
en la proposici6 segiient.

Proposicié 4.1.16 La funcié exponencial f(z) = e” és derivable a Ri f'(x) = e per a tot = € R.
Aixi doncs, la funcié exponencial és indefinidament derivable a R.

Demostracio. Calculem la derivada de f en un punt arbitrari x € R.

x+h x h
b g €T —e et =1
f'(z) = lim ———— =¢€" lim =e”.
h—0 h h—0

Hem aplicat la Proposici6 3.4.8. [ ]

Exercici 4.1.17 Proveu que la funcié exponencial de base a > 0 és indefinidament derivable a R
i trobeu-ne la funcié derivada.

Proposicié 4.1.18 La funcié logaritmica log « és indefinidament derivable a (0, +00). La derivada
éslog' v = 1/x.
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Demostracié. Com que el logaritme és la inversa de la funcié exponencial f(y) = €Y, per la
Proposici6 4.1.14, el logaritme és derivable al seu domini. Donat x € (0,400) prenem y = log .
Aleshores

oo 1 11
o0gr=——=—=—.
T BT
En particular, aixo implica que el logaritme és indefinidament derivable al seu domini. [ ]

Exercici 4.1.19 Raoneu que la funcié logaritmica en base a > 0, a # 1 és indefinidament derivable
a (0,400) i determineu-ne la derivada.

Proposicié 4.1.20 Les funcions cosinus i sinus sén derivables a R. Les seves funcions derivades
sén:

e sin’z = cosz,

e cos’x = —sinz.
Per tant, aquestes funcions sén indefinidament derivables a R.
Demostracié. Calculem la derivada de la funcié sinus en un punt arbitrari € R.
sin(z + h) —sinx

h—0 h
cosxsinh + coshsinx — sinx

sinz =

= 1.
hli% h
. sinh | . cosh—1
= cosz lim — +sinz lim ——
h—0 h h—0 h

= COS ™

A la darrera igualtat hem aplicat la Proposicié 3.5.11. La derivada de la funcié cosinus es determina
amb un calcul semblant. [ |

Exercici 4.1.21 Proveu que la funcié tangent és indefinidament derivable al seu domini i que
tan’ x = 1/ cos? .
Per acabar aquest apartat, determinem les derivades de les funcions trigonometriques inverses.

Proposicié 4.1.22 La funcions arc sinus, f(x) = arcsinz, i arc cosinus, g(z) = arccosz, sén
derivables en (—1,1) i les seves derivades sén

1 1
!/ ) = _— !/ )= ———
o =n= 90="=a
Demostracid. Donat « € (—1,1), prenem y = arcsinx € (—m/2,7/2). Aleshores
1 1 1 1
fl@) = ——= = — 2"
sin'y  cosy /1 —sin’y V1—u

La derivada de ’arc cosinus es troba de manera semblant. |

Proposicié 4.1.23 La funcié arc tangent, f(z) = arctanz, és derivable en R i la seva derivada
és

1
/ —
Demostracid. Donat @ € R, prenem y = arctanx € (—m/2,7/2). Aleshores
1 1 1
/ = = 2 = = .
=)= tan’y sy 1+tan?y 1+ a2
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4.2 Teoremes sobre funcions derivables

4.2.1 Teoremes de Rolle, de Cauchy i del Valor Mig
Definicié 4.2.1 Sigui f:I C R — R una funcié definida en un interval obert.

e Direm que f té un mazim local o relatiu al punt a € I si existeix § > 0 tal que f(z) < f(a)
per a tot x € (a — d,a + 9).

e Direm que f té un minim local o relatiu al punt a € I si existeix 6 > 0 tal que f(z) > f(a)
per a tot z € (a — d,a + 9).

e Direm que f té un extrem local o relatiu al punt a € I si té un maxim local o un minim local
en aquest punt.

Proposicié 4.2.2 Sigui I C R un interval obert i f: I C R — R una funcié derivable a a € I. Si
f presenta un extrem relatiu al punt a, aleshores f’(a) = 0.

Demostracio. Suposem, sense perdua de generalitat, que f presenta un maxim relatiu al punt a.
Aleshores, existeix § > 0 tal que f(z) — f(a) < 0 per a tot z € (a — d,a + §). Aix{ doncs,
(f(x)— f(a))/(x —a) > 0sia—d <z < amentre que (f(x) — f(a))/(x —a) <O0sia<x<a+d.
D’aqui es dedueix facilment que f’(a) = 0. [ |

Teorema 4.2.3 (Teorema de Rolle) Sigui f:[a,b] C R — R una funcié tal que:
e f és continua a [a, b],
e f és derivable a (a,b),
o fa)=f(D).

Aleshores existeix & € (a,b) tal que f'(§) = 0.

Demostracid. Pel Teorema de Weirstrass (Teorema 3.2.10), existeixen «, 8 € [a, b] tals que f(a) =
mi f(8) =M amb m < f(z) < M per a tot « € [a,b]. Si 8 € {a,b}, aleshores la funcié f és
constant i, per tant, f'(£) = 0 per a tot £ € (a,b). Si, per exemple, 8 € (a,b), aleshores f presenta
un maxim local a 8 i, per la Proposicié 4.2.2, f'(8) = 0. [

Teorema 4.2.4 (Teorema de Cauchy) Siguin f, g: [a,b] C R — R dues funcions tals que:
e fig s6n continues a [a,b],
e fig s6n derivables a (a,b),
g(a) # g(b),
e per a tot « € (a,b), f'(z) #0 0 bé ¢'(x

RIS
e

b
Aleshores existeix £ € (a,b) tal que
g

Demostracid. Considerem la funcié h(z) = (f(b) — f(a )g(z) — (g(b) - g(a))f( ). Clarament h és
continua a [a, b, derivable a (a,b) i també h(a) =
del Teorema de Rolle. Per tant, existeix & € (a

W) = (f(b) = f(a))g'(€) = (9(b) — g(a)) f'(§) = 0.

Observem que ¢'(§) # 0, ja que si ¢’(£) = 0, aleshores tindriem que (g(b) — g(a))f'(¢) = 0 i, per
tant, o bé g(b) — g(a) =0 o bé f'(£) =0, el que contradiu la hipotesi. ]
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Teorema 4.2.5 (Teorema del Valor Mig) Sigui f:[a,b C R — R una funcié tal que:
e f és continua a [a, b],

e f és derivable a (a,b).

) —
Aleshores existeix £ € (a,b) tal que f'(§) = M.
—a
Demostracid. Es dedueix del Teorema de Cauchy prenent g(x) = x. [ |

Veiem ara una aplicacié elemental del Teorema del Valor Mig que ens permetra provar una
caracterizacié de la funcié exponencial.

Exercici 4.2.6 Siguin I C R un interval obert i f:I — R una funcié derivable a I tal que
f'(x) = 0 per a tot « € I. Proveu que f és una funcié constant.

Proposicié 4.2.7 Siguin k € R i una funcié f derivable a R tal que f’ = kf. Aleshores f(x) =
ceF® per a alguna constant ¢ € R. En particular, la funcié exponencial és I'tinica que satisfa f' = f,

f0)=1.

Demostracid. Si g(x) = f(x)e **, aleshores ¢'(x) = f/(x)e * — kf(x)e™"* = 0 per a tot = € R.
Aixi doncs, la funcié g és constant. [ ]
4.2.2 Regla de I’'Ho6pital

La Regla de 'Hopital, que es basa en el Teorema de Cauchy (Teorema 4.2.4), s’utilitza per resoldre
indeterminacions que apareixen en calcular el limit del quocient de dues funcions.

Proposicié 4.2.8 Siguin a, 7 nombres reals amb r > 0 i considerem l'interval I = (a—7, a). Siguin
f, g funcions derivables a I tals que

1. g(x) #0, ¢'(x) # 0 per a tot z € I,

2. lim f(z) = lim g(x) =0,
r—a

r—a

5 1im L) [ e RU (oo},

z—a g’(aj)
Aleshores, lim f(=) =LeRU{o0}.
z—a g(x)
Demostracié. Suposem primer que L € R. Aleshores, per a tot € > 0 existeix § amb 0 < § < r tal
que
!
i) _ L‘ _.
g'(x)

per a tot « € (a — §,a). Prenem dos punts z,y amb a — § < < y < a. Com que ¢’ no s’anulla a
(a—r,a), pel Teorema de Rolle tenim que g(x) # g(y). Pel Teorema de Cauchy, existeix £ € (z,y)

tal que
fa) 1) _ 1@

Aix{ doncs,
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per a tot parell de punts z,y amb a — 6 < 2 < y < a. Si ara fixem z € (a — d,a) i tenim en compte
que lim,_,, f(y) = lim,_,, g(y) = 0, obtenim

(z)

g<x>‘L\<5

per a tot z € (a — J,a), i aixd conclou la demostraci6 per al cas L € R.
Suposem ara que
fx)
m =

a—a g'(z)

Aleshores, per a tot K > 0, existeix d amb 0 < § < r tal que

f'(x)
g (x)

per a tot € (a — d,a). Com abans, prenem dos punts z,y amb a — § < < y < a. Pel Teorema
de Cauchy, existeix £ € (z,y) tal que

_ !
‘f(x) f(y) ’ _ f/(é“) ’ - K
g@) =g | 19)
Arribats en aquest punt, podem raonar com en el cas anterior i provar que
‘f @\ x
9(x)
per tot « € (a — 6,a). |

Observacioé 4.2.9 La proposici6 anterior tracta amb limits per I’esquerra. Clarament, el resultat
analeg per a intervals de la forma (a,a+r) es demostra de la mateixa manera. Aixi doncs, podem
aplicar la Regla de I’Hopital a limits en un punt i a limits laterals. Veiem a continuacié que també
s’aplica als limits a l'infinit

Proposicié 4.2.10 Considerem un nombre real M i l'interval I = (M, +00). Siguin f, g funcions
derivables a I tals que

1. g(z) #0, ¢'(x) # 0 per a tot x € I,

2. lim f(z)= lim g(z)=0,

r——+00 r—400

o @)
5 A g'(x)

=LeRU{oo}.

Aleshores, lim @) =L e RU {0}
z—

+oo g()

Demostracié. Semblant a la de la Proposicié 4.2.8. [ ]

Observaci6 4.2.11 La proposicié anterior s’adapta de forma immediata a limits quan = tendeix
a —oo. Aixi doncs, les Proposicions 4.2.8 i 4.2.10 ens mostren com aplicar la Regla de I’'Hopital
per resoldre indeterminacions del tipus 0/0. A continuaci6é veiem que també ens permet resoldre
indeterminacions del tipus co/oc.
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Proposicié 4.2.12 Siguin a,r nombres reals amb r > 0 i considerem l'interval I = (a — r,a).
Siguin f, g funcions derivables a I tals que
1. g(x) #0, ¢'(xz) # 0 per a tot x € I,
2. lim g(x) = +00 0 bé lim g(z) = —o0,
r—a r—a

oy @)
@)

=L e RU{o0}.

Aleshores, lim f@) =LeRU{oo}.
z—a g(x)

Demostracid. Suposem que lim,_,, g(x) = +o00 i que L € R. Com que lim,_,, f'(z)/¢'(z) = L,
per a tot € > 0 existeix § amb 0 < § < r tal que

f'(x)
g (x)

<
2

4<

per a tot € (a — d,a). Prenem dos punts x,y amb a — § < < y < a. Com a la demostracié de
la Proposici6 4.2.8, pel Teorema de Cauchy existeix £ € (z,y) tal que

Aixi doncs,

flz) = fly) L‘ _ |1
g(x) — g(y) g'(§)

per a tot parell de punts z,y amb a —6 < z < y < a. Fixem z € (a—¢,a). Com que lim,_,, g(y) =
+00, existeix d; > 0 tal que z < a— 47 i g(y) > max{g(z),0} per a tot y € (a — 1, a). Multiplicant

les desigualtats
e _[fl@) -1 2
L— - << [+ =
2 g(x)—g(y) 2

per (g(y) — g(x))/g(y), que és positiu, obtenim

€
_Il<<
=

(Lfi) 9) —9(=) _ fly) — f@) _ (L+ s) g(y) — g(x)

2/ gly) 9(y) 2/ gly)

i per tant,

(=295 s <o < D) DG

sempre que a — ¢ < y < a. Donat que lim,_,, g(y) = +o0, existeix d2 € R amb 0 < d2 < 47 tal
que, per a tot y € (a — d2,a),

i també ‘(L+2)gg)+£g

~

< <

DN ™

<
2

(x)  f(z)
()

~—

i, per tant,
L—e< M <L+e.
9(y)
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Amb aixo hem demostrat que

lim @ =1L.
v=a g(y)
Suposem ara que lim,_,, g(z) = +o00 i que lim,_, f'(z)/¢'(z) = +o00. Aix{ doncs, per a tot

K > 0, existeix § amb 0 < § < r tal que

f'(x)

> 9K
g'(z)

per a tot € (a — d,a). Prenem dos punts z,y amb a — 0 < z < y < a. Pel Teorema de Cauchy,
existeix & € (x.y) tal que

Aixi doncs,

!
F@) = SW) _ SO
9(x) —gy) &)
per a tot parell de punts 2,y amb a — 0 < z < y < a. Fixem x € (a — d,a). Com al cas anterior,
existeix d; amb z < a — d; tal que (g(y) — g(z))/g(y) > 0 per a tot y € (a — 01, a). Multiplicant la
desigualtat anterior per aquesta quantltat,

fly) — f(=) S 9K 9(y) — g(z)

9(y) 9(y)
i per tant, W) @) @)
Iy g(z) | f(=
@>2K—2K@+@

sempre que y € (a — 01,a). Donat que lim, ., g(y) = 400, existeix do € R amb 0 < §, < §; tal
que, per a tot y € (a — d2,a),
8 L @]

- +
9@) 9y
i, per tant,
) | g
9(y)
que conclou la demostracié. [ ]

Observacié 4.2.13 Amb algunes variaciéns a la proposici6 anterior, es pot demostrar que la Regla
de ’'Hopital es pot utilitzar per a resoldre indeterminacions del tipus co/oo en limits en un punt,
limits laterals, i limits quan x — 400 0 bé z — —o0

4.3 Aplicacions

4.3.1 Optimitzacio

Definicié 4.3.1 Sigui f una funcié derivable en un interval obert I C R. Els punts singulars de
la funcié f sén els punts z € I amb f/(z) = 0.

Per la Proposicié 4.2.2, els punts on una funcié derivable presenta un extrem local sén punts
singulars. El reciproc, perd, no és cert, com es pot veure amb la funcié f(r) = 2% i el punt x = 0.
La seglient proposicié ens déna una eina per a analitzar el caracter dels punts singulars d’una
funcié.
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Proposicié 4.3.2 Sigui f: I C R — R una funcié derivable a I'interval obert I tal que f'(x) >0
per a tot « € I. Aleshores f és estrictament creixent en I. Si f'(x) < 0 per a tot « € I, aleshores
f és estrictament decreixent en I.

Demostracid. Suposem per exemple que f'(x) > 0 per a tot « € I. Donats x1,x2 € I amb 1 < x3,
pel Teorema del Valor Mig existeix & € (x1, z2) tal que f(z2) — f(x1) = f/(€)(z2 —x1) > 0. n

Aixi doncs, podem determinar els intervals de creixement i de decreixement d’una funcié deri-
vable analitzant el signe de la funci6 derivada. Aixo ens permet determinar si en un punt singular
hi ha un maxim o un minim local o no hi ha cap extrem local.

Exercici 4.3.3 Determineu els extrems locals de les funcions f(z) = 2® — z i g(z) = 2* — 222.

Pel Teorema de Weierstrass, tota funcié continua en un interval tancat té un valor maxim
absolut i un valor minim absolut. Els problemes d’optimitzacié, que sén de gran importancia en
molts camps del coneixement, consisteixen basicament en trobar extrems absoluts de funcions. El
resultat segilient és 1util si la funcié que hem d’optimizar és derivable.

Proposicié 4.3.4 Sigui f:[a,b] = R una funcié continua. Els extrems absoluts de f s’assoliran
e als extrems de l'interval, o bé
e als punts de l'interval obert (a,b) on la funcié no sigui derivable, o bé

e als punts de l'interval obert (a,b) on s’anulla la derivada.

4.3.2 Infinitésims i infinits

L’aproximacio i, més generalment, la comparacié de funcions sén, com 'optimitzacié, fonamentals
per a moltes aplicacions de les matematiques. Introduim a continuacié conceptes que ens permeten
comparar funcions localment, és a dir, al voltant d’un punt.

Definicié 4.3.5 Siguin f: A C R — R una funcié i a € R un punt d’acumulacié del seu domini.
Direm que f és un infinitésim a a si lim,_,, f(x) = 0, 1 que f és un infinit a a si lim,_,, f(z) = oco.
Definici6 4.3.6 Siguin f i g dos infinitesims (o infinits) en a. Direm que f = o(g) com a infi-
nitesims (o infinits) a a si

lim Lx) =0.
Direm que f i g sén infinitésims (o infinits) equivalents a a si

lim M =1.

a—a g(x)

Observacié 4.3.7 Amb l'expressié “f = o(g) quan z tendeix a a” s’indica que els valors de f al
voltant del punt indicat sén, en valor absolut, molt més petits que els de g. Aquesta notacié, i
també el concepte d’infinitesims (o infinits) equivalents, fan referéncia al comportament asimptotic
(és a dir, al 1imit) de les funcions.

Observacié 4.3.8 Lanotaci6 f = o(g) s’ha d’usar amb precaucié. Primer de tot, no hem d’oblidar
indicar en quin punt estem fent la comparacié. Aixo és, si no és obvi pel context, és necessari
especificar-ho escrivint “f = o(g) al voltant del punt a” o bé “f(x) = o(g(z)) quan z tendeix a a”
o alguna altra expressié similar. En segon lloc, hem de recordar en tot moment que o(g) no és una
funcié, siné una familia de funcions, formada per totes les funcions h amb gljlg}l(h(x)/g(x)) = 0.

Per exemple, si escrivim “sinz = z+o(z) al voltant de x = 07 estem indicant que la funcié sinz —z
és un membre de la familia o(z).
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Observaci6 4.3.9 Es defineixen analogament els conceptes infiniteésim i infinit a +00 0 a —oo. La
notacié f = o(g) i el concepte d’equivaléncia entre infinitésims i infinits s’estenen també a limits a
Pinfinit.

Exemple 4.3.10 Pels limits de la Proposicié 3.5.11, tenim que sin x i x sén infinitesims equivalents
ique 1 —cosz = o(z) quan x tendeix a 0.
L’ordre de contacte és un altre concepte relacionat amb la comparacié local de funcions.
Definicié 4.3.11 Dues funcions f, g tenen ordre de contacte superior a n al punt a si
flx) —g(x) =o((x—a)"), z—a

Les funcions polinomiques de grau 1 sén de la forma r(x) = ag + ajz. Les grafiques d’aquestes
funcions sén rectes. Si f és derivable al punt a, la grafica de la funcié r(z) = f(a) + f'(a)(z — a)
és la recta tangent a la grafica de la funci6 f.

Proposicié 4.3.12 Sigui f una funcié derivable al punt a. L’tinica funcié polinomica de grau com
a molt 1 que té amb f ordre de contacte superior a 1 al punt a és r(z) = f(a) + f'(a)(z — a).

Demostracié. Qualsevol funcié polinomica de grau 1 es pot expressar de la forma r(z) = by +
b1(z — a) per a certs coeficients by, b; € R. La funcions r i f tenen ordre de contacte superior a 1
al punt a si i només si

ot L@ @) @) b —bia—a) ) b
T—a Tr—a r—a Tr—a r—=a T —Q
i aix0 és equivalent a by = f(a) i by = f/(a). |

Observacié 4.3.13 Siguin f una funcié derivable a a amb f'(a) # 0. Aleshores f(x) — f(a) i
f'(a)(x — a) s6n infiniteésims equivalents a a.
4.3.3 Convexitat i concavitat

La convezitat és, com la monotonia, una caracteristica fonamental a tenir en compte per a I’analisi
de funcions. Aquesta propietat esta relacionada amb el comportament de les derivades primera i
segona.

Definicié 4.3.14 Un funcié f és convexa a 'interval I si, per a tot a,b € I amb a < b es té que

fla)+ PO =T oy s g
0, equivalentment,
GESOPFIURI0 w

per a tot x € (a,b). Es a dir, si, per a tot a,b € I amb a < b, el segment que uneix els punts
(a, f(a)) i (b, f(b)) esta per sobre de la grafica de f. Si es compleix la desigualtat (4.1) en sentit
oposat, és a dir, si els segments estan per sota de la grafica, direm que f és concava a I.

Proposicié 4.3.15 Sigui f una funcié convexa en un interval obert I. Si f és derivable a a € I,
aleshores

fla) + f(a)(z — a) < f(2) (4.2)
per a tot z € T \ {a}. Es a dir, la recta tangent a la grafica de f al punt a esta per sota de la

grafica de f, excepte al punt de contacte (a, f(a)). Si f és derivable als punts a,b € I amb a < b,
aleshores f'(a) < f'(b).
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Demostracié. Com que f es convexa, se satisfa la desigualtat (4.1). Per tant, per a tot z,y € I

amb a < y < x,
f) = (@) _ J@) = f(a)
y—a T—a

Veiem doncs que f'(a) és I'infim dels valors (f(z) — f(a))/(z — a) amb z > a. Per tant,
iy < L0 = 1@ _ @)~ fta)

y—a T—a

i, en conseqiiencia, f(a)+ f'(a)(x —a) < f(z) per a tot € I amb = > a. El cas < a es resol
analogament i amb aixd hem demostrat la desigualtat (4.2), i la podem aplicar per demostrar el
segon enunciat. En efecte, per (4.2),

/ f() — f(a)
flay< 1O =1
i, com que a — b < 0, @ 0
) fla) — f(b
yw > 10=I0,
d’on es dedueix que f'(a) < f'(b). [ |

El segiient pas és provar els reciprocs dels dos enunciats de la Proposicié 4.3.15. Obtindrem
aix{ una caracteritzacié de la convexitat de les funcions derivables en termes del comportament de
la funcié derivada.

Lema 4.3.16 Sigui f una funcié derivable en un interval obert I tal que la funcié derivada f’ és
estrictament creixent a I. Sia,b € I sén tals que a < bi f(a) = f(b), aleshores f(z) < f(a) = f(b)
per a tot x € (a,b).

Demostracié. Suposem que f(z) > f(a) = f(b) per a algun x € (a,b). Aleshores existeix z¢ € (a,b)
tal que f(xg) és el valor maxim absolut de f a 'interval [a, b] i, per tant, f/(zg) = 0. D’altra banda,
pel Teorema del Valor Mig, existeix 1 € (a,z¢) tal que

f(zo) — f(a)

>0=f
To—a —0 f((L'o),

!
[(x1) =
una contradiccié amb la hipotesi que f’ és estrictament creixent. [ ]

Proposicié 4.3.17 Sigui f una funcié derivable en un interval obert I tal que la funcié derivada
/' és estrictament creixent a I. Aleshores f és convexa a I.

Demostracié. Prenem a,b € I amb a < b i la funcié

Clarament, ¢’ és també estrictament creixent i es compleix g(a) = g(b) = f(a). Pel Lema 4.3.16,
per a tot x € (a,b),

d’on es dedueix que

i, per tant, f és convexa. [ ]
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Proposicié 4.3.18 Sigui f una funcié derivable en un interval obert I tal que, a cada punt, la
recta tangent a la grafica de f esta per sota de la grafica de f, és a dir, se satisfa la desigualtat (4.2).
Aleshores f és convexa a I.

Demostracid. Per la Proposicié 4.3.17, només cal provar que la derivada f’ és estrictament creixent.
Prenem a,b € I amb a < b. Com que el punt (b, f(b)) esta per sobre de la recta tangent a la grafica
al punt a,

fa) + f'(a)(b—a) < f(b).

Intercanviant els papers de a i b,
f0) + f(b)(a—b) < f(a).
A partir d’aquestes dues desigualtats, f'(a) < f'(b). [ |

Observaci6 4.3.19 Les tres proposicions anteriors es poden adaptar per obtenir propietats ana-
logues de les funcions concaves. En particular, una funcié derivable és concava si i només si la seva
derivada és estrictament decreixent.

Observacié 4.3.20 Si f és dues vegades derivable a I i f”(z) > 0 per a tot « € I, aleshores f és
convexa a I.

Definicié 4.3.21 Sigui f una funcié derivable en un interval obert [ i sigui a € I tal que la recta
tangent a la grafica de f al punt a travessa la grafica de f. Aleshores direm que a és un punt
d’inflexio de f.

Exemple 4.3.22 Considerem la funcié f(z) = 2*. Com que f”(z) = 6x, tenim que f és concava
en (—00,0) i convexa en (0,+00). La recta tangent a la grafica de f al punt 0 és la recta y = 0,
que travessa la grafica de f. Per tant, 0 és un punt d’inflexié de la funcié f.

La convexitat o concavitat d’una funcié ens permet determinar el caracter dels seus punts
singulars.

Proposicié 4.3.23 Sigui f una funcié convexa (respectivament, concava) en un interval obert I
isigui a € I tal que f és derivable a a amb f’(a) = 0. Aleshores f presenta un minim (respectiva-
ment, maxim) local a a

Demostracié. Suposem que f és convexa. Aleshores la grafica de f esta per sobre de la recta
tangent a la grafica de f a a, que és la recta y = f(a). [

Proposicié 4.3.24 Sigui f una funcié derivable dues vegades amb continuitat en un interval obert
I'isiguia € I un punt singular de f. Si f”(a) > 0 (respectivament, f”(a) < 0), aleshores f presenta
un minim (respectivament, maxim) local a a.

Exercici 4.3.25 Trobeu els intervals de convexitat i concavitat i els punts d’inflexié de la funcié

fl@) =1/(1+2?).
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Integracio

5.1 La integral de Riemann

5.1.1 Definicié. Funcions integrables

En molts problemes de la fisica i I’enginyeria, no és tan important coneixer el comportament d’una
funcié en un punt (o instant) concret com coneixer-ne el comportament global en un cert perfode.
Aquesta és la utilitat de la integral que, informalment, és el valor acumulat de la funcié en un
interval o I'area (amb signe) de la regié compresa entre la grafica de la funcié i ’eix horitzontal. Hi
ha diferents maneres de definir formalment el concepte d’integral. Aqui ho farem amb la integral
de Riemann.

Definicié 5.1.1 Sigui I = [a,b] C R un interval tancat i fitat. Una particié de Vinterval I és
qualsevol subconjunt finit P = {zg,21,...,Tn-1,2Zn} amb a = 2o < 21 < -+ < Tp_1 < Tp, = b.
Amb aix0 tenim que I = [xg,x1] U [x1,22] U - U [Tp_1, Zy].

Definicié 5.1.2 Siguin f:I = [a,b] — R una funcié fitada i P = {zg,21,...,Zn-1,%,} una
particié de l'interval I. Per a cada k =1, ...,n, considerem
my = inf{f(x) : x € [zr_1, 2]}, My, =sup{f(z) : = € [xx—1, x|}

Definim la suma inferior de la funcio f respecte de la particié P com

L(P, f) =Y my(z — 1),

k=1

Definim també la suma superior de la funcié f respecte de la particié P com
n
U(P, f) =Y Mi(wr — wx-1).
k=1

Lema 5.1.3 Sigui f:I = [a,b] = R una funcié fitada i considerem m = inf{f(x) : = € [a,b]} i
M = sup{f(z) : « € [a,b]}. Aleshores, per a tota particié P de l'interval I,

m(b—a) < L(P,f) <U(P, f) < M(b— a).

57
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Demostracid. Donat que b—a =Y ;_,(zx — Tx_1),

m(b— a) <ka (xk — Th—1) §Z k(xp —xp—1) < M(b—a).
k=1 k=1

Definicié 5.1.4 Siguin P i ) dues particions d’un interval tancat I = [a,b]. Direm que @ és un
refinament de P si P C Q.

Lema 5.1.5 Siguin f:I = [a,b] — R una funcié fitada i P i @ dues particions de I tals que Q és
un refinament de P. Aleshores L(Q, f) > L(P, ) iU(Q, f) < U(P, f).

Demostracié. Demostrarem que L(Q, f) > L(P, f), essent la prova de l’altra desigualtat analoga.
Posem P = {zg,21,..., 2} 1 Q = {yo,y1,.--,Ym}. Peracadai=1,...,n, El subinterval [z;_1, 2;]
corresponent a la particié P és la unié de diversos subintervals corresponents a la particié @), és a
dir,

ki
xz 17-Tz = ZUJ 173/]
j=ki—1
Per a cada i = 1,...,n, posem m; = inf : T;_1,x;|} 1 posem m’; = inf{f(x) : = €
J
Yi—1,Y;]} peracadaj=1,...,m. Clarament m/; 2 my st [y;—1,y;] C [x;—1,z;]. Aleshores
j j j j j
ki ks
mi(y; —yi-1) =mi > (Y5 — i) = ma(@ — i),
j=ki—1 j=ki_

I, per tant,
LQ,f) =Y mj(y; — yj—1) = Y my(wi — x-1) = L(P, ).
j=1 i=1
| ]

Lema 5.1.6 Siguin f:I = [a,b] — R una funcié fitada i P, i P, dues particions qualssevol de I.
Aleshores L(Py, f) < U(Pa, f).

Demostracié. La particio Q = P; U P, és un refinament tant de P; com de P,. Podem aplicar
doncs el Lemes 5.1.315.1.5 1 tenim L(Py, f) < L(Q, f) <U(Q, f) S U(Py, f). n

Observacié 5.1.7 Observem que el conjunt {L(P, f) : P és una particié de I} C R de tots els
possibles valors de les sumes inferiors d’una funcié fitada f en un interval [a,b] és no buit i fitat
superiorment. En efecte, pel Lema 5.1.3, el valor M (b—a) n’és una fita superior. Per tant, existeix
un nombre real que és el suprem d’aquest conjunt. Analogament, el conjunt de tots els possibles
valors de les sumes superiors és no buit i fitat inferiorment i, en conseqiiéncia, admet infim.

Definicié 5.1.8 Sigui f:I = [a,b] — R una funci6 fitada. La integral inferior de la funcid f en
Uinterval [a,b] es defineix com

b
/ f=sup{L(P, f) : P és una particié de I}.
Definim també la integral superior de la funcidé f en Uinterval [a, b]:

)
/ f=if{U(P, f) : P és una particié de I}.
a
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b
Observacié 5.1.9 Sigui f:[a,b] — R una funcié fitada. Pel Lema 5.1.6, / < / /-

Definicié 5.1.10 Sigui f:[a,b] — R una funcié fitada. Direm que f és integrable segons Riemann

en Uinterval [a, b] si
b )
=1

En aquest cas, aquest valor s’anomena la integral de Riemann de f en Uinterval [a, b]:

b b b
L=Ls-17
Observacié 5.1.11 Sigui f: I = [a,b] — R una funcié integrable. Sigui A € R tal que L(P, f) <

A < U(P, f) per a tota particié6 P de linterval [a,b]. Aleshores, A = f(f I

Proposicié 5.1.12 Sigui f:I = [a,b] = R una funcié fitada. Aleshores f és integrable en [ si i
només si per a tot € > 0 existeix una de particié P de I tal que U(P, f) — L(P, f) < e.

Demostracié. Suposem que f és integrable. Com que
b
/ f=sup{L(P, f) : P ésuna particié de I} = inf{U(P, f) : P és una partici6 de I},

per a tot € > 0 existeixen particions @, Q' de I tals que f f=LQ,f) <e/21U(Q', f f f<e/2.
Si prenem P = Q U @Q’, que és un refinament comt a aquestes dues particions, tlndrem

b b
UP.f)— L(P, f) < U@, f) — L@, ) = U(Q', f) — / e+ / FoLQ.f) <e

Provem ara el reciproc. Donat ¢ > 0 qualsevol, prenem una particié P de [a,b] amb U(P, f) —
L(P, f)) < e. Aleshores,

[1-[1<vmn-srn <

Com que la desigualtat és valida per a tot € > 0, tenim que f;f = fjf i, per tant, la funcié f és
integrable en I. o [ ]

Exercici 5.1.13 Sigui f:I = [a,b] — R una funci6 fitada. Proveu que f és integrable en I si i
només si existeix una successio (P,,) de particions de U'interval I tal que im U (P, f) = lim L(P,, f).

Proveu que, en aquest cas, la integral fa f coincideix amb aquest limit.

Teorema 5.1.14 Sigui f:[a,b] — R una funcié monotona (i, per tant, fitada). Aleshores f és
integrable.

Demostracié. Suposem que f és creixent. Per a cada natural n
P, = {xg,z1,...,2,} de [a,b] amb xp —z_1 = (b —a)/n per a k
inf{f(x) : © € [xg—1,2x]} = f(xg—1) i també M} = sup{f(z) : =

doncs,
U(Po, f) =Y flaw) @k — z11) - ];ka

k=1

1, considerem la particié
1,...,n. Aleshores my =

>
g [Tr—1, 2]} = f(zg). Aixi




60 CAPITOL 5. INTEGRACIO

A més a més,

LPaf) = 3 s on = anet) = =23 flauon).

n

n

k=1 k=1
Clarament,
b—a
U(Pn, f) = L(Py, f) = (f(b) = f(a)).
Aixd implica, per la Proposicié 5.1.12, que la funcié f és integrable en [a, b]. [

Exercici 5.1.15 Per a la funcié f(x) = x, calculeu fol f a partir de la definicié d’integral.

Teorema 5.1.16 Sigui f:[a,b] — R una funcié continua (i, per tant, fitada). Aleshores f és
integrable.

Demostracio. Prenem & > 0 arbitrari. Pel Teorema 3.3.6, la funcié f és uniformement continua.
Per tant, existeix § > 0 tal que |f(z) — f(y)| < &/(b— a) sempre que |z —y| < J. Sigui n € N amb
n > (b—a)/d i considerem la particié P = {zg,z1,...,2,} de [a,b] amb x —xp_1 = (b—a)/n per a
tot k = 1,...,n. Aleshores qualsevol subinterval [xf_1, ] de la particié P té llargada menor que 6.
A més a més, com que f és continua, per a cada k = 1,...n, existeixen ay, S € [Tr—1, 2] tals que
my = f(ax) 1 My = f(Bk) sén, respectivament, els valors minim i maxim absoluts de f en aquest
subinterval. Per tant, com que |8 — ax| < 8, tenim que My —my = |f(Br) — f(aw)| < e/(b — a).
Amb tot aixo

U(P, f) = L(P, f) = > (My — my)(wx — xp-1) <Zbi e
k=1

k=1

=E£.
a n

5.1.2 Propietats de la integral
Proposicié 5.1.17 Siguin f, g: [a,b] — R dues funcions integrables i A, u € R. Aleshores la funcié

Af + pg és integrable i
b b b
[oseug=rfsenfg

Demostracid. Com que f i g sén integrables; existeixen successions (@), (Q’,) de particions de
linterval [a, b] tals que

b b
/ f=1ImU(Qn, f) = im L(Qn, ), / g =limU(Qy,,g) = lim L(Q},, 9)-
Per a cada n € N, prenem P, = Q, U@}, un refinament comi de @Q,, i @Q},. Com que

L(Qn, f) < L(Py, f) SU(Py, f) S U(Qn, ), L(Q1,,9) < L(Pp,9) <U(Py,9) <UQ, 9),

tenim que
b b
/ f=lmU(P,, f) =lim L(P,, f), / g=UmU(P,,g) =limL(P,,g).

Demostrarem primer que Af és integrable i que f;()\ fl=2A f; f. Aix0 és clarament cert per a
A = 0. Ho provem a continuacié per a A > 0. Per a qualsevol particié P = {xg,z1,...,2,} de
Iinterval [a, b],

inf{\f(z) : = € [xr—1, 2]} = ANinf{f(z) : = € [vr—1, 2]}
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i també
sup{\f(z) : x € [xr—1, 2]} = Asup{f(z) : = € [xr_1,2x]}.
Aixi dones, L(P,Af) = AL(P, f) i U(P,A\f) = AU(P, f). Per tant,

Hm U(Po, Af) = AimU(P,, f) = Aim L(P,, f) = lim L(P,, Af).

Aixi doncs, Af és integrable i ff()\f) =A f; f. Per provar el cas A < 0, n’hi ha prou provant que
—f és integrable i que f:(—f) =— fab f. En primer lloc,

inf{—f(z) : x € [wp—1, 2]} = —sup{f(2) : = € [wx_1, 24]}

sup{—f(z) : © € [zp_1,2x]} = —Inf{f(x) : = € [xR—_1, 2]}
D’aqui, L(P,—f) = =U(P, f) i U(P,—f) = —L(P, f). En conseqiiéncia,

UmU(P,,—f) = —lim L(P,, f) = / /s lm L(P,,—f) = —lmU(P,, f) = / I

Hem de demostrar ara que f + g és integrable i que ff(erg) = f; f+ f; g. Per a cada partici
P ={xp,z1,...,2,} de linterval [a, ], tenim
inf{(f +g)(x) : x € [xr_1,2k]} > Inf{f(z) : z € [xp_1, 2]} + Inf{g(x) : © € [xp_1,2k]}
i també
sup{(f + g)(x) : @ € [wp—1,zk]} <sup{f(2) : = € [wp—1, 2]} +sup{g(z) : = € [xp—1, 4]}
Amb tot aixo0,

L(Py, )+ L(Ppn,9) < L(Py, f+9) SU(P,, f+9) SUPy, f) +U(Py,9)

per a tot natural n i, per tant,

b b
im L(P,, f+g)=lmU(P,,f+g) = / f+/g
||

Proposicié 5.1.18 Sigui f:[a,b] — R una funcié integrable i siguin m, M € R tals que m <
b
f(z) < M per a tot z € [a,b]. Aleshores m(b—a) < / fF<M(@b-a).

Demostracié. Conseqiiencia immediata del Lema 5.1.3. [ ]

Proposicié 5.1.19 Siguin f,g:[a,b] — R funcions integrables tals que f(z) < g(x) per a tot
x € [a,b]. Aleshores f;f < ffg

Demostracid. Per la Proposicié 5.1.17, la funci6é g— f és integrable en [a, b] i f:(g—f) = f; g—f: f
Com que g(x) — f(x) > 0 per a tot x € [a,b], per la Proposici6 5.1.18, f;g - f; f>0. ]

Proposicié 5.1.20 Siguin f:[a,b] — R una funcié fitada i ¢ € (a,b). Aleshores f és integrable a
[a,b] si i només si f és integrable als intervals [a,c] i [c,b]. A més a més, f: f=[f+ fcb f.
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Demostracié. Donades Q = {xg,21,...,z,}, particié de Uinterval [a,c], i R = {yo,y1,---,Ym},
partici6 de l'interval [c, b], obtenim una particié

P:QUR:{x(Mxl?"'axn:y05y17"'7ym}

de I'interval [a,b]. Es obvi que L(P, f) = L(Q, f) + L(R, f) i també U (P, f) = U(Q, f) + U(R, f).

Suposem que f és integrable en els intervals [a, c] i [c,b]. Prenem € > 0 arbitrari i considerem
particions @, de U'interval [a,c] i R de Uinterval [c, b] tals que U(Q, f) — L(Q, f) <e/21iU(R, f) —
L(R, f) < g/2. Aleshores, és clar que U(P, f) — L(P, f) < ¢ si prenem P = Q U R. Aix{ doncs, f
és integrable en [a, b].

Reciprocament, si f és integrable en [a,b], per a cada € > 0 podem trobar una particié P’ de
[a,b] tal que U(P’, f) — L(P’, f) < e. Si refinem la particié P’ afegint el punt ¢, obtindrem una
particié P de [a, b] que també compleix U (P, f) — L(P, f) < e. A més a més, la particié P és de la
forma P = QU R, on @ i R sén particions dels intervals [a, c] i [c, ], respectivament. Aleshores,
U@, f)—L(Q,f) <U(P, f)— L(P, f) < e i, per tant, f és integrable en [a, c|. Anadlogament, f és
integrable en [c, b].

Finalment, provem que ff f=[fr+ fcb f. En efecte, donada una particié6 P qualsevol de
I'interval [a, b], existeix un refinament P = QU R, on Q i R sén particions dels intervals [a, ] [c, ],
respectivament. Amb aixo,

c b
L(P,f) < L(P, ) s/ f+/ f<UP.f) <UP.J)

i podem aplicar I’Observaci6 5.1.11. ]

Definicié 5.1.21 Si f és integrable a U'interval [a, b], es defineix

[r=-Lr

Observeu que aquest conveni és congruent amb la propietat d’additivitat de les integrals respecte
dels intervals d’integracié que hem vist en la Proposicié 5.1.20.

Proposicié 5.1.22 Siguin I,J C R dos intervals tancats i fitats i siguin f:I — J una funcié
integrable i g: J — R una funcié continua. Aleshores la funcié go f: I — R és integrable en I.

Demostracid. Pel Teorema 3.2.10, existeixen m, M € R tals que m < g(y) < M per a tot y € J.
Posem I = [a, b], i també K = M —m, i prenem ¢ > 0 arbitrari. Donat que, pel Teorema 3.3.6, g és
uniformement continua, existeix § > 0 tal que |g(y) —g(y")| < e/(b—a+ K) sempre que |y—y'| < J.
A més a més, podem suposar que § < ¢/(b—a+ K). Com que f és integrable en I = [a, b], existeix
una partici6 P = {xg,z1,...,2,} d’aquest interval tal que U(P, f) — L(P, f) < 62. Per a cada
k=1,...,n, considerem

my, = inf{f(z) : = € [xr_1,zk]}, My, =sup{f(z) : = € [vk—1, 2]}

Considerem P,G C {1,...,n} definits per P = {k : My —my <06} 1G =1{k : My —my > 6}

Aleshores,
n

U(P,f) = L(P, f) = > (Mg — my) (x5 — xx1) =

k=1

= Z(Mk —my)(zgp —xp—1) + Z(Mk —myg)(zp — xp—1) < 52
keP keg
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Observem que

52(% —xp_1) < Z(Mk —mp) (2 — TR_1) < 67

keg keg
i, per tant, >, o(7x —xp_1) <J. Per acada k =1,...,n, prenem
my, =inf{(go f)(x) : = € [xk_1, 7k}, Mj. =sup{(go f)(z) : ® € [vr_1, 7]}

Com que
m;c > inf{g(y) tye [mkaMk]}v Mllc < Sup{g(y) tye [mkaMk]}v

tenim que M] —m). <sup{|lg(y) —9(¥)| : y,y" € [mg, My}, i per tant M] —m) <e/(b—a+ K)
sempre que k € P. Amb tot aixo,

U(P,go f) = L(Pgo f) = (Mj —mj)(wy —ar-1) =

k=1
- Z(M’/c —my)(zk — xp-1) + Z(Mllc —my)(z — wp-1) <
keP keg
< L Z(xk - Cﬁ‘k71) -‘rKZ(Ik — mkfl) < ;(b — a) +K; —c.
Tb—a+ K b—a+ K b—a+ K
keP keg
En conseqiiencia, la funcié g o f és integrable. ]

Proposicié 5.1.23 Siguin f,g:[a,b] — R dues funcions integrables. Aleshores la funcié fg és
integrable.

Demostracié. Per la Proposici6 5.1.17, la funcié f+g és integrable. Considerem la funcié h(y) = y>.
Per la Proposicié 5.1.22, les funcions f2 = ho f, g> = hogi (f +g)?> = ho (f + g) també sén
integrables en [a,b]. Finalment, apliquem la Proposicié 5.1.17 una altra vegada i veiem que la
funcié fg = ((f + g)? — f? — g°)/2 és integrable en [a, b]. ]

Proposicié 5.1.24 Sigui f:[a,b] — R una funcié integrable. Aleshores la funcié |f| és integrable i

b b
[z 4]
Demostracid. La funcié | f| és integrable per la Proposicié 5.1.22. Com que —|f(z)| < f(x) < |f(z)]
per a tot x € [a, b], tenim per la Proposicié 5.1.19 que — f(f If] < fff < f: |f]- ]

5.2 Teorema Fonamental del Calcul

Definicié 5.2.1 Sigui f:[a,b] — R. Direm que una funcié F: [a,b] — R és una primitiva de f si
e F és continua a [a, b],
e F' és derivable a (a,b) i
e F'(z) = f(z) per a tot = € (a,b).

Observaci6 5.2.2 Per I'Exercici 4.2.6, F; — F5 és una funcié constant si I i F5 sén dues primitives

de f.



64 CAPITOL 5. INTEGRACIO

Teorema 5.2.3 (Teorema Fonamental del Calcul, versié 1: Regla de Barrow) Siguin f:[a,b] —

R una funcié integrable i F': [a,b] — R una primitiva de f. Aleshores

b
/ f=F(®b) - Fla).

Demostracié. Sigui P = {zg,21,...,T,} una particié de [a,b]. Pel Teorema del Valor Mig
(Teorema 4.2.5), per a cada k = 1,...,n existeix zx € (xr_1,2x) tal que F(xg) — F(zk_1) =
F'(zi)(zk — wr—1) = f(2) (@) — Tp—1). Per tant, de

ka Tp — Tp—1 SZ k*wk—l)SZMk(ﬂfk*iCk-—l):U(P,f)
— —

en deduim que

n
L(P.f) < S (Flag) — Flex 1)) = F(5) — Fla) < U(P, f)

k=1

per a tota particié P de l'interval [a, b]. Aixi doncs, per ’Observacié 5.1.11, fab f=F(@{)—F(a)m

Observaci6 5.2.4 Observeu que, usant el conveni de la Definicié 5.1.21, la Regla de Barrow es
pot aplicar també si b < a ja que, en aquest cas, ff f=—Jf=—(F(a) = F(b)) = F(b) — F(a).

Teorema 5.2.5 (Teorema Fonamental del Calcul, versié 2) Sigui f:la,b] — R una funcié
integrable i considerem la funcié F:[a,b] — R definida per F(z) = [ f per a tot = € [a,b].
Aleshores

e F és continua a [a,b] i,
e si f és continua a ¢ € (a,b), aleshores F' és derivable a ¢ i F'(c) = f(c).

Demostracié. Demostrem primer que F' és continua en qualsevol punt ¢ € [a,b]. Com que f és
fitada, existeix K > 0 tal que K > |f(z)| per a tot = € [a,b]. Per a cada € > 0, prenem ¢ = ¢/K.
Aleshores, si | — ¢| < §, tenim que

Observeu que, si tenim en compte el conveni en la Definicié 5.1.21, aquesta fitacié és valida tant
siz>ccomsiz<ec.

Provem a continuacié que, si f és continua al punt ¢ € (a,b), aleshores F' és derivable a ¢
i F'(¢) = f(c). Prenem e > 0 arbitrari. Com que f és continua en ¢, existeix § > 0 tal que
|f(z) = f(c)] <esilx—c| <d. Aixi donces, si 0 < |z — ¢| < 9,

|F(a) - F(c)| =

=1/

|f|’<K|x—c|<K(5—€

== NS RIS RS
Aix0 demostra que ilg}: w = f(c). |

Corollari 5.2.6 Siguin f:[a,b] — R una funcié continua i F:[a,b] — R la funcié definida per
F(z) = f; f. Aleshores F' és una primitiva de f
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Corollari 5.2.7 Siguin F, f: [a,b] — R dues funcions continues i suposem a més que F' és derivable
a (a,b). Aleshores les dues propietats segiients sén equivalents.

1. F'(z) = f(zx) per a tot = € (a,b) i F(a) =0.
2. F(z) = [T f per a tot € [a,b].

Exercici 5.2.8 Sigui f:[a,b] — R una funcié continua amb f(x) > 0 per a tot = € [a,b]. Proveu
que, si existeix ¢ € [a,b] amb f(c) > 0, aleshores f: f>0.

Teorema 5.2.9 (Teorema del Valor Mig per a Integrals) Sigui f: [a,b] — R una funci6 con-
tinua. Aleshores existeix ¢ € (a,b) tal que f; f=f)b—-a).

Demostracio. El resultat és obvi si la funcié f és constant. Suposem que f no és constant. Pel
Teorema de Weierstrass (Teorema 3.2.10), existeixen a, 8 € [a,b] tals que m = f(a) < f(z) <
f(B) = M, per a tot = € [a,b]. Com que f no és constant, m < M i, sense perdua de generalitat,
podem suposar que « < (. Per la Proposicié 5.1.19 i 'Exercici 5.2.8, m(b—a) < ff f<M(@®b-a),
i per tant

b
fla) < l{‘i—‘); < f(B).

I

. | ]
b—a

Aixi doncs, pel Corollari 3.2.2, existeix ¢ € (a, 5) C (a,b) tal que f(c) =

Exercici 5.2.10 Doneu una prova alternativa del Teorema 5.2.9 utilitzant el Teorema del Valor
Mig (Teorema 4.2.5) i el Teorema Fonamental del Calcul (Teorema 5.2.5).

5.3 Calcul de primitives

Per la Regla de Barrow (Teorema 5.2.3), podem determinar el valor de la integral ff f si coneixem
una primitiva F: [a,b] — R de la funcié f. Es donen en aquest apartat alguns meétodes per trobar
primitives d’algunes funcions.

Notacié 5.3.1 Siguin F, f:[a,b] — R. Si F' és una primitiva de f, escriurem

[1=r+c

Aixi, el simbol | sense indicar I'interval d’integracié denotara la primitiva d’una funcié. Amb
aquesta notacié indiquem que les funcions F'+ C, on C € R és una constant arbitraria, sén totes
les primitives de la funcié f. Usualment, s’utilitza 'expressié integral definida per a fab f, és adir,
la integral d’una funci6 en un interval, mentre que s’usa integral indefinida per a f f, les primitives

de f.

5.3.1 Integracié per parts

Proposicié 5.3.2 (Métode d’integracié per parts) Siguin f, g: [a,b] — R dues funcions inte-
grables amb primitives F, G:[a,b] — R, respectivament. Aleshores

b b
/ Fg = FB)G®) — F(a)Gla) — / fG.
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Demostracié. Es conseqiiencia directa del fet que la funcié F'G és una primitiva de la funcié
Fg+ fG.

Observaci6 5.3.3 El metode d’integracié per parts ens permet també calcular algunes integrals
indefinides, és a dir, determinar les primitives d’algunes funcions. En aquest cas escriurem

/Fg:FG—/fG.

Observacié 5.3.4 El metode d’integracié per parts s’aplica per a trobar primitives de funcions
dels tipus p(z)e*, p(x)sinz, p(z)cosz, on p(z) és un polinomi. També ens permet trobar les
primitives de e”sinz, e® cosx. A part, hi ha moltes altres funcions que es poden integrar amb
aquest metode.

Exemple 5.3.5 Calculem, amb el metode d’integracié per parts, una primitiva de la funcié h(z) =
22e3%. Si posem F(x) = 22 i g(x) = €3*, aleshores f(x) = 22 1 G(z) = €3*/3 . Per tant,

2 3z
/9326396 _re g/a:e‘rj‘/"".
3 3

En aquest punt tornem a aplicar el metode prenent F'(z) =z ig(z) =e

2 .3z 3z
9 3, X%€ 2 (ze 1/3I
- _z S = 9z° — 6z + 2) + C.
/xe 3 3(3 5/¢ 27(m x+2)+

5.3.2 Canvi de variable

Proposicié 5.3.6 (Canvi de variable) Siguin f:[a,b] — R una funcié continua i ¢:[c,d] —
[a, b] una funcié continua que és derivable amb continuitat en 'interval obert (¢, d) i tal que ¢(c) = a

i ¢(d) = b. Aleshores,
b d
[ 1= teas

Demostracid. Sigui F: [a,b] — R una primitiva de f. La funcié (f o ¢)-¢’:[c,d] = R és continua i

Fo¢:[e,d] — R n’és una primitiva. Per tant, per la Regla de Barrow, fcd(f o) ¢ = (Fog)(d)—
b

(Fod)(c)=F(b) - Fla)= [, [. "

Observacié 5.3.7 El canvi de variable també funciona si ¢(c) = b i ¢(d) = a. En aquest cas,

/abf=/dc(fo¢)¢’=—/Cd(fo¢)¢’-
b

Notacié 5.3.8 A vegades és convenient escriure f ) dz en lloc de / f- Amb aquesta notacié

3z.

a
es fa pales quina és la variable de la funcié que estem integrant en el cas que puguin apareixer

altres variables indicant parametres o constants. A més a més, aquesta notacié és congruent amb
el metode del canvi de variable que hem introduit en la Proposicié 5.3.6. Aixi, quan fem un canvi
de variable, canviem x per ¢(t) i canviem dx per ¢'(t)dt. Es a dir,

b d
/ f(z) dz = / F(6(0)6(t) dt
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Exemple 5.3.9 Si volem calcular

S|
dx,
/0 1+

podem considerar el canvi de variable ¢: [0, 2] — [0,4] amb ¢(t) = t2. Aleshores

/4 ! d /22t dt 2/2(1 1 )dt 4 —2(log3 —logl) =4 —2log3
T = = — = — O, — 10, - - O, .
o 1+x o 1+t 0 1+t & & &

També podem usar canvis de variables per trobar primitives.

Exemple 5.3.10 Fem el canvi = ¢(t) = sinht per a trobar una primitiva de /1 + z2.

h2t+1
/\/1+x2dm:/\/1+sinh2tcoshtdt:/costhdt:/%dt:
sinh2t ¢ sinhtv/1 —|—sinh2t +t
2

= — C:
4 +2+ 2

Al darrer pas hem desfet el canvi de variable.

—I—C:%(x\/l—i—aﬁ—i—log(a?—l— 1+x2))+C.

5.3.3 Primitives de funcions racionals

En aquest apartat veurem com trobar primitives per a les funcions racionals, és a dir, per a les
funcions de la forma P/Q amb P, Q polinomis. El primer pas és reduir-nos al cas en que el grau
de P és més petit que el grau de Q. En efecte, en cas contrari, existeixen polinomis C, R tals que
P=CQ+ RidegR < degQ i, per tant,

P / R
L c+/<
/ Q Q
El segon pas consisteix en descomposar la funcié racional R/Q en fraccions simples.

Definicié 5.3.11 Una fraccio simple és una funcié racional d’una de les formes segiients.

A
1. ﬁ per a alguns A, € R i algun enter k > 1.
e

Bx+C
. 2—+k per a alguns B,C,p,q € R amb p? — 4¢ < 0 i algun enter k > 1.

(z%2 + px +q)
Proposicié 5.3.12 Siguin P, @ polinomis amb deg P < deg (). Aleshores la funcié racional P/Q
descomposa de manera unica en una suma de fraccions simples. El tipus de fraccions simples que
apareixen a la descomposicié depen de la descomposicié en factors irreduibles del polinomi Q).

La demostracié d’aquest resultat és laboriosa i no la veurem aqui. La podeu trobar a [J. Ortega,
Introduccid a Uanalisi matematica]. En canvi, la justificarem amb alguns exemples. Al primer, el
polinomi ) al denominador descomposa en factors lineals simples.

P(x) 3z-2 3z —2 A B C

Qz) 23—z (x4 1Dz(x—1) x+1+;+x—1'

Determinem A posant x = —1 a la igualtat:

?H:A+(;v+l)<B+ ¢ )

z(x —1) A |
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Tenim doncs A = —5/2. Analogament trobem B =21 C = 1/2 i, per tant,
P(x) 3z-2 3z —2 5 1 2 1

1
Qz) x3—x (x4 1)z(x—1) _§.x+1+5+§.x71.

Al segon exemple, tenim arrels multiples al denominador.

P(x) 3 — 2 B x3 — 2z A n B n C n D
Qz) xt—23+2x-1 (v+D(xz—-1)3 z+1 2-1 (z-12 (z-1)3
Com abans, determinem A = —1/8 a partir de
3 — 2 B C D
—=A 1 .
oty AT )<x—1+(x—1>2+<x—1>3>

El valor D = —1/2 es dedueix de

¥ —2r Az —1)3
r+1  x+1

+B(z—1)*+C(x— 1)+ D.

Si derivem els dos termes de la igualtat anterior,

322 -2 2% -2 9
Py PO =(xz—-1)F(z)+2(z—-1)B+C

per a alguna funcié racional F', i obtenim C' = 3/4. Tornem a derivar

6x B 3x2—2+ 3 — 2
x+1 (x+1)2 (x+1)3

= (z— 1)G(x) + 2B

per a alguna funcié racional G, amb el que s’obté B = 9/4. En conclusié

P(x) 3 — 2w B
Qz) xt—223+2x -1

_@f-2w 11 9 1 3 1 1]
S+ DE-1)3 8 z+1 4 -1 4 (z-1)2 2 (z-1)3

Per al tercer exemple, considerem el cas en que el denominador té un factor irreduible de grau dos.

P(x) z? x? A Bx+C

Q(z) x34+222+2x+1 - (z+ D) (22 +2+1) _x—|—1+x2+:r+l'

Podem determinar els valors dels coeficients A, B, C' a partir de

x? A . Bx+C  (A+B)a*+(A+B+C)z+ (A+0)
(z+1D)@2+x+1) a+1 22+z+1 (x4 1)(22 42+ 1)
igualant els coeficients del polinomi al numerador. Obtenim A =1, B =0, C = —1. Finalment,

el quart exemple és una funcié racional el denominador de la qual té un factor irreduible de grau
dos amb multiplicitat més gran que un.

P(z) 22°+z+3 22°+2+4+3 Az+B  Cz+D

0@ #t22+1  (@+12  2+1 (@412

Podem procedir com a l’exemple anterior i obtenim A=0, B=2,C =1, D =1.
Per tant, per trobar la primitiva de qualsevol funcié racional, només cal trobar primitives de
fraccions simples. Els casos més senzills son els seglients.
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1
o/ dr =log |z — a| + C per a tot a € R.
-«

1 1
° /mdx:_(k—l)(x—a)k—l + C per a tot a € R i per a tot natural £ > 2.

Vegem ara com trobar primitives per a les altres fraccions simples. Siguin A, B,p,q € R amb
p? — 4q < 0 i sigui k un enter positiu. Aleshores

Ax+ B A 2z +p K

(22 +pr+q)F 2 (@2+pr+qF (22 +pr+q)*

on K = B — Ap/2. D’una banda,

2
. /xi—i_pd:czlog(xz—i—px—i-q)—l—C,

22+ pr+q
2 +p 1 .
S TE  dr=— Csik>2.
* /(3L‘2—|—pav—|—q)’C v (]f—1)(3{:2—1—px4—q)k—1Jr SR =

D’altra banda, existeixen a,b € R tals que 22 +px +q = (x —a)? +b%. Amb el canvi t = (x —a) /b,

! = L _ L 1 1 1 T —a
7++d T g & ———bdt = tant+C = = arct C.
/xQ PT + g x /(w A T = / —— ; arctant+ barc an 5 +

Finalment, podem calcular la primitiva

1
L= ————d
k /<x2+px+q>k v

quan k > 2 usant la férmula de recurréncia (5.1) i la primitiva I; que ja hem determinat. En
efecte, prenem a,b € R tals que 22 + px + ¢ = (v — a)? + b? i fem el canvi t = v — a. Aleshores,

1 1
L= ——— de= [ ——_at.
i /(z2+pm+q)k v /(t2+b2)k

A continuacié, fem integracié per parts amb F(t) = 1/(t? + v*)*~1 i g(t) = 1.

1 t t?
k-1 / (2 1 b2)*—1 dt (2 1 b2)*—1 +2(k )/ (2 1 02)F

t 2
= gyt T2k Doy = 20k = DY
Finalment,
t 2k — 3
T = L1 5.1
k 2(k — 1)b2(12 + b2)k—1 + 20k — 1)b2 k-1 (5.1)

Exercici 5.3.13 Determineu les primitives dels quatre exemples de funcions racionals en aquest
apartat.
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5.3.4 Primitives de funcions racionals trigonometriques

Veiem en aquest aparatat com trobar primitives per a les funcions de la forma f(z) = R(cos z, sin x),
on R(y,z) és una funcié racional en dues variables, és a dir, el quocient de dos polinomis en les
variables y, z. Concretament, veurem que mitjancant un canvi de variable es pot reduir el problema
al calcul de primitives per a funcions racionals. En efecte, amb el canvi u = tan(z/2) tenim:

2 .2 2 2 1—U2
e cosx = cos”(x/2) —sin“(x/2) = 2cos“(x/2) — 1 = 1

e T
2
o sinz = 2cos(x/2) sin(z/2) = 2 cos?(z/2) tan(x/2) = 1—&—7Uu2
2
o dr = —— du.
1+ u?

Per exemple, apliquem el canvi anterior per trobar les primitives de f(z) = 1/(sinx + cos z).

1 1+ u? 2 1
/sin:z:+cosz v /2u+17u2 1+ u? Y /u272u71 Y

?/(ual\@ u(11+ﬂ)> =

:?(log\u—(1—\/§)|—log\u—(1+\/§)|)+0:

— Y2 (log] tan(e/2) — (1~ V)| ~ log | tan(a/2) — (1 + V3] +C

5.4 Logaritmes i exponencials

Ja hem tractat sobre les funcions exponencials i logaritmiques a 1’Apartat 3.4. En aquest apartat
presentem una manera diferent d’introduir aquestes funcions i, en particular, demostrarem par-
cialment el Teorema 3.4.1. Concretament, demostrarem la part de I’existéncia, perod no la unicitat.

El nostre objectiu és trobar una funcié f continua en R tal que f(x +y) = f(z)f(y) i f(1) =
a > 0 (recordem que encara no hem demostrat que existeixi una funcié com aquesta si a # 1!)
Hem vist als Apartats 3.4 1 4.1.3 que, si posem a = e, la inversa d’aquesta funcié f és una primitiva
de la funcié 1/z. Aix0 ens condueix a la segiient definicié.

Definicié 5.4.1 La funcid logaritmica (natural) és la funcié log: (0, +00) — R definida per

1
1ogx:/ — dt.
1 t

Pel Teorema Fonamental del Calcul, aquesta funcié és derivable a (0,+00) i la seva derivada és
log’ 2 = 1/z. Per tant, la funcié logaritmica és indefinidament derivable a (0, 4+00).

Sobre la base d’aquesta definicié tornarem a demostrar les propietats de les funcions logaritmica
i exponencial. Es convenient doncs que, a partir d’aquest moment i pel que resta d’aquest apartat,
oblidem el que s’ha dit sobre exponencials i logaritmes als apartats anteriors.

Proposicié 5.4.2 log1 = 0.
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Proposicié 5.4.3 log(zy) = logx + logy per a qualssevol z,y > 0.

Demostracid. Fixem y > 0 1 considerem la funcié g(x) = log(zy) — log x. Aleshores

1 1

!
= — ——:O
g'(z) Pyt

i, per tant, g és constant. Com que ¢g(1) = logy, tenim que g(z) = log(zy) — logx = logy per a
tot x > 0. [ |

1
Proposicié 5.4.4 log () = —logz per a tot x > 0.
x
- 1 1
Demostracio. 0 =logl =log | —x | =log | — | + logx. ]
x x
Proposicié 5.4.5 loga™ = nlogx per a tot natural n i per a tot > 0.
Demostracié. Es demostra facilment per induccid. [ ]
Proposici6 5.4.6 La funcié logaritmica és estrictament creixent. A més a més, hn%) logx = —o0
r—
i lirf logz = +00. En conseqiiéncia, la funcié log: (0, +00) — R és bijectiva.
T—r+00

Demostracié. Com que log'z = 1/z > 0, la funcié és estrictament creixent, i no esta fitada

superiorment ni inferior perque log2™ =nlog2 ilog2™" = —nlog2 per a tot n € N. [ |
log(1
Proposicié 5.4.7 lim M =1.
z—0 €T
Demostracié. Aplicacié directa de la Regla de 'Hopital. ]

La segiient proposicié ens hauria de convencer, si no n’estem ja convencuts, que ’eleccié del
nombre e com a base de ’exponencial i el logaritme és I'opcié més natural i matematicament més
elegant.

Proposicio 5.4.8 loge = 1.

Demostracid. Considerem la successié (¢, ),>1 amb terme general

1 n
b= (1+7)
n

Recordem que, per definicié, e = lim¢,,. Per la continuitat del logaritme i la Proposici6 5.4.7,

\" 1
loge = limlogt, = limlog (1 + ) = limnlog (1 + ) =1
n n

Finalment, estem ja en condicions de definir la funcié exponencial.

Definicié 5.4.9 Definim la funcid exponencial exp: R — (0,+00) com la inversa de la funcié
logaritmica log: (0, +o0) — R.
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Proposicié 5.4.10 La funcié exponencial exp: R — (0, 4+00) és bijectiva, estrictament creixent i

satisfa lim expx =01 lim expzx = 4oc.
T——00 r—+00

Demostracié. Immediata a partir de la definicié. [ ]
Proposicié 5.4.11 exp(z +y) = expxexpy per a tot ,y € Riexpl =e.

Demostracio. La segona afirmacié és obvia. Per a la primera, donats xz,y € R, prenem u,v > 0
amb logu = z, logv = y. Aleshores, z + y = logu + logv = loguwv i, per tant, exp(z + y) =
exp(loguv) = uv = expx expy. [ |

Per tant, expx = €” per a tot x € Q i és doncs natural escriure expx = e* per a tot x € R.
Per a tot a > 0, la funcié continua f(z) = e®!°8% satisfa f(x +y) = f(z)f(y) i f(1) = a. Amb
aixo es demostra parcialment, car manca provar la unicitat, el Teorema 3.4.1.

Proposicié 5.4.12 La funcié exponencial és indefinidament derivable a R i exp’ z = exp z.

Demostracié. Com que l'exponencial és la inversa del logaritme, podem determinar-ne la derivada
amb la Proposicié 4.1.14. En efecte, siz € Riy =expux,

exp © = =y =expz.

log'y
||

En aquest punt, podem provar el resultat d’unicitat que ens manca si afegim la hipotesi que la
funcié és derivable.

Teorema 5.4.13 Per a tot nombre real positiu a > 0, existeix una tnica funcié f derivable a R
tal que

e f(x+y)= f(x)f(y) per a qualssevol z,y € R,
e f(1)=a.

Demostracio. L’existéncia ja s’ha demostrat. Per a la unicitat, donada una funcié f en les condi-
cions demanades,

o farh) —f@) o f) -1
fla) = Jim == = Jim = = o) fim e —

per a tot x € R. Com que la funci6 f és derivable i f(1) = a # 0, ha d’existir limj_,o(f(h) —1)/h.
Si k € R és el valor d’aquest limit, tenim que f’ = kf i, per la Proposici6 4.2.7, f(z) = ce*® per a
alguna constant ¢ € R. Com que f(1) = f(0)f(1), tenim que f(0) =1 i, per tant, ¢ = 1. D’altra
banda, a = f(1) = ¥, d’on obtenim k = loga. Podem concloure doncs que f(z) = e%1°8% = g* és
I'inica funcié que satisfa les condicions demanades. [ ]

5.5 Integracié impropia

5.5.1 Classificacio de les integrals impropies

Hem definit la integral de Riemann per a funcions fitades definides en un interval tancat i fitat.
Les integrals impropies ens permeten estendre el concepte d’integral a funcions amb domini no
fitat (integrals impropies de primera espécie) i a funcions no fitades (integrals impropies de segona
espécie).
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Definicié 5.5.1 Sigui f:[a,4+00) — R una funcié tal que f és integrable a [a, M] per a tot M > a.
Direm que la integral impropia de primera espécie

[

M
lim / feR.

és convergent si existeix el limit

M—~+oco

En aquest cas, el valor de la integral impropia és, per definicid, el valor d’aquest limit.

Definicié 5.5.2 Sigui f: (a,b] — R una funcié tal que f és integrable a [0,b] per a tot § amb
a < § < b. Direm que la integral impropia de segona espécie

[

b
li cR.
Jim [ 1

En aquest cas, el valor de la integral impropia és, per definicid, el valor d’aquest limit.

és convergent si existeix el limit

Observacié 5.5.3 Es defineix analogament la convergencia de les integrals impropies del tipus
ffoo f )(primera especie) i també les del tipus fab f quan el domini de f és l'interval [a,b) (segona
especie).

+oo
Proposicié 5.5.4 La integral impropia / — dx és convergent si i només si o > 1.
1 :L.

Demostracidé. Si a # 1, la funcié F(z) = x7°T!1/(—a + 1) és una primitiva de f(z) = 2~%. Per
tant, si a # 1,
M
lim — dr = lim
M—+oco Jq e Mo+ 1 — «

(M= —1).
Aquest limit existeix si i només si a > 1. D’altra banda, si a = 1,
M

1
lim —dx= lim logM
M—+oo /1 T M—+o0

i aquest limit és infinit. ]

b
Proposicié 5.5.5 La integral impropia / — dx és convergent si i només si o < 1.

o (x—a)
Demostracio. Si a # 1,
| 1
Pa 5 (w—a) do = lim 3 (b=a)™* = (6 -a)").
Aquest limit existeix si i només si @ < 1. Si a = 1, tenim

b

lim
d—=at Js T —a

dzx = 5lim (log(b — a) — log(d — a))

—at

i aquest limit és infinit. ]
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5.5.2 Convergencia absoluta

Teorema 5.5.6 (Criteri de Cauchy) La integral impropia de primera espécie fa+°° f és conver-
gent si i només si

e Per a tot € > 0 existeix M > a tal que ’ffﬂ < ¢ per a tot x,y > M.
La integral impropia de segona especie f; f és convergent si i només si

e Per a tot € > 0 existeix zg amb a < x¢g < b tal que ’f;’f| < e per a tot x,y € (a,xp).

Demostracié. Suposem que la integral impropia f;oo f és convergent i posem limg_, o f; f=
I € R. Aleshores, per a tot € > 0, existeix M > a tal que |I — f: fl < e/2 per a tot © > M. Per

tant, si x,y > M,
LA =\ [

Per demostrar el reciproc, provarem que, si es compleix la condicié donada, aleshores per a tota
successié (z,,) amb x,, > a per a tot n € N i amb limz,, = +00 es té que la sucessi6 (I,,) donada

per I, = ff" f és convergent. Aixo implica que la integral impropia fjoo f és convergent. Sigui
doncs (z,,) una tal successié i prenem e > 0 arbitrari. Per tant, existeix M > a tal que |f$y f| <e
si z,y > M. Com que limz,, = +00, existeix ng € N tal que z,, > M per a tot n > ng. Per tant,

per a tot m,n > ng,
Tom Tn Tm
/ f—/ f’— / f‘<s.
a a Tn

Aix{ doncs, la successié (I,,) és una successié de Cauchy i, per tant, convergent.
La segona part del teorema es demostra analogament. [ |

|Im _In| =

Definicié 5.5.7 Direm que la integral impropia de primera especie f;roo f és absolutament con-
vergent si la integral impropia fjoo |f| és convergent. Direm que la integral impropia de segona

especie f; f és absolutament convergent si la integral impropia ff |f| és convergent.

Proposicié 5.5.8 Si una integral impropia és absolutament convergent, aleshores és convergent.
La implicacié reciproca no és certa en general.

Demostracié. Suposem que la integral impropia de primera especie f;oo f és absolutament conver-
gent, és a dir, que la integral impropia fa+oo | f| és convergent. Aleshores, pel Criteri de Cauchy, per
a tot & > 0 existeix M > a tal que | [|f|| <& per a tot z,y > M. Per tant, | [7 f| < |[Y[f]| <e
per atot z,y > M. Aixo vol dir que la integral impropia f:_oo f és convergent. El mateix raonamet
s’aplica a les integrals impropies de segona especie.

sinx

—+oo
Es pot demostrar que la integral impropia / dx és convergent perd no absolutament
1

convergent. ]

Proposicié 5.5.9 Siguin f(j_oo fi f:_oo g dues integrals impropies de primera espécie (absoluta-
ment) convergents i siguin A, u € R. Aleshores la integral impropia f:oo(/\ f 4+ ng) és (absoluta-
ment) convergent. El mateix resultat és cert per a integrals impropies de segona especie.
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Demostracio. Si les integrals impropies f:oo fi f;oo g so6n convergents, aleshores també és con-
vergent la integral impropia f:oo()\ f+ ng) ja que
M M

M
li = li li .
i[O = i [ g [T

Sigui K = 1+ max{|A|,|p|} > 0. Si fa+°° fi f:w g sén absolutament convergents, aleshores per a
tot € > 0 existeix M > a tal que, per a tot z,y > M,

Y € Y €
J <o [l < o
Aixi doncs, per a tot z,y > M,

Y Y Y Y Y
S sl < [ [ < ] | o] <
x x xz T xT

i, per tant, la integral impropia f:oo()\ f+ pg) també és absolutament convergent. La demostracid
és analoga per a integrals impropies de segona especie. [ ]

5.5.3 Integrals impropies de funcions amb valors no negatius

Proposicié 5.5.10 Sigui f:[a,+00) — R una funcié integrable a [a, M] per a tot M > a tal que
f(z) > 0 per a tot = € [a,+00). Aleshores, o bé la integral impropia f;oo f és convergent o bé

limps— 400 faM f = 4oo. El mateix passa per a integrals impropies de segona espécie de funcions
f>0.

Proposicié 5.5.11 (Criteri de comparacié) Siguin f,g:[a,+00) — R funcions integrables a

[a, M] per a tot M > a. Suposem que existeix My > a tal que 0 < f(z) < g(z) per a tot > M.

Aleshores fa+oo f és convergent si f;oo g és convergent. Siguin f,g: (a,b] — R funcions integrables

a [d,b] per a tot § € (a,b]. Suposem que existeix dy € (a,b] tal que 0 < f(x) < g(z) per a tot
b, L oeb

x € (a,do]. Aleshores [ f és convergent si [ g és convergent.

Demostracio. Si la integral impropia f;roo g és convergent, tenim que, per a tot € > 0 existeix
M > a tal que Ufg| < ¢ per a tot x,y > M. Evidentment, podem suposar que M > Mj i,
com que 0 < f(z) < g(x) per a tot = > Moy, | [Y f| < |[g| < e per a tot z,y > M, i per tant
la integral impropia f;roo f és convergent. El mateix raonament demostra el resultat per a les
integrals impropies de segona especie. [ ]

Proposicié 5.5.12 (Variant del criteri de comparacid) Siguin f,g:[a,4+00) — R funcions
integrables a [a, M] per a tot M > a tals que f(x) > 01 g(x) > 0 per a tot x € [a,+00). Aleshores
es compleixen les propietats segiients.

+oo
x
e Si lim M = 01i la integral impropia g és convergent, aleshores la integral impropia
z—+oo g(z) a

—+o0
/ f és convergent.
a

(CL’ —+oo —+oo

e Si lim ——= =L € R\ {0}, aleshores / g és convergent si i només si / f és
2—+o0 g(x) a a
convergent.

~—
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Demostracio. Es dedueix facilment de la Proposicié 5.5.11. Només cal observar els fets segiients.

e Si 1131 Z}cég = 0, aleshores existeix My > a tal que 0 < f(z) < g(x) per a tot © > My.
o Si lir_sr_l fgxi = L € R\ {0}, aleshores L > 0 i, donat ¢ > 0 tal que L — ¢ > 0, existeix
z—+o00 g(x
My > a tal que 0 < (L —e)g(z) < f(z) < (L+¢e)g(z) per a tot x > My. |

Proposicié 5.5.13 (Variant del criteri de comparacié) Siguin f,g: (a,b] — R funcions in-
tegrables a [d,b] per a tot si § € (a,b] tals que f(x) > 01 g(x) > 0 per a tot = € (a,b]. Aleshores
es compleixen les propietats segiients.

f(z)

b
e Si lim ——= = 0 i la integral impropia / g és convergent, aleshores la integral impropia
r—at g(x) a

b
/ f és convergent.
a

b
e Si lim @) =L € R\ {0}, aleshores /

b
g és convergent si i només si f és convergent.
r—rat g(l‘) a a

Demostracié. Totalment analoga a la de la proposicié anterior. [ ]



Capitol 6

Polinomis de Taylor i series de
potencies

6.1 Polinomis de Taylor

6.1.1 Sobre polinomis
Proposicié 6.1.1 Donats un polinomi p de grau més petit o igual que n i un nombre real a € R,
existeixen nombres reals bg, by, ..., b, tals que

p(x) =by+bi(x—a)+ -+ by(z—a).

Demostracid. Sigui p(x) = ap+ a1+ - -+ a,2™ un polinomi de grau com a molt n. Donat a € R,
considerem el polinomi ¢(x) = p(x + a), que té el mateix grau que p. Tenim

g(z)=plz+a)=ar+a(z+a)+---+a,(x+a)" =byg+ bz + -+ bya”
i, per tant, p(z) = g¢(x —a) =bo+bi(z —a) +--- + bp(r —a)™ |

Proposicié 6.1.2 Si dos polinomis de grau com a molt n tenen ordre de contacte superior a n en
un punt a € R, aleshores sén iguals.

Demostracio. Clarament, només cal provar que, si p és un polinomi amb degp < n tal que
lim, ,, p(z)/(x —a)™ = 0 per a algun a € R, aleshores p = 0. Sigui p(z) = by + b1(z — a) +
-+« 4+ bp(x — a)™ un polinomi en aquesta situacié. Aleshores lim,_, p(z)/(z — a)¥ = 0 per a tot
k=0,1,...,n. En particular, p(a) = by = 0 i, en conseqiiencia, lim,_,, p(x)/(x —a) = by = 0 i,
successivament, lim,_,, p(z)/(x — a)¥ = by =0 per a tot k =0,1,...,n. ]

Veiem a continuacié que els coeficients de I’expressié d’un polinomi en poténcies de (x —a) que
es déna a la Proposicié 6.1.1 es poden determinar a partir de les derivades successives del polinomi
al punt a.

Proposicié 6.1.3 Per a qualssevol polinomi p de grau menor o igual que nia € R,

p™(a)
n!

n

(x—a)*>+---+ (x—a)".

n (k) a
p) = 32D = pa) @) — )+ 2

7
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Demostracid. Si p(x) = by + bi(x — a) + --- + by(z — a)™, és obvi que p*)(a) = k!by per a cada
k=0,1,...,n. [ ]

Observaci6 6.1.4 Podem prescindir del grau a l'expressié per als polinomis que hem vist a la
Proposicié 6.1.1. En efecte, per a qualsevol polinomi p i per a tot a € R,

*)(q
o) =3 P e )t (61)

k>0

Aquest sumatori té sentit perqué només un nombre finit de termes sén diferents de 0.

Corollari 6.1.5 Siguin p, ¢ polinomis i a € R. Si p®*(a) = ¢*)(a) per a tot k € N, aleshores
p=gq

Es a dir, un polinomi est determinat pels valors de les seves derivades de qualsevol ordre en un
punt qualsevol. En aquest capitol veurem que aixo es compleix també per a moltes altres funcions.

6.1.2 Teorema de Taylor

En aquest apartat, analitzarem com aproximar localment amb polinomis una funcié donada. Tin-
drem aixi una eina molt potent per trobar valors aproximats de funcions elementals com ’expo-
nencial, el logaritme, el sinus, etc.

Si volem aproximar una funcié f al voltant del punt a € R per una funcié constant, la millor
opci6 és prendre po(x) = f(a). Les funcions f i py tenen ordre de contacte superior a 0 al punt a.
Per la Proposicié 4.3.12, I'inic polinomi de grau com a molt 1 amb ordre de contacte superior
a 1 amb f al voltant del punt a és pi(x) = f(a) + f'(a)(x — a). Observem que pi(a) = f(a) i
pi(a) = f'(a).

Definicié 6.1.6 Siguin I C R un interval obert, a € I, i f : I C R — R una funcié de classe
"1 tal que existeix £ (a). El polinomi de Taylor de grau n de la funcid f al punt a és Iinic
polinomi P, , y de grau menor o igual que n tal que P, , s(a) = f(a) i p® (a) = f*)(a) per a

n,a,f

tot k=1,...,n. Es a dir, el polinomi

n (k) a X " a
Pros@) =3 D@ ) = f0) + f@)@ - a) + 1LY
k=0 ’

2' (x_a)z_‘_..._i_i

Teorema 6.1.7 (Teorema de Taylor, versié basica) Siguin I C R un interval obert, a € I, i
f:IC R — R una funcié de classe C"~! tal que existeix f(™)(a). Aleshores el polinomi de Taylor
P, .¢ és I'inic polinomi de grau menor o igual que n tal que f(z) — P, q,7(z) = o((x — a)™) quan
x tendeix a a.

Demostracid. Posem p(x) = Py, q,r(x) 1 ¢(x) = Pp—1,4,7(z). Hem de provar que

o T@ —p@) @) —aw) M)

r—a (x — a,)" r—a (;U — a)n nl

Ho farem aplicant repetidament la Regla de ’'Hépital. Posem F(x) = f(z)—q(z) i G(z) = (x—a)™.
Observem que, F(a) = 0 i que, per a tot k = 1,...,n — 1, la funci6 F*)(z) és continua en un
entorn de a i

FO(0) = 9(a) — 4 (a) = 0.
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Tenim també que G i les seves derivades de qualsevol ordre també sén funcions continues. Observem
que G(a) =01 que
GO (z)y=nn—-1)---(n—k+1)(x—a)"*

i, per tant, G®(a) = 0si 1 < k < n— 1 mentre G™(a) = n!. A més a més, ¢**~V(z) és una
funcié constant perque ¢ és un polinomi de grau com a molt n — 1. Aix{ doncs, com que
F*(z) fr V(@) — ¢V (2) (@) = [ (a) _ f™(a)

o G D(z) s nl(x — a) =l n!l(x — a) Tl

podem aplicar la Regla de I’'Hopital n — 1 vegades i obtenim

F(z) _ . F @) f(a)
z—a G(x) o :ll—rgz G(”*l)(x) ol

b

com voliem demostrar. La unicitat és una conseqiiencia immediata de la Proposicié 6.1.2. ]

Per tant, en les condicions del Teorema 6.1.7,

f(@) = Poa(2) + Rna f(2)

amb R, o r(x) = o((x —a)™) quan x tendeix a a. A continuacié, veurem diferents expressions per
al residu Ry, o f(x).

Teorema 6.1.8 (Teorema de Taylor, forma integral del residu) Sigui f: I C R — R una

funcié de classe C"*1 a I'interval obert I i sigui P, 4, ¢ el polinomi de Taylor de grau n de la funcié
f al punt a € I. Aleshores, per a tot = € I,

T p(nt1)
Ruvas(2) = f(2) = Poas(z) = / fT!(t)(x—t)” dt.

Demostracio. Farem inducci6 sobre n. Pel Teorema Fonamental del Calcul,

f@)=s@+ [ o
per a tot x € I, i aix0 resol el cas n = 0. Prenem ara n > 0. Per la hipotesi d’induccid,

()

(D) (x—t)""t dt

@) = Prosasle) + [

per a tot « € I. Integrant per parts,

z  p(n) (n) a T f(n+1)
/a (J;_(lt;(x—t)"l dt =1 n!( )(x—a)"+/a fT(t)(fﬂ—t)" dt.

En les condicions del Teorema 6.1.8, per a x > a prenem els valors minim m i maxim M de la
funcié f("+1(t)/n! a l'interval [a, x]. Aleshores,

m/z(x—t)" dtg/xf(n:')(t)(x—t)" dth/z(x—t)" dt
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i, per tant, Ry, 4 (z) = a(z —a)"*1/(n+ 1) per a algun a € [m, M]. Com que f**Y és continua,
existeix € € (a,z) tal que f"+1(€)/n! = a, i obtenim
FOE) (= ayt _ f0(e)

Rpap(z) = nl n+l  (n+1) (z—a)™"!

per a algun £ € (a,z). Obtenim un resultat andleg si x < a. Aquesta és la forma de Lagrange
del residu. Demostrem a continuacié que aquesta expressié per al residu es pot obtenir en unes
condicions lleugerament més febles que les del Teorema 6.1.8. Concretament, no és necessari
suposar que f("*t1 és continua.

Teorema 6.1.9 (Teorema de Taylor, forma de Lagrange del residu) Sigui f una funcié de-
rivable n 41 vegades en un interval obert I C R i considerem P, , ¢, el polinomi de Taylor de grau
n de la funcié f al punt a € I. Aleshores, per a tot « € I,

(n+1)
Ry ap(x)=f(x) = Py rlx) = m(l« —a)"t!

per a cert valor ¢ de linterval (z,a) o de U'interval (a, z), segons el cas.

Demostracio. Ho provarem per al cas x > a, essent la prova de l'altre cas analoga, Prenem les
funcions R(x) = f(z) — Pna,f(z) i G(z) = (z — a)"!. Clarament podem aplicar el Teorema de
Cauchy a aquestes funcions a l'interval [a, z]. Tenim doncs que existeix un valor & € (a,x) tal que

R(z) _ R(z) - R(a) _ R'(&)

G(z)  G(z) = Gla)  G'(&)

Si apliquem ara una altra vegada el mateix resultat a l'interval [a,&;], veilem que ha d’existir
&2 € (a,&1) C (a, ) tal que

Si repetim el procés, obtenim que

R(z) _ R"D(g)

G(z) — GOHD(g)

per a algiin ¢ € (a,z). Donat que la derivada (n+1)-esima del polinomi P, ,  és nulla, R+ (¢) =
FOHDE). A més a més, G (€) = (n 4 1)!. Per tant

Rx) _ f"(g)

G(z) (n+ 1)
d’on es dedueix que
e
com voliem demostrar. [ |

6.1.3 Polinomis de Taylor d’algunes funcions

Proposicié 6.1.10 Si p és un polinomi de grau menor o igual que n, aleshores p = P, ,, per a
tot a € R.
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Demostracio. Conseqiiencia immediata de la Proposicié 6.1.3. ]

Proposicié 6.1.11 Siguin f,g: I C R — R dues funcions de classe C" en un interval obert I.
Considerem els polinomis de Taylor p = P, 4.t 1 ¢ = Pp 4,4, 00 a € I. Aleshores,

1. Ppaafiug = AP + pg per a tot A, u € R.

2. Pn—l,a,f’ :p/.

3. Si F és una funcié tal que F' = f en I, i P és I'dnic polinomi amb P’ = p i P(a) = 0,
aleshores P,y1.q.r = F(a)+ P.

4. Ppa,fg = (PQ) jn—truncat, ¢s a dir, el polinomi format pels termes del polinomi pg amb
potencies de (x — a) de grau menor o igual que n.

5. Py, for = (por) |n—truncat, o0 r €és un polinomi sense terme independent.

Demostracié. Les tres primeres propietats, i també la cinquena, es dedueixen de la definicié
del polinomi de Taylor, que esta determinat pel fet que les seves derivades i les de la funcio
coincideixen fins a l'ordre que correspongui. La quarta propietat es dedueix del resultat d’unicitat
del Teorema 6.1.7. ]

Les demostracions de les dues proposicions segiients sén elementals a partir del comportament
de les derivades d’ordre arbitrari de les funcions involucrades.

Proposicié 6.1.12 Es donen a continuacié els polinomis de Taylor d’algunes funcions en a = 0.

"ok 22 23 2"
. nyo,CXp(fﬂ):Zk,—1+x+—+§+ o+
n :L,Qk ZCQ $4 1'2”
® P0.cosh(T) = Z @] =14 o + bl 4ot ool
k=0
n 2kt 3 25 220+l
Pn sin - = J— -
® Pns1,0,sinn (%) 2 k1) Tttt et
- 2k 2 4 2n
= e T n 2
° P2n0co<( )—Z( 1) (2]{:)' 1 21 —+ 1 + +( 1) (Qn)'
k=0
22kt T p2ntl
Pn sm = — — — My [
B 2_: St et )

Proposicié 6.1.13 Aquest resultat es pot considerar com una generalitzacié de la Férmula del
Binomi de Newton. Per a tot r € R, el polinomi de Taylor de grau n de la funcié f(z) = (1 + )"
al punt a =0 és

Pn,o,f(x)zz::< . )Jck:1+7“x+<;>x2+(g)x3+...+<;>xn,

o ( ' ) =D =2 —k+1)
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La proposicio segiient es demostra a partir de les Proposicions 6.1.11 i 6.1.13.

Proposicié 6.1.14 Es donen els polinomis de Taylor en a = 0 d’algunes funcions.

1 n
o i f(x) = 7 aleshores Py o.5(x) = S (-DFaf =1—z+a? -2+ 4 (-1)"a".
k=0
n k 1»’5 1,2 .TB 11'”
e Si f(x) =log(1+x), aleshores P, o f(x Z *I*7+7+ H(=D)" n
k=1
n x2k+1 3 .’175 :L,Q’n“rl
P rctan = -1 ¥ =L S o -b"
® [9n41,0,arcta (x) ;( ) 2% + 1 x 3 + + +( 2n+1
1 — DI o
L4 P2n+1,0,arcsm =z + Z:l 2% + ]_ )l . -
L1 113 1 1-3:5---(2n—1) 5,4,
—£C+3 2 +5 24 + +2n_|_1 2-4-6---(2n) * '

6.1.4 Aplicacions

L’aplicacié més evident del Teorema de Taylor és el calcul aproximat del valor de funcions. Com a
exemple, veurem com trobar aproximacions a valors de la funcié exponencial. Suposem que volem
calcular e'/2 amb un error més petit que 1076, Per a cada n, prenem p,, = Py.0,exp; €l polinomi de
Taylor de grau n de la funcié exponencial al punt a = 0. Pel Teorema 6.1.9 i la Proposicié 6.1.12,
per a tot natural n existeix £ € (0,1/2) tal que

1 1 1 1 1 et 1

1
12 _ _ i+, 11 11 .
" =pn(1/2) + Rnoexp(1/2) = 1+2+2' ettt Ty

Com que e < 3, tenim que ¢ < e'/2 < /3 < 2. Per tant, 'error que comes en aproximar el valor

de €'/? per p,(1/2) és menor que
1

2n(n+ 1)1
El menor natural que fa aquesta fita menor que 1076 és n = 7. Per tant

pr(1/2) = 1+ + = 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1—1648721
o 2 2! 02 T 31793 T4 24 T 595 gl 96 o7 T

aproxima e'/2 amb l'error demanat.

Una altra aplicacié del Teorema de Taylor és I'estudi local de funcions. En particular, ens
permet determinar el caracter dels punts singulars d’una funcié sempre que alguna derivada d’ordre
superior sigui no nulla en aquell punt.

Proposicié 6.1.15 Siguin I C R un interval obert, a € I, i una funcié f € C*~(I) tal que

f(a) = -+ = f®D(a) = 0 i existeix " (a) # 0. Sigui 7(z) = Ppq r(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

Aleshores es compleixen les propietats segiients.

e Sin és parell i f(M(a) > 0 (respectivament, f(™(a) < 0), aleshores existeix § > 0 tal que
f(z) > r(x) (respectivament, f(x) < r(z)) per a tot x € (a — d,a + ) \ {a}.

e Sin és senar, aleshores a és un punt d’inflexi6 de f.
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Demostracio. Pel Teorema 6.1.7,

f"(a)

n!

flz) =r(z) + (x —a)" + Ru(2)

on R, (z) = o((x —a)™) quan z tendeix a a. Per tant, existeix § > 0 tal que

f"(a)

n!

R, (x)
(x—a)"

< ‘

si 0 < |z —a| < 4. Per tant

) (g
1) gy

R < |2

per a tot « € (a—d,a+ )~ {a}. Suposem que n és parell i, per tant, (z —a)” > 0. Si f(™(a) > 0,
aleshores
_ ™)

n!

f(@) —r(z)

per a tot x € (a — d,a + &) \ {a}. Igualment, f(x) — r(xz) < 0 per a tot € (a — d,a + J) \ {a}
si f("(a) < 0. Sin és senar, aleshores (z —a)” < 0siz <ai(zx—a)”>0siz>aitenim que
f(z) — r(x) canvia de signe al punt a. n

(x —a)" + Ry(z) >0

Proposicié 6.1.16 Siguin I C R un interval obert, a € I, i f : I C R — R una funcié de classe
"' tal que f'(a) = f"(a) = --- = f""V(a) = 0 i existeix ) (a) # 0. Aleshores es compleixen
les propietats segiients.

e f té un minim relatiu al punt a si n és parell i f(a) > 0,
e f té un maxim relatiu al punt a si n és parell i f(™(a) <0,
e f no té cap extrem relatiu al punt a si n és senar.

Demostracio. Immediata a partir de la Proposicié 6.1.15. [ ]

Observacié 6.1.17 Hi ha algunes situacions en que el ];olinomi de Taylor no és de gran utilitat.
Aquest és el cas de la funci6 definida per f(z) = e /% si 2z # 01 f(0) = 0. Aquesta funcié és
idefinidament derivable i les derivades de qualsevol ordre s’anullen en a = 0. Per tant, el polinomi
de Taylor de qualsevol grau en aquest punt és nul.

6.2 Series numeriques

6.2.1 Convergencia i convergencia absoluta

Definicié 6.2.1 Sigui (a,) una successié de nombres reals. Considerem (s,,) la successié definida
per s, = Y ._oak per a tot n > 0. Escriurem ). ., a, per denotar la successi6 (s,) i i direm
que és la série numérica amb successid de termes (ay,). En aquesta situaci6é direm que (s,) és la
successio de sumes parcials de la serie ano G

Observacié 6.2.2 Qualsevol successié (b,) de nombres reals es pot expressar com una série:
només cal prendre Y - a, amb a, = b, — bp_1.
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Definici6 6.2.3 Direm que la serie ano an és convergent si la successié (s,) de sumes parcials
és convergent. En aquest cas, el limit d’aquesta successio, S = lim s,,, s’anomena suma de la serie
C o -

is'escriu S =37, 5 an.

Observaci6 6.2.4 Sila serie ano an és convergent, aleshores lim a,, = 0. La implicacio reciproca
és falsa en general.

Demostracid. Sigui (s, ) la successié de sumes parcials de la serie ), < a,. Sila serie és convergent,
aleshores la successié (s,) és convergent. Com que a, = s, — S,—1 per a tot n > 1, tenim que
lima, = 0.

Mostrem a continuacié un exemple d’una serie ), -, a, no convergent amb lima, = 0. Con-

. 1. . . .
cretament, prenem la serie E — i considerem (s,,) la seva successié de sumes parcials. Aleshores,

n>1
sin =2k,
TULIY (P VY B (P L)
S — — — — — e — — e JE— e S — e _
" 2 \3 4 5 8 9 16 2k=1 41 2k ) =
1 1 1 1 1 k+1
>14+-42-44- 48— - F2M 1>
> 1+ 5 + 1 + 3 + 16 + + ok = g
Per tant, la successié (s,) té una subsuccessié (sp,) amb limy s, = +o0o. Com que la successi6
(sn) és monotona creixent, aixo implica que lim s,, = +0c0. [ |

Proposicié 6.2.5 Siguin > . a, i Y., ~qbn dues series convergents amb suma S i T respecti-
vament. Aleshores, per a qualssevol constants A, € R, la serie >, < (Aayn + pby) és convergent
amb suma \S + uT. B

Demostracid. Si (sy) 1 (tn) son les successions de sumes parcials de les series Y <o an i, 5( bn,
aleshores (As, + puty) és la successié de sumes parcials de la serie ) - (Aay + pby). |

Proposici6 6.2.6 La serie ano r™, que s’anomena série geometrica de rad r, és convergent si i
només si |r| < 1. En aquest cas, ) o7 =1/(1 —r).

Demostracid. Sigui (sy) la successié de sumes parcials de la serie ) ™. Sir = 1, aleshores
Sn =n + 11 la série no és convergent. Si r # 1, tenim que

rrtl 1
Sp=14r+r’4 "=
r—1
Per tant, si |r| < 1, la successié (s;,) és convergent amb limit 1/(1 —r). Sir=—10bé |r| > 1, la
successié (sy,) no és convergent. |

Proposicié 6.2.7 Laserie ), - a, és convergent si i només si la successié de sumes parcials (s,)
és de Cauchy, és a dir, si i només si

e per a tot € > 0, existeix ng € N tal que |Sy4m —Sn| = |ant1+- -+ antm| < € per a qualssevol
n>ngim>0.

Demostracid. La successié (s,,) és convergent si i només si és una successié de Cauchy. [ |

Definici6 6.2.8 Direm que la serie >, -, a, és absolutament convergent si la serie ), - |a,| és
convergent.
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Proposicié 6.2.9 Tota serie absolutament convergent és convergent. El reciproc d’aquesta afir-
macié és fals en general.

Demostracid. Si)_, < |an| és convergent, per la Proposicié 6.2.7,

e per a tot € > 0, existeix ng € N tal que |ap+1| + -+ + |antm| < € per a qualssevol n > ng i
m > 0.

Com que |ant1 + -+ angm| < ans1]| + -+ + |@nym], tenim que la serie ) - a, és convergent.

1

Demostrarem més endavant (Proposicié 6.2.22) que la série Z On = Z(—l)”f és convergent,
n>1 n>1 n

i hem vist a I’Observacié 6.2.4 que la serie ), -, |a,| no és convergent. |

6.2.2 Series de termes no negatius i series alternades

Observacié 6.2.10 Si ano an, és una serie de termes no negatius, és a dir, si a, > 0 per a
tot n > 0, aleshores la successié de sumes parcials (s,) és monotona creixent. Per tant, o bé
lims, = S € R (la série és convergent), o bé lim s, = +00 (la série és divergent).

Observacié 6.2.11 Sigui ), ., a, una serie de termes no negatius. Aleshores, com que la suc-
cessio (s,) de sumes parcials és monotona creixent, tenim que la serie ) - a, és convergent si i
només si la successié de les seves sumes parcials és fitada superiorment.

Proposicié 6.2.12 (Criteri de comparacid) Siguin ) - a, i Y, b, dues series tals que
existeix ng € N amb 0 < a,, < b,, per a tot n > ng. Aleshores En>0 an és convergent si Zn>0 by,
és convergent.

Demostracid. Siguin (sy,) 1 (t,) les successions de sumes parcials de les series > o an 132,50,
respectivament. Suposem que la serie ) b, és convergent, és a dir, que la successié (t,) és
fitada superiorment. Aleshores, per a tot n > ng,

n n
Sp = Spo—1 1 Z ap < Sng—1 + Z by =t, — tng—1 + Sng—1-

k=ng k=ng

Aix{ doncs, la successié (s, ) també és fitada superiorment i, per tant, la serie ano an és conver-
gent. |

Proposicié 6.2.13 (Variant del criteri de comparacid) Siguin ), -, a, 1), bn dues series
de termes no negatius. Suposem que b, > 0 per a tot n € N. - B

) . Ny . <. .
e Silim 5= 0 i la serie ) n>0 by, és convergent, aleshores la seérie ) n>0 0n €8 convergent.
n

a

e Silim b—” = L € R\{0}, aleshores }, - b, és convergent siinoméssi}_, -, an és convergent.
n

Demostracié. Podem aplicar la Proposicié 6.2.12. En efecte, si lima,, /b, = 0, aleshores existeix

ng € N tal que 0 < a,, < b, per a tot n > ng. Silima,/b, = L € R — {0}, prenem ¢ > 0 amb

L — e > 01 tenim que existeix ng € N tal que (L — €)b, < a, < (L + €)b,, per a tot n > ng. |

Proposicié 6.2.14 (Criteri de la integral) Sigui f:[ng,+o0) — R, on ng € N, una funcié
monotona decreixent tal que f(x) > 0 per a tot € [ng,+00). Sigui >, -, a, una serie tal que
a, = f(n) per a tot n > ng. Aleshores, la serie > ., a, és convergent si i només si la integral

. N “+o0 p
impropia f"o f és convergent.
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Demostracio. Per a cada n > ng, considerem I,, = f;: f. Laintegral impropia f;oo f és convergent
si 1 només si la successié (I,,) és convergent. Aixd és conseqiiencia del fet que I, < j:o f<I
per a tot n > ng i per a tot « € [n,n + 1]. Com que (I,,) és monodtona creixent, aquesta successié
és convergent si i només si és fitada superiorment. Per ser f monotona decreixent, tenim que
ant1 = f(n+1) < :—H f < f(n) = ay, per a tot n > ng. Aix{ doncs, per a tot n > nyg,

n—1 n—1 k+1 n n—1
Soan<y [ 1= 12 Ya
no

k}:’l’Lg k:’ﬂo k:’l’bo
Per tant, si (s,) és la successi6 de sumes parcials de la serie -, - an,
Sn — Sno S In S Sp—1 — Sno—l

per a tot n > ng. En conseqiiéncia, la successié (s,,) és fitada superiorment si i només si la successié
(I,) és fitada superiorment. ]

. 1 - . . .
Proposicié 6.2.15 La serie E — €8 convergent si i només si &« > 1. Les series d’aquest tipus
n>1
s’anomenen séries harmoniques.

Demostracid. Apliquem el Criteri de la Integral (Proposici6 6.2.14) i el fet que la integral impropia

+oo
/ — dx és convergent si i només si a > 1 (Proposicié 5.5.4). ]
1 X

Proposicié 6.2.16 (Criteri de Prinsheim) Sigui ), ., a, una serie de termes no negatius.

e Si existeixen a > 1, K € R ing € N tals que n%, < K per a tot n > ng, aleshores la
serie > o, an és convergent. En particular, la serie és convergent si existeix o > 1 tal que
limn%a, =L €R

e Si existeixen @ < 1, K > 01i ng € N tals que n%a,, > K per a tot n > ng, aleshores la
serie Y -, an és divergent. En particular, la serie és convergent si existeix o > 1 tal que
limn®a, = L > 0 o bé limn“a, = co.

Demostracié. En els dos casos, s’apliquen les Proposicions 6.2.12 i 6.2.15. Concretament, compa-
rem la serie donada amb series del tipus ), <, (K/n®). ]

Proposicié 6.2.17 (Criteri de Cauchy o de l’arrel) Siguin ) ., a, una serie de termes no
negatius i L = limsup /a,, € RU {+00}. Aleshores, B

o si L <1,laserie ) . an és convergent, i
e si L >1,laserie ) ., an és divergent.

Demostracié. Suposem que L < 11isigui r € R amb L < r < 1. Aleshores existeix nyg € N tal
que /a,, <7 per a tot n > ng. Per tant, a, < r" per a tot n > no. Com que la serie Zn>0 r™ és
convergent, tenim per la Proposicié 6.2.12 que la serie ), . a, és convergent.

Si, en canvi, L > 1, podem prendre r € R amb 1 < r < L i tenim que Yan, > r, i per tant
an > 1™ > 1, per a infinits valors de n. Per tant, la successi6 (a,) no tendeix a 0 i, en conseqiiéncia,
la serie Y -, an és divergent. |
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Proposicié 6.2.18 (Criteri d’Alembert o del quocient) Sigui ), -, a, una serie de termes
Intl ¢ RU {+00} i també Ly = liminf 2% € R U {+oo}.

n an

positius. Considerem L; = limsup
Aleshores,
e si [ <1, la serie ano an és convergent, i
e si Ly > 1, la serie ano a, és divergent.

Demostracio. Si L1 < 1, prenem r € R amb Ly < r < 11 tenim que existeix ng € N tal que
Unt1/an < T per a tot n > ng. Aixi doncs,

Untl _ On
Tn+1 rn

per a tot n > ng. Aixo implica que
An _ Gng

TTL r’n,()
per a tot n > ng. Com que la serie > -, (K/r™) és convergent, tenim per la Proposicié 6.2.12 que
la serie ) - an és convergent.
En el cas que Ly > 1, podem prendre r € R amb 1 < r < Ly i tindrem que existeix ng € N tal
que any1/a, > T per a tot n > ng. En particular, a,y1 > a, per a tot n > ng i aixo implica que
la successié (a,) no pot tenir limit 0 i, per tant, la serie ano a, és divergent. |

Observacié 6.2.19 En particular, podem aplicar els criteris anteriors si existeix (i podem cal-

a
cular) algun dels limits lim —L o lim Y/a,. Si algun d’aquests limits és igual a 1, el criteri

27

. . . . . . An+41
corresponent no decideix. Recordeu que, si existeix lim

, aleshores també existeix lim /a,, i

n
té el mateix valor. Per tant, si el criteri del quocient no decideix, tampoc decidira el criteri de
Parrel.

Proposicié 6.2.20 (Criteri de Raabe) Sigui ), .,a, una serie de termes positius tal que

..a . . . el 1. a
lim =" — 1 i existeix el lfmit limn (1 — nﬂ) = L. Aleshores
an Qn,
e Si L >1,laserie ) -, ay, é convergent.
e Si L <1, laserie ) -, an és divergent.

Demostracié. Suposem que L > 11 prenem r > 0 tal que 1 < 1417 < L. Aleshores existeix ng € N

tal que
n(lanH> >147r
Gy

i, per tant, (n — 1)a, — na,41 > ra, per a tot n > ng. En conseqiiéncia, si (s,) és la successié de
sumes parcials de >~ < an,

TSp = TSng—1 + Z rag < TSpy—1 + Z ((k = Dag — kak+1) = r8ng—1 + (no — )an, — nan41

k:no k:no

i obtenim que la successi6 (s,,) és fitada superiorment.

Suposem ara que L < 1. En aquest cas existeix ng € N tal que n(1 — a,+1/a,) < 1 per a tot
Ap+1

an
> — per a tot n > ng.
bn+1 bn

Aixo implica que existeix K > 0 tal que a,, > Kb,, sempre que n > ny. Com que la série >~ -, by

és divergent, tenim que la serie ) ., a, és divergent. ]

n > ng. Per a cada n > 2, prenem b,, = 1/(n — 1). Tenim doncs que
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Definicié 6.2.21 Una série alternada és una serie de la forma ) - ,(—=1)"ay, on a, > 0 per a
tot n € N. B

Proposicié 6.2.22 (Criteri de Leibniz per a seéries alternades) Sigui ) .,(—1)"a, una
serie alternada tal que la successié (a,) és monotona decreixent i lima, = 0. Aleshores la serie
alternada )~ - ,(—1)"a, és convergent.

Demostracid. De la successié (s,,) de sumes parcials en prenem dues subsuccessions: (say,), formada
pels termes amb index parell, i (s2,+1), la que formen els termes amb index senar. Observem que
S2(nt1) = S2n — A2p-1 t Q2n42 Com que la successié (a,) és monotona decreixent, tenim que
So(n+1) < Son per a tot n € N, és a dir, la subsuccessié (s2,) és monotona decreixent. També,
S2(n41)+1 = S2n+1 t G2nt2 — A2n43 = S2n41, 1 per tant la subsuccessio (S2n+1) és monotona
creixent. A més a més, Sapt1 = San — Gont1 < So, per a tot n € N. Aixi doncs, Sap, > S2n41 > S1,
i per tant la subsuccessié (so,) és fitada inferiorment. Com hem vist abans que és decreixent,
existeix lim s9,, = Sp. Analogament, la subsuccessi6é (s2,+1) és creixent i fitada superiorment i
existeix doncs lim 9,11 = S7. Finalment, com que s9,,41 = S2, — G241 1 lima, = 0, tenim que
So = lim 89, = lim 82,41 = S1. Aix0 implica que la successié (s,) de sumes parcials és convergent
amb thn:S:S()Zsl. n

Observacié 6.2.23 Sigui ), ,(—1)"a, una serie alternada tal que la successié (a,) és monotona
decreixent i lim a,, = 0. Per la Proposicié 6.2.22, sabem que aquesta séria és convergent. A més a
més, si (s,) és la successié de sumes parcials i S = lim s,, és la suma de la serie, es compleix que
|S — sn| < ans1 per atot n € N. Es a dir, l’error que es comet en aproximar la suma per la suma
parcial n-ésima és menor o igual que el valor absolut del primer terme menyspreat.

Demostracié. Suposem que n és parell, és a dir, n = 2k. A partir de la demostracié de la
Proposici6 6.2.22, tenim que sopt1 < S < sox. Aix{ doncs, |S — sp,| = |S — s2r| < [S2k — Sop+1| =
G9k+1 = Gp41. Sin és senar, el resultat es demostra analogament. [ |

6.3 Series de potencies

6.3.1 Radi de convergencia

Definicié 6.3.1 Una série de poténcies és una expressié del tipus ano anx™, on (a,) és una
successié de nombres reals.

Observaci6 6.3.2 Observem que, per a cada valor de x € R, obtenim una seérie numerica. Si
D C R és el conjunt dels valors = € R tals que la série numerica ) - an,x™ és convergent, podem
definir una funcié f : D — R, on f(z) és la suma de la serie ) ., ana".

Teorema 6.3.3 Sigui ), ., a,z" una serie de poténcies i prenem ~ = limsup {/|a,| U {+00}.
Aleshores -

1. Siy =0, la serie de potencies ), ., a,z™ és absolutament convergent per a tot z € R.

2. 8i 0 < v < 400, la serie de potencies ), ., anz™ és absolutament convergent si || < 1/ i
no és convergent si |z| > 1/7.

3. Si vy = +o00, aleshores la serie de potencies ), . a,x™ no és convergent per a tot x # 0.
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Demostracid. Per a cada valor fixat de z, aplicarem el Criteri de Cauchy (Proposicié 6.2.17) a la
serie de termes positius ), - |anaz™|. Per fer-ho, hem de considerar

L(z) = limsup V/|a,z”| = |z|limsup {/|a,| = |z| 7.
Amb aix0 podem discutir el comportament de la série >, - |an2"| en funcié dels valors de 7.

1. Siy =0, tenim que L(z) = 0 < 1 per a tot € R. Per tant, la serie > -, |a,z"| és
convergent per a tot x € R. B

2. Si0 < 7y < +o00, aleshores la serie ), - |a,x™| és convergent si || < 1/7, mentre és divergent
si |z > 1/~. Hem vist doncs que la série Y-, -, ana™ és absolutament convergent si |z < 1/
i no és absolutament convergent si |z| > 1/v. Ens falta veure que, si |z| > 1/, la série no
és convergent. Prenem r € R amb 1/v <r < |z|. com que 1/r < =, tenim que ¥/|a,| > 1/r
per a infinits valors de n i, per tant,

n
lanx™| > <|x|> >1
r

per a infinits valors de n. En conseqiiéncia, lim a,x™ # 0 i la serie ano anx™ no és conver-
gent.

3. Si v = +o0, aleshores L(x) = +o0o per a tot & # 0. Per tant, la serie > - |a,a™| és
divergent per a tot x # 0. Amb un raonament semblant al del cas anterior, veiem que la
serie ) -, anx™ no és convergent si x # 0.

an+1

Observacié 6.3.4 Si existeix lim € R1 U {+00}, aleshores també existeix lim {/|a,| i té

n
an+1
Qn

el mateix valor. Per tant, en aquest cas, v = lim

Definici6 6.3.5 Sigui >, -, a,2" una série de poténcies i sigui v = limsup {/|a,| € RT U{+o0}.
Definim el radi de convergéncia p de la serie de poténcies EnZO anx™ com:
0 siy = +o00
p=< 1/v si0<~vy<+o0
400 siy=0
Observeu que p € RT U {400}.

Observacié 6.3.6 Si p és el radi de convergencia de la serie de potencies ) -, a,z™, la funcié
f(x) =3",>0anx™ esta definida per a tot = € (—p, p). N

6.3.2 Funcions definides per series de poténcies

Definicié 6.3.7 Siguin I C R un interval i f: I — R una funcié. Per a cada n € N, prenem una
funcié f,: I — R, és a dir, prenem la successid de funcions (f,) en I. Direm que la successi6 de
funcions (f,,) és uniformement convergent en U'interval I amb limit la funcié f si

e Per a tot € > 0, existeix ng € N tal que |f(z) — fn(z)| < € per a qualssevol n > ng iz € I.

Observacié 6.3.8 Si la la successié de funcions (f,,) convergeix uniformement cap a la funcié f
en U'interval I, tenim en particular que, per a tot z¢ € I, la successié de nombres reals (fy,(zo)) és
convergent amb limit f(zg). Es a dir, lim f,(x0) = f(xo) per a tot zo € I.
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Proposicié 6.3.9 Sigui (f,,) una successié de funcions en Uinterval I. Aleshores la successié (f,)
convergeix uniformement en I cap a alguna funcié f: I — R si i només si

e Per a tot € > 0, existeix ng € N tal que |f(x) — fn(x)] < € per a qualssevol m,n > ng i
xz el

Demostracid: Suposem (f,) és uniformement convergent amb limit f. Aleshores, per a cada € > 0,
existeix ng € N tal que |f(z) — fn(z)| < €/2 per a tot n > ng i per a tot x € I. Per tant, per a tot
m,n > ng iper atotx el

[fm (@) = fu(@)] < [fin(2) = f(2)] + [f(2) = ful2)] <e

Provem ara la implicacié reciproca. Per a cada z € I, la successié de nombres reals (f,(x)) és
de Cauchy i, per tant, convergent. Aix{ doncs, podem prendre f(z) = lim,, f,,(z) € R i hem definit
aix{ una funcié f:I — R. Per a cada € > 0, existeix ng € N tal que |f,(x) — fm ()| < € per a tot
x € I sempre que n > m > ng. Per tant, per a cada z € I,

|f(x)4’fm(m”::12n|ﬂxx)4’fm(x)‘Sf
si m > mg. Aixd implica que la successié (f,) convergeix uniformement cap a f en Uinterval I. H

Teorema 6.3.10 Sigui ), ., a,z" una serie de potencies amb radi de convergencia p > 0. Con-
siderem la funcié f:(—p, p) — R definida per f(z) = >, <, anz™ i, per a cada n € N, la funcié
fn:(=p,p) = R definida per f,(z) = >} _,arz®. Aleshores, per a tot r € R amb 0 < r < p, la
successié de funcions (f,,) és uniformement convergent en 'interval [—r, 7] amb limit f.

Demostracid. Prenem r1 € R amb r < < p. Aleshores existeix nq; € N tal que ¥/|a,| < 1/m
per a tot n > ny i tenim doncs que |a,||x™| < (r/r1)™ per a tot n > ny i per a tot x € [—r,r]. Com
que r < 71, la serie ) o (r/r1)™ és convergent. Per la Proposicié 6.2.7, per a tot € > 0 existeix
ng € N, del que podem suposar que ng > ny, tal que per a tot n > ng i per a tot m > 1,

n+m k
T

E <> < €.
r

k=n-+1 1

Per tant, per a tot « € [—r,r],

n+m n+m n+m k
k k r
S aat < Y et < Y <> <
k=n-+1 k=n-+1 k=n+1 1
i, en conseqiiéncia,
n+m
@) = fa@) =lm | 37 o] < e
k=n+1
per a tot n > ng. [ |

Teorema 6.3.11 Sigui (f,) una successié de funcions que convergeix uniformement cap a una
funcié f en l'interval I C R. Aleshores, si les funcions f, sén continues en I, també és continua
en I la funci6 f.

Demostracid. Sigui a € I. Per a tot € > 0, existeix ng € N tal que |f(z) — fn(z)| < €/3 per a tot
n > mno iper atot x € I. Com que f,, és continua, existeix & > 0 tal que |fn,(a) — fn,(2)] < €/3
sempre que |a — x| < §. Per tant, si |[a — x| < §,

[f(a) = F(@)] < [f(a) = fuo(@)| + | fno (@) = fo (2)] + | fno () — f(2)] <.

Tenim doncs que f és continua en a per a tot a € I. [ ]
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Teorema 6.3.12 Sigui ) ., a,2" una serie de poténcies amb radi de convergencia p > 0. Ales-
hores, la funcié f:(—p,p) — R definida per f(z) = 3, 5, a,z™ és continua en (—p, p).

Demostracid. Posem fn(z) = > _;_,arz® per a tot n € N. Sigui a € (—p, p) i sigui 7 € R amb
la] < r < p. Pel Teorema 6.3.10, la successié de funcions (f,,) convergeix uniformement cap a la
funcié f en linterval [—r,r]. Com que les funcions f,, sén continues, tenim pel Teorema 6.3.11 que
la funcié f és continua en [—r,7]. Aixi doncs, f és continua en a per a tot a € (—p, p). ]

Lema 6.3.13 Les series de potencies apx” 1 na,z" 1 tenen el mateix radi de con-
n>0 n>1
vergencia.

Demostracid. Sigui v = limsup {/|a,| Com que lim "~Yn = 1, tenim que limsup "~/|na,| = v
i, per tant, el radi de convergencia de la série de potencies -, nan,x™ 1 és el mateix que el de

D on>0 AnT™ ]

Teorema 6.3.14 Sigui ), ., a,z"™ una serie de poténcies amb radi de convergencia p > 0. Ales-
hores, la funcié f : (—p,p) — R definida per f(z) = >, 5o anz™ és derivable en (—p,p) i

f'(@) = 3z nana" "

Demostracié. Posem com abans f,(z) = Y _,apz" per a tot n € N. Pel Lema 6.3.13, podem
considerar la funci6 h: (—p, p) — R definida per h(z) = Y, -, na,z™'. Si per a cada n € N

prenem h,(x) = > ,_, kayz®~!, tenim clarament que h,, = f}. Considerem a € (—p, p) i prenem
r € R amb |a| <r < p. Per a cada n € N, definim la funcié

fn(x) = fn(a)

() = pr— six #a
fi(a) siz—a
Prenem també la funcié
f(@) = fla) .
() = T a sixz#a
h(a) siz=ua

Per I’Observaci6 6.3.8, per a cada punt € [—r,r] amb x # a, tenim que

A més a més, lim,, g, (a) = lim, f/ (a) = lim, h,(a) = h(a) = g(a). Pel Teorema 6.3.10, la successié
(hn) és uniformement convergent cap a h en linterval [—r,r]. Per tant, per la Proposicié 6.3.9,
per a cada € > 0, existeix ng € N tal que |h,(z) — hy(x)| < € per a tot m,n > ng i per a tot
x € [-r,r]. Per atot x € [-r,7]\ {a} i per a qualssevol m,n > ng, pel Teorema del Valor Mig
(Teorema 4.2.5) aplicat a la funcié f,, — fy,, existeix un punt £ entre z i a tal que

(fn — fm)(‘r) — (fn — fm)(a’)

r—a

(gn — gm)(z) =
i, per tant,

lgn () = gm ()] = |hn(§) — hm(§)| < e.

Igualment,
|gn(a) = gm(a)| = |hn(a) = him(a)| <e.
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Aixi doncs, per la Proposicié 6.3.9, la successié de funcions (g,) és uniformement convergent
en [—r,r]. Com que hem vist que lim,, g,(z) = g(z) per a tot « € [—r,7], la funcié g és el limit
uniforme de la successié de funcions (g,). Com que les funcions g, sén continues, tenim pel
Teorema 6.3.11 que la funcié g és continua. En conseqiiéncia,

_f@) = fla) _ _
iljg T a—a ilg}lg(a:) = g(a) = h(a),
i per tant f és derivable en l'interval (—p, p) i f' = h. [

Corollari 6.3.15 Sigui ) ., a,z™ una serie de poténcies amb radi de convergencia p > 0. Ales-
hores, la funcié f : (—p,p) — R definida per f(z) = >, -, anaz™ és indefinidament derivable en
(_pa p) i
f® () = Z nn—1)---(n—k+ Dayz"*.
n>k
En conseqiiencia,
Fm(0)

n!

a, =
Per a tot n > 0.

Observacié 6.3.16 Sigui ), .,a,2z" una serie de poténcies amb radi de convergencia p > 0.
Aleshores la serie -, -, an(z — )" és absolutament convergent per a tot z € (¢ — p,c+ p). Per
tant, tenim una funcié f : (¢c—p,c+p) — R definida per f(z) = > . an(x —c)". Les propietats
que hem vist en aquest apartat per a les funcions del tipus f(z) = 2n>0 anx™ son valides també
per a les funcions de la forma f(z) =Y, <, an(z — ¢)". En particular,

7

n!

(79}
Per a tot n > 0.

Observaci6 6.3.17 A partir del Corollari 6.3.15 i I’Observaci6 6.3.16, veiem que els coeficients
dels polinomis de Taylor al punt ¢ de la funcié f(z) = >, -, an(x—c)" coicideixen amb el coeficients
a, de la serie de potencies que la defineix. Per tant, podem considerar la serie de potencies com el
limit dels polinomis de Taylor. Tenim doncs

() (¢
fay =S LD o (62)

n.
n>0

per atot x € (c—p,c+p), on p és el radi de convergencia de la série de potencies. Hem generalitzat
aix{ la igualtat (6.1), que és valida per a funcions polinomiques, a funcions que estan definides per
una serie de potencies.

Observacié 6.3.18 Laigualtat (6.2) és valida només per a funcions definides per series de poténcies.
Hi ha funcions indefinidament derivables que no estan en aquesta situacié. La funcié definida per
flz) =e V" siz £ 01 f(0) = 0 n’és un exemple. Com deiem a I’Observaci6 6.1.17, aquesta funcié
és indefinidament derivable a R i f(™(0) = 0 per a tot n € N. Es obvi doncs que la igualtat (6.2)
no se satisfa per a aquesta funcié quan ¢ = 0.

Veurem a continuacié alguns exemples de funcions definides per series de poténcies. En parti-
cular, la funcié exponencial i les funcions trigonometriques.
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Proposicié 6.3.19 La funcié exponencial és una funcié definida per una serie de potencies. Con-

cretament,
n

- x
e’ =expr = E —
n!

n>0

per a tot z € R.

Demostracié. Considerem la funcié

Com que

el radi de convergencia d’aquesta serie de potencies és infinit i, per tant, la funcié f és indefinida-
ment derivable a R. Pel Teorema 6.3.14, f/(z) = f(z) per a tot x € R, que implica que f = exp
per la Proposici6 4.2.7. ]

Corollari 6.3.20 Les funcions hiperboliques cosh, sinh també estan definides per séries de poteéncies.

2k
° coshx:Z per a tot x € R.
|
= (2k)!
p2k+1
° sinhxzzm per a tot x € R.
k>0

Proposicié 6.3.21 Les funcions trigonometriques cos, sin estan definides per seéries de potencies.

2k

® COST = Z(—l)k (;k)' per a tot x € R.
E>0 ’
2k+1
e sing = Z(—l)kﬁ per a tot x € R.
k>0 :

Proposicié 6.3.22 Aquestes sén altres funcions que es poden definir per una serie de potencies,
pero la série no és convergent a tot el domini de la funcié.

1
i e nz>0(—1)”x" per a tot x € (—1,1).

o log(l+z) = Z(fl)”*lm— per a tot z € (—1,1).
n

n>1

L 22kt
e arctanx = ’;)(71) 2P tot x € (—1,1).
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Observacié 6.3.23 La funcié exponencial es pot estendre als nombres complexos usant la seva
serie de potencies. Es pot veure que la serie ) ., 2"/n! és convergent per a tot z € C. Si posem
z =1ixr amb z € R,

n>0

La suma parcial (2n + 1)-ésima d’aquesta série és

2n41 gk 2 2n 3 2n+1
17T X X X x
P P s Y ; (=)
I;J 5 ( o (1) (2n)!)+l (:13 ot (D) )

i, amb un pas al limit, podem concloure que, per a tot z € R,
e = cosz + isinx.
Obtenim aixi la férmula d’Euler que mencionavem a I’Apartat 3.5. En particular,

e +1=0.



