Alguns problemes que es plantegen amb
equacions diferencials!

Un problema de dissolucions

Un cert producte quimic es dissol en aigua a una velocitat proporcional al producte de la quantitat
encara no dissolta i la diferencia entre la concentracié d’una soluci6 saturada i la concentraci6 real.
Es sap que en 100 g d’una soluci6 saturada hi ha 50 g del producte, i que si es remenen 30 g del
producte en 100 g d’aigua, en dues hores es dissolen 10 g. Quants grams es dissoldran en cinc
hores?

Solucio.

Anomenem m(t) la quantitat del producte dissolt, cg, la concentracié de saturacio i gq la quantitat
inicial de substancia no dissolta. Suposant densitat 1g cm~> per a ’aigua, el volum és V =
100 cm®. A P’inici no hi ha substancia dissolta i per tant m(0) = 0, i de la informaci6 sobre la
soluci6 saturada obtenim que cg, = 50/Vo = 0.5 g cm 3. Segons I’enunciat, I’evolucié temporal
de m(t) ve donada per

. m k
m =k (QO - m) (Csat - _) = _(m - QO)(m - %Csat)a (1)
—— Vo Vo
quantitat no dissolta ~=—————

diferéencia de
concentracié amb

la saturada

on suposem que t es mesura en hores, donada que aquestes son les unitats de I’enunciat. La
informaci6 que en dues hores es dissolen 10 g permetra calcular la constant de proporcionalitat %.
L’equaci6 (1) és de variables separades, i obtenim

1 k k
dn= [ —dt+C=—t+C.
/ (m - QO)(m - ‘/OCsat) / % Vb

La integral de I’esquerra s’ha de calcular descomposant la fraccié racional en fraccions simples.
Un calcul senzill mostra que
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1 per tant
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Emprant les propietats dels logaritmes, obtenim que la solucié general de ’EDO del problema és

1
— V sal Vocsat— k‘

log ‘TTL 0Cs t| 0 a0 _ —t_|_ C
]m - QO| Vo

Com que m no pot superar ni qq (la quantitat per dissoldre) ni ¢ Vj (la quantitat maxima que
pot estar dissolta), els arguments dels valors absoluts sén tots dos negatius, i cancellant els dos
signes menys que resulten d’eliminar-los s’obté

1
log (Vo_—W> o kLo
o — M Vo

Exponenciant els dos costats s’elimina el logaritme, i elevant després a V(cs,c—qq es té finalment
I’expressio simplificada de la solucié general

%Csat - m(t> _ e(Vocsal—qo)(Viot—l—C) .
qo — m(t)

Per tal de calcular C' hem d’imposar m(0) = 0. Per fer aixd no cal aillar m(¢): substituint
directament a (2) tenim

(2)

‘/Ocsat -0 _ e(VOCSat_qo)(VLOOJFC)’
g —0
d’on
@ — o(Vocau—q0)C
qo '
Substituint tota 1’exponencial que conté C' a (2) per aquest valor, hom obté la solucié particular

%Csat — m(t) _ ‘/Ocsate(VoCsat—QO)v%t
qo — m(t) o

3)

Ara podem calcular k imposant que m(2) = 10 g. Tindrem, substituint la resta de valors

numerics

30— 10 30 ’

d’on 6
2

5

i per tant k = g log g Posant a (3) aquest valor i la resta de valors numerics, i calculant a ¢ = 5,
queda

o

50 —m(5) _ 50 o (50-30) 155 log s5_D(6 : n
30 —m(5) 30° 3\ 5 '



Resolent aquesta equacio respecte a m(5) s’obté el resultat demanat:
~30n —50

m(s) = "I

=17.7¢.

Un problema de poblacions

El planeta H orbita al voltant d’una estrella situada a uns 500 anys-llum del Sol. L tnic ecosistema
d’aquest planeta té una tnica especie pseudoanimal (encara que no en reconeixerieu un individu si
el tinguéssiu al davant), que té un cicle de vida fortament afectat pels periodes anuals del planeta
(de durada T). L'especie té dues morfologies, A i B. Al comencament d’un cicle anual tots els
individus presenten la morfologia A, pero degut a I’alta radioactivitat ambiental, cada individu es
divideix en NV individus amb morfologia B. Aquesta transici6 és aleatoria en el temps per a cada
individu (aix0 és semblant a la desintegraci6 radioactiva d’un isotop), de manera que el nombre
d’individus que es divideixen per unitat de temps és proporcional al nombre d’individus presents,
amb una constant de proporcionalitat £ (en unitats inverses de T).

Malauradament, els individus amb morfologia B també sén sensibles a la radioactivitat, pero
en aquest cas amb conseqiiencies mortals 1 sense descendencia, de manera que el nombre d’indivi-
dus B que moren per unitat de temps també és proporcional al nombre d’individus presents, amb
constant ¢ (també en unitats inverses de 77). Degut a les condicions climatiques extremes provo-
cades per I’excentricitat orbital del planeta, quan acaba un cicle anual tots els individus A que no
s’han dividit moren, i tots els individus B supervivents es transformen en individus A, assolint en
molt poc temps, degut a I’acceleracié del metabolisme produida per aquestes condicions extremes,
el volum i massa que els correspon.

1. L’evolucié del nombre d’individus A i B al llarg d’un any es pot descriure amb dues EDO
acoblades. Escriviu-les.

2. Solucioneu I’equacié per al nombre d’individus A, suposant que inicialment n’hi ha A,.
Substituiu la solucié a I’equacié per als individus B i solucioneu aquesta darrera (recordeu
que inicialment no hi ha individus B).

3. Calculeu I’evoluci6 interanual d’individus de I’especie. Estudieu els casos £ = 01 k = o0, i
expliqueu intuitivament els resultats.

4. Siq = 2.3, determineu de manera aproximada (podeu emprar SAGE) el valor de k£ que déna
el maxim creixement interanual. Per a aquest valor de k, calculeu el valor minim que ha de
tenir /V (enter positiu) de manera que I’especie no desaparegui. Resultat: k = 2.31 N > 5.

Solucio.

1. Siguin A(t) i B(t) el nombre d’individus A i B, respectivament, en I’instant ¢ (amb ¢ mesurat
en unitats de 7). El ritme de desaparici6 d’individus A és kA i el de B és ¢B. Com que per



cada A que mor neixen NV individus B, el sistema d’equacions diferencials €s

dA
o = kA 4)
% — NkA—¢B. (5)
. La soluci6 de (4) amb A(0) = A és
A(t) = Age ™. (6)

Substituint aixo a (5) resulta per a B ’EDO lineal no homogenia

dB
dr +qB = NkAoe_kt.

La soluci6 de la part homogenia és
Bh<t) = Ce*qt

i emprant el metode de variacid de constants s’obté que una soluci6 particular de la complerta
vé donada per

B,(t) = NAOq f ke—’“.

Quefa aix{ que la soluci6 general per a B(t) és

k
B(t)=Ce ™™+ NA R
(t) e+ 0 e
Imposant B(0) = 0 es pot calcular
k
C=-NA
&
i per tant la soluci6 buscada és
k
B(t) = NAg— (e™ —e™). (7)
q —

. Al finalitzar I’any tots els individus A moren 1 els B es transformen tot seguit en A. Per tant
el quocient entre els individus que comencen I’any segiient i els que van comencar 1’anterior
és
B(1) _N k (
Ao q—k
on hem posat ¢ = 1 ja que les unitats de temps s6n els anys de durada 7. Amb N 1 ¢ fixats,
hom té que

ek — e_q) ,



e limy ,0B(1)/Ay = 0. Si k = 0, cap individu A mor durant I’any i per tant no es
transforma en B. Quan acaba I’any hi ha A individus A, que moren en el canvi d’any,
i cap individu B. L’especie s’extingeix.

e El limit quan £ — oo es calcula per la regla de L"Hopital i resulta

lim B(1)

k—00 0

= NAoe_q.

En aquest limit, els Ay individus A moren en els primers moments de ’any i es trans-
formen en N A, individus B, que evolucionen amb una tassa de mortalitat donada per

q.

4. Fixant N 1 ¢, definim la funcié de k

f(k) = =N (e —e™) = Ng(k), (8)

amb
k

g(k) = p— (7" —e™).

Aquesta funci6 no esta definida en k£ = ¢, pero la discontinuitat és evitable i, fent el limit, es
pot veure que la funcié continua és tal que

9(q) = qe™".

Posant ¢ = 2.3 i representant g(k), es pot veure que la funcié t€ un maxim en &k = 1.8653.
Aquest és el valor de k, per al valor de ¢ = 2.3 donat, que fa que la poblacié evolucioni
més favorablement d’any en any.”> De tota manera, aixd no garanteix la supervivéncia de
I’especie a llarg termini. Posant ¢ = 2.3 1 k = 1.8653 a (8) hom obté

B(1)

0

= (0.2342N.

L’especie sols té garantida la superviveéncia si aquest valor és més gran o igual que 1, i aixo
requereix N > 5 (N ha de ser enter).

2Si intenteu calcular el maxim igualant la derivada a zero, obtindreu un numerador que s’anulla en k = ¢, pero el
denominador també ho fa i, de fet, es pot veure que la derivada en k = ¢ val

Jd@)=e(5-1).

i per tant el maxim no esta en k = ¢ (llevat que ¢ = 2).



Un problema de fregament viscos

Una particula de massa m = 0.01kg esta immersa en un fluid, on pateix una forca de fregament
viscés amb coeficient de fregament v = 0.2 Nm™~!s. A més, la particula esta sotmesadesdet = 0s
fins a ¢ = 3s a una forcga constant de 3 N, que €s substituida per una altra de 10 N que actua durant
els 5 s segiients. Calculeu la velocitat v(t) de la particula perat = 2s,t = 6sit = 20s, suposant

que a I’inici estava aturada. Dibuixeu la grafica de v(t) i interpreteu-la.

Solucio

L’equaci6 diferencial satisfeta per v(¢) ve donada per la segona llei de Newton, amb una forga de

fregament —~yv i una forga externa f(¢), i amb condicid inicial nulla:

mv = —vyv + f(t), v(0) =0,

on
3 sitel0,3),
f(t) =< 10 site (3,8),

0 sit>8,

0, en termes de funcions de Heaviside,
f(t) = 3+(10-3)0(t—3)+ (0—10)6(t —8)
= 34+760(t—3)—100(t —8).

Emprant que

6—@8

L{O(t—a)} = a>0,

S )
hom té que la transformada de Laplace de (9) és

m(sV(s) —0) = =V (s) + F(s)

amb 3 7 10
F(S):— _6—33__6 8s
s s s
Queda aixi
3 7 10
(ms+y)V(s) ==+ —e % — —e™®
s s s

1 per tant obtenim la solucié en el domini freqiiencial com

V(s) =

+ e ——C
s(ms+7)  s(ms+7) s(ms +7)

Degut a la linealitat de la transformada de Laplace i a que

LIf(t—a)f(t —a)} = e ®F(s), a>0,

3 7 ~3s 10 —8s

©)

(10)

(11)

(12)



sols cal calcular la descomposici6 en fraccions simples

1 11 1 1

s(ms+7v) ~vs ys+2L’

amb antitransformada 11 1 1 1 1
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e (13
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i per tant la soluci6 en el domini temporal és

o) = 3 Lo —3)" (1- e e9) (i - gy (1-e309) )

=2 |w
/N
—_
|
ml
3R
~+~
N———

~ gl
%_%e—%t sit €10,3),

= DB Iy sit e (3,8), (15)
_%e—%t _ ge—%(t—B) + %e—%(t—@ sit > 8.

Posant v = 0.2 i m = 0.01, hom obté v(2) = 15, v(6) = 50, v(20) = 0, i la grafica de v(t) es pot
veure a la figura segiient:

50 N

2 =50
= \

15| .

Val la pena fer notar que:



e la forca externa que actua sobre la particula és discontinua, pero la velocitat és una funci6
continua, i per tant els intervals a (15) poden canviar-se a [0, 3], [3, 8] i ¢ > 8, respectivament.
Hom sols pot obtenir salts en la velocitat si s’apliquen forces impulsives (modelades per
funcions delta de Dirac).

e cls valors 3/, 10/~ 1 0 s6n els valors de la velocitat tals que la forga de fregament iguala la
forca externa aplicada, i serien els regims permanents si no es canviés la forca externa. El
temps que tarda el sistema a assolir aquests valors és molt petit, ja que la constant de temps
d’aquest sistema de primer ordre €s

F=""_0.05
y

En aproximadament 37 = (.15 el sistema es troba ja molt a prop del valor permanent.

e degut a que v/m = 1/7 = 20 es tant gran, la contribuci6 de e =" per a t € (3,8) és
absolutament menyspreable (més petita que e 203 = ¢7% ~ 8.761072" perat > 3),ide la
mateixa manera ho sén les de e m*ide e~ m =3 perat > 8.

e ¢l fet que 7 sigui tant petit és degut a que el coeficient de fregament és molt gran per a
una massa tant petita. En aquesta situacid s’assoleix la velocitat limit de manera quasi ins-
tantania. Aquesta €s una situaci6 en que la fisica aristotelica (pre-newtoniana) €s una bona
aproximacio.

Un problema de contaminacio

Una bassa conté inicialment 3 - 10° litres d’aigua no contaminada, i té un cabal d’entrada i de
sortida de 2 litres per segon. A partir d’'un cert moment, el cabal d’entrada queda contaminat
per una substancia verinosa en una concentracio de 1 g per litre. Els responsables s’adonen de la
situacio passats 3 dies i aconsegueixen restaurar 1’entrada d’aigua no contaminada.

1. Escriuuna EDO per la concentraci6 de la substancia verinosa a la bassa, suposant que aques-
ta esta sempre uniformement distribuida, i que sigui valida per a tot instant de temps (abans
i després dels 3 dies). Recorda que un dia té 86400 segons.

2. Soluciona 'EDO i representa esquematicament la concentracié en funcié del temps. Per a
quin valor de temps assoleix el maxim?

3. La substancia verinosa esdevé perillosa en concentracions superiors a 0.1 g per litre. Esbrina
si els usuaris del cabal de sortida hauran estat en perill en algun moment.



Soluci6
Emprem la notacio segiient:
c concentracié de substancia verinosa a la bassa (en g 1.
m massa de substancia verinosa a la bassa (en g).
V volum d’aigua a la bassa (3 - 10° ).
Q@in cabal d’entrada d’aigua a la bassa (21 s7h).
(Qout cabal de sortida d’aigua de la bassa (2 1 s7h).
o concentracié de la substancia verinosa en el cabal d’entrada (1 g171).
t; instant en que s’atura I’entrada de substancia verinosa (3 - 86400 s).

La massa de substancia verinosa que entra per unitat de temps és oQ, entre t = 01t = ¢y, 1
zero després, mentre que la que surt depen de la concentracié i val cQ,,. L’EDO per a m és per
tant

m = UQin(l - Q(t - tl)) - CQout'

Com que ¢ = m/V iV és constant, 'EDO per a la concentracié sera

. 1. O0Win oul
¢ = pm= g (1—9(t—t1))—Qvtc
= a(l—46(t—t1)) — bc, (16)
on hem definit
m  lgl™t21st 2
a fry UQ — g 5 = —1076g 1 S_17

V 3 - 1061 3

Qou _ 215 261

b - —
% 3-1081 3

Tenint en compte que ¢(0) = 0, la transformada de Laplace de (16) és

sC(s) = g — %e‘tls —bC(s),

d’on es pot calcular la solucié en el domini transformat
a a

_ _ —t18
Cls) = s(s+0b)  s(s+ b)e ' {17

Emprant




1 la propietat (12), hom obté la soluci6 en el domini temporal
a a a a

oty = T-Ze - (6 . ge*b“*tl)) ot —t1) (18)

e bt sit <t

-
{—% b gm0 gt >t

| I

(19)

La soluci6 apareix representada en blau a la segiient figura:
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La corba vermella representa 1’evoluci6 de la concentraci6 si no es talla I’entrada de la substancia
verinosa (tendeix cap al valor asimptotic a/b = 1). Com que en ¢ = {1, que és quan s’assoleix el
maxim, la concentracié és superior a 0.1 g17*, el cabal de sortida ha estat nociu durant un temps.
De fet, el valor limit s’assoleix per a t* soluci6 de

—— —e =0.1

b b ’

que dona

1 b
tr = ~3 log (1 — O.l—) = 1.5804 - 10° s ~ 1 dia i 20 hores
a

1 I’aigua que surt ha estat contaminada per sobre dels limits permesos durant més d’un dia.
Cal notar que la constant de temps d’aquest sistema de primer ordre €s

1
725:1,5-1065%17dies.

Aix0 fa que I’evolucid cap als valors asimptotics sigui molt lenta (a difereéncia del problema anteri-
or),iqueperat < t; lasolucié sigui practicament una recta, ja que si ¢t < 7 = 1/b, desenvolupant
per Taylor fins a primer ordre,

O _h o
__6 ~
b

(1 —0bt) = at.
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