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1 Motivacion

Problema: el coche cinemético

= pa,bcos@
p¢sin9
9 = -’lgtanc,b'(ﬁ

Il

donde p es el radio de las ruedas, [ es la distancia entre ejes y ¥ es la
velocidad angular de las ruedas.

LIGADURAS NO HOLONOMAS EN (¢,%,60,z,y)

EL CONOCIMIENTO DE ¢(t) Y 9(t) DETERMINA EL MOVIMIENTO
DEL COCHE

;CUAL ES LA ESTRUCTURA GEOMETRICA RELEVANTE?



Fibrado principal trivial Q@ = M x G

Fibra ---> posicion y orientacion
del coche ~(0,x,y)~SE(2)

Base ---> Espacio interno de control
M ~(¢.¥)

PROBLEMA: Dada una curva de control en el espacio base, jqué
movimiento induce en el fibrado?

q=(r,8)
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CONEXION: Permite establecer un isomorfismo entre T,y M y un
subespacio de T, para cada q € Q.



2 Conexién cinematica

e En un fibrado principal trivial Q = M x G, tenemos una accién libre
del grupo por la izquierda sobre el fibrado:
®: GxQ — Q
(h,q) — ®(h,q) = Pu(q)

donde, si ¢ = (r,9),
q)h('ra g) - (Ta th) = (T’ hg)

e El generador infinitesimal de ® correspondiente a £ € G = TG es
el campo §g € X(Q) dado por

d

§olg) = a%‘@(etg,q)]t:g

d
— dt (Tv etgg) It=0

= (0,TeR,€)
= (0,¢9)
donde el ultimo paso es un abuso de notacién estrictamente con

sentido para grupos de Lie de matrices, y el peniltimo paso aparece
ilustrado aqui:

G
e R, et?:j,____ en: 2

e Te RoE



¢ El fibrado vertical es el subfibrado de T'Q) definido por

ve=JvQ=J{neTQ; v ckerTI}.
q€Q g€Q

En un fibrado principal trivial, los vectores de V@), llamados vecto-
res verticales, son de la forma

Vg = (0, Ug)’ Vg € T7r2(fI)G
¢ ;,Cémo definir un subespacio H,Q C T,Q, llamado subespacio hori-
zontal, complementario de V,Q?

— Para un fibrado trivial, los vectores horizontales se pueden es-
coger como
hq = (Ur, O), Uy € TW(Q)M.

— Para fibrados provistos de una métrica, podemos escoger H,Q
ortogonal a V,Q.

Para sistemas con ligaduras, ninguna de estas opciones tiene mucho
sentido: queremos que las curvas horizontales, i.e. g(t) tales que
4(t) € HyQ, correspondan a movimientos permitidos del sistema.

La conexidén permite elevar
vectores de control en T'M

a
vectores horizontales en T'Q)



e Una conexién en un fibrado principal es una asignacién de H,Q) C
T,Q para cada g € Q = M x G tal que

1. T,Q = V,Q & H,Q,
2. T,®,H,Q =HyQ,9€ Q, g€G,
3. H,Q depende de ¢ diferenciablemente.

Ty establece un isomorfismo entre Tr ()M y H,Q),
llamado levantamiento horizontal

e Una 1—forma de conexién principal I' es una 1—forma G—valuada
sobre () que satisface

- T(g)éole) =€ q€Q, £€G,
— [(®,q)T,®,4 = AdgT(q)¢, 4 € T,Q, g€ Q,g €G.

Dada una 1—forma de conexién principal I, se de-
fine la conexién correspondiente mediante

['(q)H,Q = 0.

e Si tenemos un fibrado principal trivial, I' se puede escribir siempre
como
T(g)d = Ady (9779 + A(r)7),
donde ¢ = (+, g) y A(r) es una 1—forma G—valuada sobre M deno-
minada forma local de la conexidn.



Supongamos que dimG = n y que tenemos n ligaduras no holénomas
independientes
wg)-¢=0, a=1,...,n

donde cada w® € Q(Q).
Sea

HQ={v,eT,Q; w(q)  v,=0,a=1,...,n}

o1 T,Q = HQaV,Q y las w?, es decir, las ligaduras, son G—invariantes,
entonces este H,() define una conexién en (), denominada conexidn
cinemadtica o no holénoma, y, por lo tanto, existird una forma local
A(r) tal que

wa(q) ¢q=0,a=1,... ,n& F(Q) g = Adg(g_lg‘l’A(T)T) = [}
con ¢ = (7,4) y donde g~ = T, L, = (T.L,)™"

Las curvas que satisfacen las ligaduras son por lo tanto
_1- .
g g+ Alr)r =0
g=-—g A<T) 7"7
donde g = T, L, en el miembro de la derecha.

Esto es un problema de control en un grupo de Lie
para un sistema sin deriva.



Ejemplo: el coche cinematico

En coordenadas (¢,%, 6, z,y), las formas correspondientes a las tres li-
gaduras son

w'(q) = (0,—pcosh,0,1,0)
w?(g) = (0,—psind,0,0,1)

W3(q) = (0, —%tanqﬁqﬁ, 1,0,0).
El subespacio de T, anulado por estas formas es invariante SE(2) y,
ademads, es complementario a V() en cada punto. Definen por lo tanto
una conexién y existird una forma local que, en la base se(2) dada por

{615 £2) 63} con

0 -1 0 001 00O
=11 0 0 &=1000 &=1001
0 0 O 000 000
se puede ver que es
0 —ftang
Alg,)=| 0 —p
0 0
Efectivamente, si
cosf —sinf z
g= | sinf cosf y
0 0 1
entonces
b _ 0 —6"+§ta,nq§¢ & cosd +ysinf — py
g"lg+A(¢,¢) (?ﬁ) = 6- §tan¢¢ 0 —zsinf + ycosd
0 0 0

cuya anulacién da tres ecuaciones equivalentes a las ligaduras.



3 Control aproximado en grupos de Lie

Un sistema de control (afin) en un grupo de Lie G es de la forma
g9 =Yo(9) +Zu )Yi(g), m <n=dimg,

donde g(t) € G, Yy, Y; € X (G) y los u’(t) son controles admisibles.
Si los campos son invariantes por la izquierda serd

g = TeLg (&J + Z uz(t)gz)
i=1

donde &,&; € G.

Se dice que el sistema no tiene deriva si {; = 0. Entonces, in-
troduciendo ademas un parametro € para indicar controles de pequefia
amplitud,

m
g= fTeLgU(t)a U(t) = Z ui(t)fz
i=1
Para grupos de matrices esto se puede escribir como

g =egU(t)
Identificando los controles con las velocidades de la base, esta ecuacién
es del mismo tipo que la correspondiente a una conexién no holonémica
para el caso en que la forma local es constante:
m n dimM

o= A= 35 ek,
=1 i=1 j=1
y por lo tanto AL =0sii>my

dim M

ew'(t) == ) A (1)

siz < m.



Problema de control: Como llevar g desde g(0) = e a g(t;) = g7 en
tiempo t?

Sim = n, es decir, si el nimero de controles es igual al nimero de gra-
dos de libertad a controlar, el problema es relativamente sencillo. Vamos
a concentrarnos en el caso m < n y veamos cémo podemos generar mo-
vimiento en las direcciones no directamente accesibles. Veamos primero
un ejemplo en R3.

Sea

& = u Fi(z) + uaFy(z), z € R?,

tal que
rango{ Fi(z), Fo(z), [F1(z), F3(z)]} =3, Vz e R’
En general, podemos expresar la solucién de
t = eF(z)

mediante la derivada de Lie:

X n

— n
z(t) = ) —Lepe)®
n!

n=0
donde = z(0). Los primeros términos son, utilizando el convenio de
sumacién de indices repetidos,

Ler@ = GF(:B)
Lipg = €F(2)0;F(z)
Ll = €F(2)0; (F'(z)d;F (z))
= & {F/(2)0;F'(z)8;F (z) + F’ (z)F'(2)0;0,F(z)}



Sean ahora los siguientes controles para t € [0, 4].

ul( t) uz(t)
€ €
2 3 4 3 4
1 1 2
—£ t —£

Utilizando las expresiones anteriores hasta orden €? para estos con-
troles, uno obtiene

62

= z+eFi(z) + —2—6iF1(:B)Ff(:1:) + O(€%)

8
~
[y
~—r
|

z(2) = w+eF1(ﬁc)+%6iF1(m)Ff(:c)

65’2(9;) + €20, Fy(z) Fi(z)

S0P (@)Fi(z) + O()

z + eFy(z) + €20, F1(z) Fi(z)

© AFA@)Fi(o) - SR (2)Fi(e) + O(E)

z(4) = z+ € {0;F(z)Fi(z) — O;Fi(z)Fi(z)} + O(e®)

8
C
I+

+

es decir
z(4) — z(0) = €[Fy, F)(z(0)) + O(€3)

Por lo tanto, a orden €%, tenemos movimiento neto en la direccién del
paréntesis de los dos campos calculado en el punto inicial.



Consideremos ahora las integrales de los controles
t ¢
m@:/mmw,@mszmm
0 0
Si representamos s frente a 41 desde ¢t = 0 hasta t = 4 tenemos

u
2

€ ﬁl

Utilizando el teorema de Green, la regién encerrada tiene rea

App(4) = € = —;—/04 (1’11(7)112(7') — &1(7)&2(7)) dr

por lo que
z(4) —z(0) = §A12(4)[F1: F)(2(0)) + O(€’)

En general, podemos esperar que si tenemos controles periédicos, de
pequena amplitud y promedio cero

2(tg) ~ 2(0) ~ L An(T)[F, Bl(a(0)



Solucion local de g = eqU

| Pardmetros de Wei-Norman |

Sea g(t) la solucién de
g=egU =eg ) u's;
i=1

con g(0) = e. Entonces existe un ¢; > 0 tal que para |t| < ty tenemos la
representacion en producto de exponenciales

g(t) = 7 We e’ W& . 7" 0)n

Los pardmetros de Wei-Norman +*(t) (coordenadas canénicas de segunda
espécie) satisfacen la ecuacién no lineal

7 =eM(y)u, [t] <to
donde M(7) es una matriz analitica real. Hasta primer orden

M(y) = I+a(v)+0(v%)

@) = > AT

r=j+1

&, 6] = V5&k



Sea W un entorno de 0 € R™ donde M(7y) estd definida. Sea la
aplicaciéon de Wei-Norman

Pr : R" N G
(717 g ,77'&) — 67151 PPN e’ynfn

y sea V = Pr(W) C G. La formulacién de Wei-Norman proporciona
entonces una representacién local (en V') de la solucién.
Sea ahora S C W un entorno de 0 € R"™ donde Pr es inyectiva, y sea

\IJ == PI‘IS

Entonces
v:S—-QcV

es un difeomorfismo y podemos definir en () una distancia por medio de
dX,Y) = |[¥7'(X) -0 (V)|l, X,Y eV

Usaremos esta distancia para dar sentido a soluciones aproximadas
de
g =¢eqU



Promediado de segundo orden

Sea g = €gU con U(t) T—periddico y de promedio cero sobre un

periodo. Sea
D={yeR" | [hll<r}CS

/Ot uf(r) dr

AY(T) = % /O ' (@ (r)ai(r) - @(n)i(r)) ar

y sean los parametros en aproximacion de segundo orden

Sean

a*(t)

ij k
A j(T)PZ]

i<j

t m
k ~ 2
Ty (t) = (1) + €2

i,j=1
a los que, a través de la representacién de Wei-Norman, corresponde una,
solucién aproximada

gzy(t) = MO8 .. 1 B

El resultado fundamental es que esta solucién aproximada estd cerca,
hasta orden €%, de la solucién exacta que se obtendria con los uf(t). M4s
precisamente, si y(9)(t) € D para t € [0, b/e], entonces

d(g(t), ap(t)) = O(&), te [0,

€

Vamos a ver como este resultado permite obtener controles aproximados
que nos dirigen g, aproximadamente, al punto deseado.



Control aproximado de segundo orden

Supongamos que m < n 'y que {&, ... ,&,} genera toda el dlgebra de
Lie con paréntesis de profundidad uno.

Sean {Z}, e ,Z?} los pardmetros de Wei-Norman del punto gs que
queremos alcanzar a partir de e en tiempo t;. Tendremos

Y zig = chfk—l- Y 6]
i=1 ',j 1 i<j

- Sy S one

k=1ij=1 i<j

Teniendo en cuenta que u¥* =0 parak=m+1,... ,n,

Doy tn& = eif(ts)é + =L Z AY(T
k=1 k=1

k=1ij=1 i<j

Comparando estas expresiones, si escogemos
eif(t;) = cF, k=1,...,m

2
tr . 3
%,—”-A”(T) = &, i§=1,...,m, i<j

tendremos 752) (Ly) = Z;}, t=1,...,n,y, por lo tanto,

9 (ts) = g5,

es decir, la solucién aproximada va exactamente a g; en tiempo t; y,
puesto que

d(g(t), 9¢»(t) = O(€%),
la soluci6n exacta lo hard aproximadamente. Hay que notar que t; =

O(e) y, por lo tanto, ¢’ i ¢/ también son de este orden, por lo que también
} = O(¢), es decir, gf no puede estar muy lejos de la identidad.



Veamos en qué resultan las condiciones

2
eﬂk(tf) =c k=1,...,m ET—fA”(T) =c9, i,j=1,...,m, i<j
para un caso sencillo, por ejemplo SE(2). Utilizando la base ya in-
troducida para se(2), supongamos que sélo disponemos de controles de
rotacién y de traslacién en la primera direccién (correspondientes a &; y
&). Como que [y, &] = &3, podemos aplicar el promediado de segundo

orden descrito. Si
cosf —sinf u

gr= | sinf cos@ v
0 0 1
los pardmetros de Wei-Norman correspondientes
g5 = 2161 o 2362 o236

cos Z} — sin Z} —Z? sin Z} <4 Z? Ccos Z}
= sin Z} COS Z} Z? cos Z} + Z]? sin Z}
0 0 1

son
Z} = 0
ZJ% = wucosf +vsinb
Z? = vcosf —wusinb

y las condiciones anteriores son

cl = Z} B 6’&2(”)
9 ~

¢ = Zj=eu(ty)

12 3 e2tf 12

Usando controles sinusoidales, las dos primeras condiciones son facilmente
obtenibles, mientras que para la tercera pueden utilizarse controles sinu-
soidales con fase relativa no nula.



4 Conclusiones

Hemos presentado un método constructivo de control aproximado en
grupos de Lie que corresponde, entre otros casos, a problemas de control
obtenidos a partir de la conexién cinematica cuando la forma local de la
conexién no depende de las variables de base.

EXTENSIONES

e Sistemas con deriva, por ejemplo, sistemas con ligaduras no holéno-
mas y simetrias (snakeboard).

o Sistemas para los que la forma local A(r) depende efectivamente de
las variables de control r.

e Sistemas para los que se dispone de generadores que cierran el
dlgebra de Lie con paréntesis de profundidad mayor que 2.

e Diseno de controles que satisfazcan condiciones especificas (control
éptimo ... ).



