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1 Motir¡ación

Problema: el coche cinemático

h : g$cosl
y : gtl., sinl
á - fta"6g

donde p es el radio de las rued.as, J es la distancia entre ejes y r/' es la
velocidad angular de las ruedas.

LrcenuRAS No HoLóNoMAs EN (d, rh,0,n,y)

Er, coNocIMrENTo DE d(f) y 1r(t) DETERMINA EL MovIMIENTo
DEL COCHE

¿CuÁT, Es LA E§TRUCTURA GEoMÉTRICA RELEYANTE?
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Fibrado principal trivial Q - M x G

Fibra ---> posicion y orientacion
del coche * ( 0,x ,y ) -SE(Z)

Base ---> Espacia interno de confrol
-(S,v)

Pnoel,eua: Dada una curva de control en el espacio base, ¿qué
movimiento induce en el fibrado?

q - (r, g)

r$

levantamiento horizontal

Corqex¡óN: Permite establecer un isomorfismo entre Tnb)M y un
subespacio de TqQ para cada q e Q.
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2 Conexión cinemática

r En un fibrado principal trivial Q : M x G, tenemos una acción libre
del grupo por la izquierda sobre el fibrado:

([: GxQ -] q
(h,q) rt §{h,q)=oh(q)

donde, si q - (r, g),

O¿(r, s) * (r,Lns) * (r,hs)

r El generador infinitesimal de 0 correspondiente a € € § : T"G es

el campo €O € X @) dado por

{q(s) : **,ru,{)1,:o
_ * b,r'{o) lr:sd¿ \''" rt1

= {o,T"Rs€)

- (0, €g)

d.onde el último paso es un abuso de notación estrictamente con

sentido para grupos de Lie de matrices, y el penúltimo paso aparece
ilustrado aquí:

et\ 'Rs¿e 
= et\ g

L R,E^u6J

s-rye\=*

ft8



r El fibrado vertical es el subfibrado de TQ definido por

V8 : UU.Q: U {rn € TnQ ; un € ker Tofr|.
qeQ seQ

En un fibrado principal trivial, Ios vectores de VoS,llamados vecto-
res verticales, son de la forma

aq: (0,0s) , üs e Tor(rtG

r ¿Cómo deñnir un subespacio HoQ C ToQ,llamado subespacio hori-
zontal, complementario de VoQ?

- Para un fibrado trivial, los vectores horizontales se pueden es-

coger como
hq : (ur,0), a, € TnloyM.

* Para fibrados provistos de una rnétrica, podemos escoger HrQ
ortogonal 

" 
Voq.

Para sistemas con ligaduras, ninguna de estas opciones tiene mucho
sentido: queremos que las cun¡as horizontales, 'i.e. q(t) tales que
q{t) € I{q$¡Q, correspondan a movimientos permitidos del sisterna.

La conexión permite elevar

Yectores de controJ en TM
a

vectores horizontales erl TQ



o Una conexión en un fibrado principal es una asignacién de HrQ c
TnQ para cada q e Q * M x G tal que

L'ToQ *Wq @ HqQ,

2. TqQsHqQ : HsrQ, q e Q, g e G,

3. Hrq depende de q diferenciablemente.

TqT establece un isomorfismo entre Tn(q)M y HqQ,
llarnado levantamiento horizontal

r Una L*forma de conexión principal I es una 1-forma f-valuada
sobre I que satisface

-r(q[a(q)-{,q€Q,€€9,
-I(Ogq)TnQnq*Adsf(úq, qeTqQ, qe 8,se G.

Da^da una l-forrna de conexión principal f, se de-
fine Ia conexión correspondiente mediante

rb)HnQ :0.

¡ Si tenemos uil fibrado principal trivial, I se puede escribir siempre
como

r(q)q * Ado b-'it + A(r)r) ,

donde q : {i, i) V At ) es una L-forma f-valuada sobre M den+.
minada forma local de la conexién.



Supongafiros que dim$ - n y que tenemos ??, ligaduras no holónomas
independientes

w"{q} 'd:0, ü:1,...,Y¡
donde cada wo € CI(Q).

Sea

HoQ : {uq eToQ ; w"(q}' aq: A, o, :1,.. .,ro}

SiTqq: HqQ@Voq y las kro, es decir, las ligaduras, §on G-inra,riantes,
entonces este HqQ define una conexión en Q, denominada conexión
cinemática o no holónoma, y, por lo tanto, existirá una forma local
A(r) tal que

w"(q).q:0,a= L,... ,n# r(q).4 - Adr(s*tb+A(r)r) = 0

con ri : (r, f) y donde g*1 = TnLn-, - tT*Ls)-l.
Las curvas que satisfacen las ligaduras son por lo tanto

_1g-'il + A(r)r : 0

o 
s * -sA(r)i,

donde g = TLs en el miembro de la derecha.

Esto es un problema de control en un grupo de Lie
para un sistema sin deriva.



Ejemplo: el coche cinemático

En coordenadas tó,rr,0,*,U), las formas comespondientes a las tres li-
gaduras son

*L td : (0, -p cos á, 0, L, 0)

wz {d : (0, -p sin á, 0, 0, L)

,3(q) * (0, - Ia"ñ,t,o, o).

El subespacio de ToQ anulado por estas formas es inr¡ariante ,5.8(2) y,

además, es complementaria a Voq en cada punto. Definen por lo tanto
una conexión y existirá una forma local que, en la base se{Z) dada por

{{r, {2, (g} con

l0 -1 0\ /0 01\ 10 00\
u: (,á B sJ *: (,8 

B sJ *: {,8 B l)
se puede Yer que es

Efectivamente, si

A(ó,*':(l '?"-)

': (:l;í ;:}' í)
entonces

o-Lt+eqó,,¡,)(fi):( ,- ri;,* -e+t;"0+ ,'T:,líffik 
Y)

cuya anulación da tres ecuaciones equinalentes a las ligaduras.



S Control aproximado en grupos de Lie

IJn sistema de control (afín) en un grupo de Lie G es de la forma
!1.1,

s * Y¡{s) + I "i{t)Yí{s}, m 1 n - dim/,
,É=1

donde g(ú) € G,Ya,Yi € X{G) y los uu(t) son controles admisibles.
Si los campos son inr¡ariantes por la izquierda será

lrn\
it:T,Ls{eo+I"'(¿)9, I

\Á,/
donde {0, €¿ € g.

Se dice que el sistema no tiene derir¡a si {o - 0. Entonces, in-
troduciendo ademiis un parámetro 6 paxa indicar controles de pequeña
amplitud, *

s: eT"Lsu{t), u(t!: I"u(tx,
í:L

Para grupos de matrices esto se puede escribir como

s - esU(t)

Identificando los controles con las velocidades de la base, esta ecuación
es del mismo tipo que la correspondiente a una conexión no holonómica
para el caso en que la forma local es constante:

nl n dimM

.» u'tt){u* -A.itt)- -» L x,"r(úX,,
'i,:l í=L i=l

y por lo tanto Ai :0 si ¿ ) m y

dimM

eui{t)--- I Aiir(t)
j=1

si i, 1m.



Problema de control: Como ller¡ar g desde g(0) : e a g{t¡): g¡ en
tiempo f¡?

Si rn : tu, es decir, si el número de controles es igual al número de gra-
dos de libertad a controlar, el problema es relatir¡amente sencillo. Vamos
a concentrarnüs en el caso m 1?? y veamos cómo podemos generar mG"

vimiento en las d.irecciones no directamente accesibles. Veamos primero
un ejemplo en IR3.

Sea

h:ut?t(*)+ u2E2(r), r € IR3,

tal que

rango{¡'l(r}, F2(r), [,F,r(r), F2(r)]] - 3, V r e IR3.

En general, podemos expresar la solución de

b * eF(r)

mediante la deri,,¡ada de Lie:

*{t) - f1;irr,r.o

donde # : ú(0). Los primeros términos son, utilizando el convenio de
sumación de índices repetidos,

LeF{s} : eF(r)
[?ro _ *ri¡r¡arr@)
L\ra : é s¡ @)s¡ (F¿ @)a6F@))

: e3 {rj {*)y¡Fi(r)E r(") + Fi @)rá1*Totaurqr¡}



Sean ahora los siguientes controles para , € [0,4].

ur{t) ur{t)

Iltilizando las expresiones anteriores hasta orden e2 para estos con-
troles, uno obtiene

r(1) - r * eFt(*) + *uurr(dpi@)+ o(e3)

n{z) - * * eF1{*) + f,uurr@) 
ri@)

+ eF2(*) + e20¿F2(")rT(")
t2+ iaurz¡r)eá@) + o(e3)

"(3) - x,* eFz(n) + *a.rrqr!Fí(*)

+ ia¿r2@)ri@) - ,206n1{*)r}{r) + o(e3)

n(4) : s + ez {0,r2¡r¡ Fi@) - *¿fi(r) 4@}} + o(es)

es decir

"(4) - r(o) - ezlFt,&l(r(o)) + o(ea)

Por lo tanto, a orden e2, terremos movimiento neto en la dirección del
paréntesis de los dos campos calculado en el punto inicial.



Consideremos ahora las integrales de los controles

,,(ú) : 
Íor 

u1(r)dr, {rr(t) : 
Í: u2{r}dr

Si representamos fr2 frente a ür desde ú : 0 hasta t:4 tenemos

fr,

¿;E
Utilizando el teorema de Green, Ia región encerrada tiene área

Arr(a): ez :* 
fr^ (art.i,ar(") - a1(")az(r)) dr

por lo que

n(4) -r(0) - !err$)[Fl, ¡L](r(o)) + o(e3)

En general, podemos esperar que si tenemos controles periódicos, de
pequeña amplitud y promedio cero

n(tr) - ,(o) * *Arr{r)[r,, ¡L](r(o))



Solución local d. g * egU

Sea g(ú) la solución de

b : esu - esÉ *te,
i:1

con g(0) * e. Entonces existe un f6 > ü tal que para lúl < ú6 tenemos la
representación en producto de exponenciales

g{t) : 
"tt(t)*"t2(¿)§, 

. .. ut'$}{"

Los parrimetros de \Mei-Norman 7i(t) (coordenadas canónicas de segunda
espécie) satisfacen la ecuación no lineal

i - eM{1)u, l¿l < ¿o

donde M(i es una matriz analítica real. Hasta primer orden

MU) - n+á(7) +o(t')
n

(a(-r))i : Z r'V,
r--j+7

[t,, {¡] : 'yf¡€k



Sea Irll un entorno de 0 € lR" donde Mb) está deflnida. Sea la
aplicación d.e lMei-Norman

Pr:lR* -+ G

{7''''' '"Y") 
r+ Ü'€' '' ' s"Y*€'

y sea V - Pr(I{r) C G. La formulación de Wei-Norman proporciona
entonces una representación local (en V) de la solución.

Sea ahora ,9 c W un entorno de 0 € Rn donde Pr es inyectiva y sea

i[ : prls

'- Entonces
ü:,S+8CV

es un difeomorfismo y podemos definir en I una distancia por medio de

a(x,Y) : Ilü-,(x) - ü-r(r)ll, x,Y e v
Usaremos esta distancia para dar sentido a soluciones aproximadas

de 
il : eg{J



Promediado de segundo orden

Sea g : egU con t/(t) T-periódico y de promedio cero sobre un
periodo. Sea

D -- {.y e IR" I ll,yll < r} C §.

Sean

¡t
{,k U} _ | uk ¡r¡ a,

Jo

v Aii{n : 
* Ír' (auq,¡ai¡r) - üi(flaigl) a,

y sean los parámetros en aproximación de segundo orden

t n'l

?&)(r) -uak$)*r'h f .nái¡r1r!,9t3:L l<j

a los que, a través de la representacién de Wei-Norman, corresponde una
solución aproximada

l1z¡{t) - rrf'¡(tX'''' ü?E{t)€"

El resultado fundamental es que esta solución aproximada está cerca,
hasta orden e2, de la solución exacta que se obtendría con los ue (t). tUrfs

\- precisamente, si ?(e)(r) € D para ú e [ü, blr], entonces

i,(s(t), olz¡(r)) - o(e'), t eto, llt
Vamos a ver como este resultado permite obtener controles aproximados
que nos dirigen g, aproximadamente, al punto deseado.



Control aproximado de segundo orden

Supongamos que nx < ?¿ y que {€r, . . . , €*} genera toda el álgebra de
Lie con paréntesis de profundidad uno.

Sean {ZI, , . . , Z7} los parámetros de Wei-Norman del punto gf que
queremos alcanzar a partir de e en tiempo ú¡. Tendremos

Teniendo en cuenta que uk :0 para lc: m* 1,. .. ,fl,

frb,tt¡)€n: É eak g¡)q¡. +f, É aíi ¡r¡r!,Eu
lc=l k:l h:|i,i:L i<i

Comparando estas expresiones, si escogemos

eak$¡) : ck, k:1,... ,rn

:,,,fl"(r) _ c'x, i,i:L,...,m, i< j

tendremor dz;(ü¡) : 4, i - L,... ,n, y, por lo tanto,

eP¡(t¡) : er,

es decir, Ia solución aproximada va exactamente a g/ er tiempo tf y,
puesto que

i,(g(t), srzr(f)) - o(ez),

la solución exacta lo hará aproximadamente. Hay que notar que ú¡ -
O(.) y, por lo tanto, ci i ii hmbién son de este orden, por lo que también
Zi: O(u), es decir, gf na puede estar muy lejos de la identidad.

n nl r-{r,

\zi€t,- I"*(u+ E cdiL€¿,€¡l
i:1 k:L i,j:l i<j

ln n n't

_ I/eu+f » *djrf¡{*
k:1 k:líj:l i<j



Veamos en qué resultan las condiciones

eak$¡) - ck, lc :L,...,ffi *O',(T) : rui, i,i :L,...,n'ú, i < i
para un caso sencillo, por ejemplo S,U(2). Utilizando la base ya in-
troducida para se{Z), supongamos que sólo disponemos de controles de
rotación y de traslación en la primera dirección (correspondientes a {r Jr

€r) Como eue Kr, {zl : {3, podemos aplicar el promediado de segundo
orden descrito. Si

f cos? *sin0 u \
gf : I siná cosá a Ivl 

\ o o L)
los parámetros de Wei-Norman coffespondientes

son

zi: §

Z?_ ucos0+usino
Zi: ucos0*using

\-. y las condiciones anteriores son

cl * zÍ: eal(t¡)

"2- Z?:eaz$¡)
-2t

"LZ 
: Z1 :VO"(r)

Usando controles sinusoidales, las dos primeras condiciones son fácilmente
obtenibles, mientras que para la tercera pueden utilizarse controles sinu-
soidales con fase relatir¡a no nula.

gf * *zlú*z]€z"z|€s

leosz! -sinZj -Z?sinZl+Z?cosz] \
- 

[ "iri 
*rrr] z] cos z] + z] sin z] 

)



4 Conclusiones

Hemos presentado un método constructivo de control aproximado en
grupos de Lie que corresponde, entre otros casos, a problemas de control
obtenidos a partir de la conexión cinemática cuando la forma local de la
conexión no depende de las variables de base.

ExrpNsroNES

r Sistemas con deriva, por ejemplo, sistemas con ligaduras no holóno-
mas y simetrÍas (snakebaard,).

r Sistemas para los que la forma local A{r) depende efectivamente de
las r¡ariables de control r.

e Sistemas para los que se dispone de generadores que cierran el
álgebra de Lie con paréntesis de profundidad mayor que 2.

r Diseño de controles que satisfazcan condiciones especÍficas (control
óptimo .. . ).


